Capitolo 4

Varieta riemanniane

4.1 Metriche riemanniane

Definizione 4.1. Una metrica riemanniana su una varieta differenziabile M

e un tensore covariante g del secondo ordine, simmetrico e definito positivo,
cioe un’applicazione g : X(M) x X(M) — F(M) F-bilineare, che soddisfa

9(X.Y) =g, X), g(X,X)=>0, g<X>X)(p):O:>XP:0'

Una varieta differenziabile M dotata di una metrica riemanniana g e detta
varieta riemanniana, e si indica con (M, g). Una metrica riemanniana g
induce un prodotto scalare g, su ogni spazio tangente:

0 (G (o)) =05 50 ) W)

Viceversa, una metrica riemanniana si puo anche definire come una famiglia
di prodotti scalari {g, : T,M xT,M — R}, tali che per ogni X, Y € X(M),
I’applicazione

g X, Y): M =R, p—g(X,Y)(p) :=gp(X,,Y,), ¢ differenziabile.

Per assegnare una metrica riemanniana su M basta definire una metrica
riemanniana g, su ogni aperto U, di un ricoprimento (U,), di M tale che
comunque si considerino due aperti U,, Ug, con U, N Ug non vuoto, si abbia:

goz|UaﬂUg = gﬁ\UamUﬁ' (41)
In tal caso, per ogni X,Y € X(M), g(X,Y) & la funzione definita da
g(X7 Y)(p) :gOC(X‘UoU}/‘Ua)(p) perp 6 UCY‘

La metrica in coordinate locali

Sia (M, g) una varieta riemanniana di dimensione n. Sia (z1,...,x,)
un sistema di coordinate locali definito in U, allora {(8/0x;)} & base per
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96 4. Varieta riemanniane

X(U), {dz;} ¢ base per X*(U) e quindi gli n? prodotti tensoriali {dz; ®
dz;} costituiscono una base locale per i tensori covarianti del secondo ordine.
Le funzioni g;; = g(a‘z ) B 22y ¢ F(U) sono le componenti di g rispetto alle
coordinate (z;):

9=">_; gijdr; ® dz;.

(gij) € una matrice simmetrica definita positiva che determina univocamente

gsulU. Se X =5 X" 0 eY:Zin,aHora

8:1:Z- 833]-
g(X,)Y) = Z” X'Y7g;;.

Sia (y1,...,¥y,) un altro sistema di coordinate locali definito in un aperto V,
VU #§0. Postogag—g(ay ) Bug S2), su VNU si ha

(9ap) = ©"(9:5)®, (4.2)
dove @ = (®;,) = ( 3 ) ¢ la matrice Jacoblana del cambiamento di coordina-

Yo
Ox; o
te, ossia del cambiamento di base 8_ =>. ax . Quindi, per assegnare
Yo Yo O

una metrica riemanniana g su M basta assegnare, in ogni carta locale di un
atlante di M, le n(n +1)/2 funzioni g;; = g;; di una matrice simmetrica
(gi;) definita positiva che soddisfa la (4.2) (che traduce in coordinate locali
la (4.1) ) .

Osservazione 4.2. Se {ey, ..., e,} € una base ortonormale locale di campi di
vettori definiti su un aperto U e {9!,.,9"} ¢ la corrispondente base duale,
allora su U si ha:
g=>,0" 9"

Una base ortonormale locale di campi di vettori si puo ottenere applicando il
metodo di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt a una base locale di campi
di vettori coordinati. Tuttavia, non ¢ sempre possibile trovare una carta
locale (U, ¢) tale che la base coordinata sia ortonormale in U (infatti, cio e
equivalente a richiedere che la metrica riemanniana sia piatta su U).

Osservazione 4.3. Se (M, g) ¢ una varieta riemanniana di dimensione 2,
localmente g = g;1dr; ® day + grodr; @ dog + g1odrs ® day + goodrs ® das.
Le coordinate locali (z1,x2) si dicono isoterme se g11 = g22 € g12 = 0. Per
ogni varieta riemanniana 2-dimensionale esistono sempre coordinate locali
isoterme (71, 23), cioe localmente g = €*/(dz; ® da; + dzo ® day) con f
funzione differenziabile.

Esempio 4.4. Lo spazio euclideo (R", go).
La metrica euclidea gy ¢ il pitt semplice esempio di metrica riemanniana, essa
e definita da
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90(X7 Y) = Z?:l XiYi?

dove X = (X', .., X"),Y = (Y, ..,Y") € X(R"). Le funzioni componenti
sono go;; = 05, € quindi

go =Y i de; @da; = >0 (day)?
Lo spazio R™ con questa metrica riemanniana ¢ detto spazio euclideo e la
corrispondente geometria riemanniana e quella euclidea.

Teorema 4.5. Il gruppo strutturale del fibrato tangente T M di una varieta
riemanniana ¢ riducibile al gruppo ortogonale O(n).

Dimostrazione. Indichiamo con (T'M, M, 7 : TM — M) il fibrato tangen-
te. Sia (U,, pa) una carta locale di M con funzioni coordinate (x;). Sia
{e1,...,en} una base ortonormale locale di campi di vettori definiti su U,.
Definiamo

@a . Ua = 7T_1(U> — Soa(Ua> X Rn’ Xp = Zl nieip = (%(P),ﬁi)-
(Ua, Qo) € una carta locale per T'M e, per ogni fissato p € U,, I'isomorfismo

(Ba)p : TyM =771 p) = palp) x R, X =37 e = (01, .., 7"),
definisce una trasformazione ortogonale tra (7,M,g,) e lo spazio euclideo
(R™, go). Applicando questo procedimento ad ogni carta locale di un atlante
di M, si ottiene un atlante di T'M le cui funzioni di transizione associano ad
ogni punto del loro dominio di definizione un elemento del gruppo ortogonale

O(n). O

Teorema 4.6. Ogni varieta differenziabile paracompatta M ammette una
metrica Temanniana.

Dimostrazione. Poiché M e paracompatta, possiamo considerare una parti-
zione dell’unita (f,), subordinata a un ricoprimento localmente finito (U, )a
di intorni coordinati (cfr. Teorema 1.32). Ricordiamo che le f, sono funzioni
differenziabili non negative, con supporto compatto K, contenuto in U, e tali
che )" fo = 1. Sia ¢, l'applicazione coordinata relativa a U,. La metrica
euclidea gy sull’aperto A, = ¢, (U,) di R” induce una metrica riemanniana
Ja SU Uyt go = (pa)*go. Poiché f, =0 su M\ K, (complementare di K,),
fage © un tensore (differenziabile su M) covariante del secondo ordine, sim-
metrico, semi-definito positivo, e nullo su M \ K,. II tensore g := )" faga
definisce una metrica riemanniana su M.

Esercizio 4.7. Verificare che le funzioni componenti della metrica euclidea
go sull’aperto R? \ {0}, rispetto alle coordinate polari (y,y2) = (p,6), sono
date da:  goi1 = 1, go12 = 0, goz2 = p*.

Esercizio 4.8. Siano g, go, g1 metriche Riemanniane su M e o € F(M).
Verificare che ¢7g e ¢ = tgo + (1 — t)g1, con t € [0,1], sono metriche
riemanniane su M.
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Osservazione 4.9. (Varieta semi-riemanniane)

Sia g un tensore covariante di ordine 2 su una varieta differenziabile M.
Se g & simmetrico, non degenere e di segnatura (n — v,v), v > 0, costante,
allora (M, g) e detta varieta semi-riemanniana (cfr. [79]) di indice v. In
particolare, (M, g) & riemanniana se di segnatura (n,0). (M, g) e detta varieta
lorentziana se la segnatura di g € (n, 1) con dim M = n + 1. Per una varieta
semi-riemanniana, un vettore tangente X, ¢ detto:

tipo-spazio se g,(X,, X,) > 0 oppure X, = 0,
tipo-tempo se g,(X,, X,) <0,
tipo-luce se g,(X,, X,) =0e X, # 0.

L’insieme {X, € T,M : g,(X,, X,) =0, X, # 0} ¢ detto cono di luce in p.
Abbiamo provato che ogni varieta differenziabile paracompatta ammette
una metrica riemanniana, cio non accade in generale se richiediamo che la me-
trica sia semi-riemanniana. D’altronde, ¢ ben noto che una varieta compatta
ammette un campo differenziabile di vettori, non nulli, globalmente definito
su M, se e solo se la caratteristica di Eulero-Poincaré ¢ nulla. Quindi, una va-
rieta compatta M con caratteristica di Eulero-Poincaré nulla ammette una
metrica lorentziana. Infatti, M ammette una metrica riemanniana g e un
campo di vettori Xy non nullo (in ogni punto), quindi possiamo supporre
Xo unitario. Indicata con n la 1-forma duale di X, e facile verificare che il
tensore
definisce una metrica lorentziana su M. Rispetto a tale metrica, il campo di
vettori Xy e tipo-tempo. In generale una varieta lorentziana puo non avere un
campo di vettori tipo-tempo globalmente definito. Una varieta lorentziana
con un campo di vettori tipo-tempo globalmente definito ¢ detta varieta
lorentziana tempo-orientabile, nota in fisica col nome di varieta spazio-tempo.
La relativita generale si basa su una varieta spazio-tempo 4-dimensionale.

Esercizio 4.10. Sia X, un campo di vettori unitario definito su una varieta
riemanniana (M, g). Indicata con 7 la 1-forma g-duale di Xy, si verifichi che
perognit € Rt >0,¢=1tg(X,Y)+t(t—1)n®n & una metrica riemanniana.

4.2 Immersioni isometriche e la sfera canoni-
ca
Siano @\_4 ,g) una varieta riemanniana, M una varieta differenziabile ed

f M — M un’immersione iniettiva. La metrica g induce su M una metrica
riemanniana: g = f*g, ossia

9(X,Y)(P) = 950 (fp(Xp), fup(Yp))  Vp € MeVX,Y € X(M).

Si vede facilmente che il tensore g definisce una metrica riemannniana su M,
in particolare g, ¢ definito positivo in ogni punto p € M in quanto f,, ¢
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iniettivo. La varieta riemanniana (M, g) ¢ detta sottovarieta riemanniana di
(M, g) ed f e detta immersione isometrica. Determiniamo ¢ in coordinate
locali. Sia (U, ¢, (y;)) una carta locale di M e (V,1), (z;)) una carta locale di
M con f(U) C V. SuV la metrica g ¢ data da

g = Zi,j gz]dl'z X d(L’j,

e quindi 'espressione di g su U, tenendo conto delle proprieta dell’applica-
zione duale f*, ¢ data da :

g=[f"g= Z(f*?]ij)f*dxi ® frdz; = Z(gij o f)d(zio f)@d(z;o f)

(9f’ (9fj
- Z gz] o f 31/5 dyﬁa

dove le f' = ;o f: p(U) = R,y = o(p) = z;(f(p)) = z:(¥(f(p))) sono le
funzioni componenti di f (rispetto alle fissate coordinate locali). Pertanto,

ofop
aya ay,@ ‘

g = Zgaﬂdya X dyﬁv dove Gap = Z(gw o f)

a,f ,J

Se (M, g) & una sottovarieta riemanniana dello spazio euclideo (R", go), allora
Gij = Goij = 0i; € quindi

Gop = Z O of Z (ggi) . (4.3)

Yo Oyps

In tal caso, la metrica g = f*g, e detta la metrica canonica di M.

Esempio 4.11. Sia M una superficie regolare di R? con parametrizzazione
locale z = z(u,v), y = y(u,v), z = (u,v). Siano ¢, e ¢, i vettori tangenti
alle linee coordinate v = cost. e u = cost. rispettivamente. Posto £ =
gO(¢u7 ¢u)7 F= gO((bw ¢v) e G= gO((bva (bv)u la metrica riemanniana g = " go
¢ determinata, rispetto alla coordinate (x1,22) = (u,v), da g11 = E, g12 =
g1 =F, g =G.

Osservazione 4.12. Sia (M, g) una sottovarieta di (M, g) con immersione
isometrica i : M — M. Se (U, (ya)) € ( , (z;)) sono carte locali speciali, cioe
Yo = Taju € U= {p cU:azp)=0,i=n+1,...,7}, allora JaplU = JaBlU
per ogni o, 8 =1, ...,n. Infatti, per ogni p € U :

o) =50 ((5) 1 (50),) = p(@*)p(%)p, i0(5,5),)
=9 <(aia) 7(%)19) = 9(%,%)@) = Jas(p).
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Osservazione 4.13. Un importante Teorema di John Nash [74] afferma che
ogni varieta riemanniana (M™, g) puo essere realizzata come sottovarieta rie-
manniana embedded dello spazio euclideo (R™, gg) per m abbastanza grande.
La dimostrazione di Nash e stata successivamente semplificata da M. Gunther
[43]. Quindi, si potrebbero studiare solo sottovarieta embedded di R™ con
la metrica indotta. Tuttavia , se si vogliono capire le proprieta intrinseche
di una varieta riemanniana l'introduzione di un embedding crea informa-
zioni estranee e in alcuni casi potrebbe essere difficile distinguere proprieta
intrinseche da quelle estrinseche.

La sfera canonica S™

Come caso particolare di sottovarieta riemanniana di R"™!, esaminiamo
la sfera canonica (S™, g), dove S™ ¢ la sfera unitaria di R"™, g =i*gy e i:
Sm s RHL, Con51der1amo la carta locale definita dalla proiezione stereogra-
fica dal polo sud: ¥ : V =8"\ {S} — R",

T T
¢:(1.17"'axn+1)'_>(yla"'7yn):< PRI )

1+ 2Tpp I+ xp4q

L’applicazione F = I;oio0~! & l'inclusione i : S* — R"™! espressa in
coordinate locali, quindi

2y 2y 1—|lyl?
F:(y,oooyn) = (T1,...,2p 1):( e ,
’ 1+ [ly[[2 L+ [lyl2" 1+ [yl
Posto ) H ||2
i Yi . n+1 Yy
F'= — (z:l,...,n), Frt = —7
1+ [ly[[2 1+ [ly[?
risulta
an o —4%%

= se 1#Fa e i1<n+1,
Oya (L [lyl?)?
oF* 21+ |lyl*) — 42
Yo (1 + [[y[*)?
OFn™t! — 4y,

Oyo (L4 [lyl®)?

Applicando la (4.3), si ottiene

. _Z<3i>_ !
AN (1 +[lyl*)*

B % OF' OF
aya 8y5

se 1=a<n+1,

=0 per a # f.
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Di conseguenza, la metrica canonica g = 1*¢gy ¢ data da

4
S — s VY- SR AN

Esercizio 4.14. Sia S?(r) la sfera di centro l'origine e raggio 7, ottenuta
ruotando la curva v : z = rcos(%),y = rsin(t), z = 0,t € R , intorno all’asse
x. Si verifichi che la metrica canonica g di S?(r) ¢ data da

g =dt ®dt + r’sin*(1)dd @ dv.

Esercizio 4.15. Verificare che la proiezione stereografica trasforma circon-
ferenze della sfera S? in circonferenze o rette del piano equatoriale.

Esercizio 4.16. Si consideri la sfera S?*(r) di centro I'origine e raggio r, rap-
presentata con equazioni parametriche x = rsinucosv, y = rsinusinv, z =
reosu, 0 <u <7 0<wv <27 =z = u (colatitudine) e x5 = v (longi-
tudine) sono coordinate locali per S?. Determinare le funzioni componenti
g11, G12, g22 della metrica canonica di S? rispetto alle coordinate geografiche
(u,v).

Esercizio 4.17. Si consideri la sfera unitaria S® con equazioni parametriche:
x1 = cos(t)costly, xe = cos(t)sinty, x3 = sin(t)costly, x4 = sin(t)sinds.
Si verifichi che la metrica canonica g di S* ¢ data da

g = dt ® dt + cos?(t)d; ® dv; + sin?(t)dvy @ dvy.

Osservazione 4.18. (La metrica lorentziana canonica su S*"*1)

Sia S?"*! la sfera unitaria di R**»*? = C"*!'. Indichiamo con .J; la
struttura complessa canonica di C"*!, quindi per ogni z € C"*!,
Z = (Zla X3) Zn+1> = (xl + iy1, ooy Tpg1 iyn+1) =p= (xla Y15 -y Tty yn+1>7
abbiamo

Joz =iz, ossia Jop = (—y1, T1y ooy —Yns1, Tnil)-
Ora7 per Ogl’li p= (331791, “'7$n+17yn+1) € S2n-|—17 poniamo
é'p = Jop = (_yla L1, .oy =Ynt1, xn-ﬁ-l)'

¢ definisce un campo differenziabile di vettori unitari tangenti alla sfera S+,
detto campo vettoriale di Hopf standard (cfr. Sez. 9.5). Se gr € la metrica
riemanniana canonica su S***!, ponendo

9L = gr — 210 @ 19, dove 1y = go(&, ),
si ottiene la metrica lorentziana canonica su ST,
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4.3 Sommersioni riemanniane

Metrica riemanniana prodotto.

Siano (M, g1), (Ms, g2) due varieta riemanniane. Con M; x M, indichia-
mo la varieta differenziabile prodotto e con 7, my le proiezioni canoniche
su My e M, rispettivamente. Poniamo dim M; = n; e dim My = ny. Per
ogni p = (p1,p2) € My x My, lo spazio tangente T,(M; x M) puo essere
identificato con T, M; @& T, M, mediante I'isomorfismo:

Xp — Xy + Xp, = (T1)ipXp + (72)1p X
Su M; x My si puo definire una metrica riemanniana ¢, detta metrica rie-
manniana prodotto, ponendo per ogni X,Y € X(M; x M,) e per ogni p =
(p1,p2) € My X My :

9g(X,Y)p) = 91, (71)epXp, (T1)wpYp) + 92, ((72)sp X, (72)up¥))
= glp1 (Xpn YZD1) + 92p2 (Xp27 Y;n)

La metrica prodotto g si indica con g; X go. In particolare T, M, e T,, M,
pensati come sottospazi di T,,(M; x M), sono ortogonali:

X 1* = 11X, 17 + 11X 1%

Se (z;) e (Ya) sono coordinate locali su M; e M, rispettivamente, allora
(x4, Ya) sono coordinate locali su My x M. Inoltre, se

n=2 o qydr@dr; e ga =301 ganpdye @ dyg,
allora
g = 22}11 glijd$i ® de + ZZ;:1 92a5dyo¢ & dyﬁ-

Piu in generale, se f € F(M;) e una funzione positiva, la varieta prodotto
M; x M, munita della metrica riemanniana g = ¢; + f ¢go si dice warped
product. In particolare, se ¢g; ¢ la metrica canonica della sfera unitaria S"~!
e dt? ¢ la metrica su un intervallo aperto I, la metrica ¢ = dt? + sin®t ¢;
rappresenta (localmente) la metrica canonica della sfera unitaria S™ ([97], p.
14).

Sommersioni riemanniane

Siano M, M varieta differenziabili ed 7 : M — M un’applicazione dif-
ferenziabile. Diremo che 7 ¢ una sommersione se il suo differenziale m,,
suriettivo per ogni p € M. In tal caso:

n = dim M = dim ker Teptrango(m,,) = dimker 7, +n > n = dim M.

Sia ora m : M — M una sommersione suriettiva, allora per il Teorema
2.55 (del rango) le fibre M, = 7 '{x} sono sottovarieta imbedded di M
per ogni x € M, dim M, = n — n. Ponendo V, =kerm,, per ogni p € M,
otteniamo una distribuzione integrabile V (cfr. Sezione 6.8) che corrisponde
alla foliazione di M determinata da 7 in quanto T,M, = kerm,, per ogni

p € M,. I vettori tangenti alle fibre sono detti vettor: verticali e V ¢ detta
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distribuzione verticale. Siano ora g ed g metriche riemanniane su M e M
rispettivamente. La metrica riemanniana g su M determina una distribuzione
H complementare di V, detta distribuzione orizzontale. Per ogni p € M, H,
¢ il sottospazio di T,M ortogonale a kerm,, C T,M, e quindi abbiamo la
decomposizione ortogonale T,M = kerm,, ® H,, dove dimH, = n e m,, :
H, = TrpM € un isomorfismo. I vettori del sottospazio H, sono detti
vettori orizzontali. La sommersione 7 : (M, g) — (M, g) si dice sommersione
riemanniana se I'isomorfismo ., : H, — Tr) M ¢ isometrico, ossia

Tp(Xp: Yp) = g () (Mep Xp, T Yp) VX, Y, € Hy.
Si noti che per sommersioni suriettive, per ogni X € X(M) esiste un unico
X € X(M) (detto sollevamento orizzontale di X) m-riferito a X, i.e., X, € H,,

e TpXp = Xn(p) Per ogni p € M. Inoltre, n*p[)”(, Y] =[X,Y].
L’usuale proiezione

7 (R go) — (R, g0), (T1, Doy ooy Ty ooy Togn) = (21, Toy ooy Ty,

€ una sommersione riemanniana. Piu in generale, se M; x M, ¢ una varieta
riemanniana prodotto, le proiezioni m;, ¢ = 1,2, sono esempi di sommersioni
riemanniane. Rispetto a 7, i vettori di 7, M, sono verticali mentre quelli
di T},, M; sono orizzontali. Se (M, g1), Ms, g2) sono due varieta riemanniane
e My x M, e la varieta prodotto munita della metrica riemanniana “warped
product” g = g1+ hgs, allora la proiezione my : (My x My, g1+hgs) — (M, 1)
¢ un altro esempio di sommersione riemanniana. Rivestimenti riemanniani
definiscono sommersioni riemanniane con fibre discrete. Un importante esem-
pio di sommersione riemanniana & la fibrazione di Hopfw : S® — 82(%) che
verra discussa nella Sezione 9.3. Se sul fibrato tangente T'M di una varieta
riemanniana si considera la metrica riemanniana di Sasaki G (cfr. Appen-
dice C), allora la proiezione 7 : (T'M,Gs) — (M, g) ¢ un altro interessante
esempio di sommersione riemanniana.

Esercizio 4.19. Determinare la metrica indotta su S' dalla metrica euclidea
di R? e la metrica riemanniana prodotto sul toro n-dimensionale T" = S' x
... X St(n-volte).

Esercizio 4.20. Sia T? la superficie torica generata dalla rotazione, intorno
all’asse z, della circonferenza ~ di centro C(0,a,0) e raggio b, a > b > 0.
Determinare la metrica g indotta sulla superficie torica T? dalla metrica
euclidea di R3. ¢ ¢ una metrica riemanniana prodotto?

Esercizio 4.21. Sia M la superficie ottenuta ruotando la curva v : x =
0,y = r(u) > 0,z = z(u),u ascissa curvilinea, intorno all’asse z, quindi M
ha equazioni parametriche

x=r(u)cost, y =r(u)sind, z = z(u).
Si verifichi che la metrica g indotta su M = v x S', dalla metrica euclidea di
R3, & data da
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g = du® du+ r*(u)dd @ dv.

In tal caso, g € una metrica riemanniana prodotto?

Esercizio 4.22. Si verifichi che I'applicazione seguente :
m:S3(1) = S3(2), (cos(t)e', sin(t)e™2) — (Lcos(2t), $sin(2t)e'?17V2)),

€ una sommersione riemanniana.

4.4 Lo spazio iperbolico e suoi modelli

Consideriamo su R""! la metrica di Minkowski, ossia, la forma bilineare
simmetrica ¢ : R"™ x R"™! — R definita da

q(z,y) = 2191+ + TpYn — Tng1Yni1-

q definisce una metrica semi-riemanniana di segnatura (n, 1). Infatti, se {e;}
¢ la base canonica di R™™! g(e;,¢;) = 1peri=1,...,neq(eni1,nr1) = —1;
i+ = n (indice di positivita), i_ = 1 (indice di negativita) e i = i, —i_ =n—1
(indice della metrica). Lo spazio di Minkowski (R"*1 ¢) & il pitt semplice
esempio di varieta lorentziana ed & indicato brevemente con R}™'. Poniamo

H"={z e R"" : q(x,z) = -1, =z, > 0}.

H™ ¢ una ipersuperficie regolare di R™™!, precisamente ¢ la falda superiore
dell’iperboloide di equazione:

2 2 .2 _
Tyt =y = 1
e si puo ricoprire con 'unica carta (H", ¢):
w: H" = R™ (r1,...,2n,Tp1) — (1, ..., 25).

H™ & una sottovarieta regolare di R"™! con immersione 7 : H™ «— R*H1,

Proposizione 4.23. [l tensore g = i*q definisce una metrica riemanniana
su H™.

Dimostrazione. 1l tensore g ¢ chiaramente covariante di ordine 2 e simmetri-
co. Quindi, basta verificare che & definito positivo. Sia X € T,H" e sia (t)
una curva differenziabile di H™ con v(0) = a e ¥(0) = X. Poiché ~(t) € H"
per ogni ¢, si ha ¢(y(t),5(t)) = 0, ossia q(a,X) = 0 e quindi T,H" C a'.
D’altronde dim T, H" = n = dim a—, pertanto
T,H" = at = {v e R"™ : ¢(v,a) = 0}.

Poiché ¢(a,a) = —1, esiste una base by, b, . ..,b, di R"™ con by = a, che
soddisfa g(b;,b;) =1 per ogni i =1,...,n, e q(b;,b;) = 0 per ogni i # j. Cio
segue dal fatto che I'indice di una forma quadratica non dipende dalla base
scelta (Teorema di Sylvester). Quindi, {b;,...,b,} ¢ una base g-ortonormale
di T, H". Di conseguenza, g, ¢ definito positivo in quanto g, = q7, gn. O]
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Dalla Proposizione 4.23 segue che (H",g) ¢ una varieta riemanniana, che
viene detta spazio iperbolico e la metrica g ¢ detta metrica riemanniana
iperbolica. Per tale metrica possiamo costruire i modelli di Poincaré nel disco
A" ={y € R": |ly||* < 1} e nel semispazio R} = {y € R" : y,, > 0}.

Il modello di Poincaré nel disco unitario A"
Sia g = (0,...,0,—1) € R™"!. L’applicazione
f:H" - A" x— f(z) = retta(zzy) NR™,

dove R™ ¢ l'iperpiano z,,; = 0 di R*™!, & detta proiezione stereografica
iperbolica (cfr. Figura 4.1). Con facili calcoli si trova:

f(.’L'l,. .. 7xn+1) = ( T .. n ) .

1—i_xn—|—17 .71+In+1

Chiaramente f(x) € A™ in quanto: ||f(z)]|*> = ini—;i < 1Vx € H™. Inoltre,

usando la metrica di Minkoswski ¢, V& = (z1,...2,41) € H™
qlx —zo,x —x0) =2t + -+ 22 — (T + 1) = -2(1 + 2,11)
e quindi 'applicazione f si puo esprimere anche con la seguente espressione:

2(z — o) Ve € H™.

f(x) =20 —

q(z — xo,x — )

Figura 4.1: La proiezione stereografica iperbolica.

L’applicazione f e invertibile e la sua inversa e I'applicazione
LA™ — H', oy fH(y) = retta(yzo) N H™,

_ 2y 2yn 1+ [yl
nyl(y):<—77 ) .
1—|[y[]? L—lyll* 1= [[y[]?

quindi
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Pertanto f e un diffeomorfismo e

g=(")g="(iof")q
¢ la metrica iperbolica nel disco unitario A", dove g € la metrica iperbolica
nell'iperboloide H™ e i : H™ < R™"!. Poniamo

F=ioft=(F.  F): A" - R" dove

2y; 1+ lyll?
1=yl 1=yl
Ricordiamo che ¢ = dx; ® dxy + - - - + dz,, ® dz,, — dz1 ® d2yyy1. Operan-

do come nel caso della metrica indotta su una sottovarieta di una varieta
riemanniana, si ha:

gi= (9= (i =Fq= 13,5 Japdya ® dys,

Fj(yl...yn): Vi=1,...,n, F"H(yl,...,yn):

dove ' '
} "\ OF" OF'  QF™! gFnt!
=2 5 T on o
iy Y Ys Yo Ys
Poiché
OF! 4YiYe , ,
= ————— per iFa e i<n+l,
O (1= ly[]?)?
oF” 2(1 — [ly|1*) + 4y . oFmH! 4y
Y 2)2 per 1= a, - 22’
Oy (1= 1lll*) Oy (L= lylI?)
si ha
_ 2”: <8F")2 N (aFa>2 (8F”+1)2 4
Joaa = - e TR
2 o) "o 5y 0= lP
e per a # 3
_ OF" OF' OF* OF“ OF° QF° QF™! QFnt!
DDl Tl VAL vkl W Al PR T P
iz Yo OYp Yo OYp Ya  OYp Yo Ys

Pertanto, abbiamo la seguente proposizione.

Proposizione 4.24. La metrica iperbolica nel disco unitario A" ¢é data da :

Nel disco AT di raggio r, la metrica iperbolica e data da:
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La (4.4) ¢ la rappresentazione della metrica iperbolica nel disco A", di conse-
guenza, la proiezione stereografica iperbolica f : (H™, g) — (A", g) € un’iso-
metria. Sinoti 'analogia dell’espressione di g con 1’espressione della metrica
canonica di S” rispetto alle coordinate definite dalla proiezione stereografica.

Il modello di Poincaré nel semispazio R’

Al fine di presentare il modello di Poincaré nel semispazio R} = {y €
R™ : y, > 0} introduciamo la nozione di inversione.

Inversione rispetto a una circonferenza

Sia S! la circonferenza del piano di centro O e raggio r. L’inversione rispetto
a tale circonferenza ¢ lapplicazione J : R*\ {O} — R?\ {0}, P+ P/,
dove P’ ¢ il punto della semiretta OP tale che OP-OP’ = r2. Se P ¢ interno
(risp. esterno) a S', allora P’ ¢ esterno (risp. interno). Se P € S', allora
P’ = P. Quindi J scambia l'interno con 'esterno e mantiene fissi i punti di
SY (O, 7). Geometricamente I'inversione si puo costruire come segue. Se P
interno al cerchio, mandiamo da P la perpendicolare alla retta OP e siano
H e K le intersezioni di tale perpendicolare con la circonferenza.

Le tangenti alla circonferenza in H e K si incontrano nel punto corrisponden-
te P’ (applicando il primo Teorema di Euclide si ha OP-OP' = OH - r?).
Se invece il punto P e esterno, basta condurre da esso le tangenti alla cir-
conferenza e congiungere i loro punti di contatto; tale congiungente incontra
OP nel punto corrispondente P’. Usando coordinate cartesiane, se O(ug, vg),
P(u,v) e P'(u',v"), si vede facilmente che I'inversione & rappresentata dalle
equazioni:

(u—up)? + (v — v,)? (u—uy), v =wp+ (= w2+ (0= 0)? (v—0,).

u = ug+

Inversione rispetto a una sfera
L inversione rispetto alla sfera S" (g, 7) : ||z — 0/|> = r? (di centro x¢ e
raggio r) di R™ ¢ la trasformazione

J :R"\{zo} — R"\ {0},

7,2

J: J = /: - _ .
r—J(z) ==z :1:0+||x_x0||2(:1: o)
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J(x) ¢ il punto 2’ della semiretta zox tale che ||zox’| - | Zod|| = r2. J lascia
fissi i punti di S"!(zg,7) ed ¢ involutoria: J? = Id (e quindi J~' = J).
Infatti:

7"2

JA(z) = J(Jx) = —(J1 —
($) ( ZL‘) To + H']x _ 1'0"2( x xO)
= 2o+ 712 r? (z = 20) =
|2 2=20) H2 |z — xol|?
llz—=ol?

J scambia l'interno di S"~!(zg,r) con lesterno di S"~!(zg,r):

||J(x)—$0]|:;7“<r<:>;<l<:>r< |z — x0]].
[l = o [l = o

Siano ora zg = (0,...,0,—1) e r =+/2. Allora,

2
Jil‘:(l'l...l‘n)P—)I'/:(O,...,O,—l)‘f‘m(wlw--axn—laxn"_l)
e poiché ||z — zo]|? = ||z||* + 22, + 1, si ha
J:ix= (1 T,) — o = ( 221 21— 2l )
T [z = zoll*™ "l — wol*” [l — wol|?

Quindi
Ve e A" J(x) € RY,

dove A" ={zeR":|[z| <1} e R} ={z € R": 2, > 0}. Inoltre,

At + -+l )+ 14 ||zt =2z

J(x 2 =
7@ e
_ Al )+ 1l = 2l (1 el — 2,
(Ll 4 20)° (L + 2] + 22,)?
L+ [l - 22,
- <1 se x, >0.
1+ [[z]]* + 225
Quindi,

Ve e R : J(x) € A"

Di conseguenza, f = ‘]IRi (R} — A",

; 2y 21 1=yl
f:(yla"'vyn)H( P ) ;
|y — @ol[? ly = zol*” [ly — 2o?

¢ un diffeomorfismo con f~' = Jjan : A" — R7 che ha la stessa espressione

analitica di f.
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Proposizione 4.25. Se § ¢ la metrica di Poincaré nel disco A™ (risp. A7),
allora la corrispondente metrica di Poincaré g = f*g nel semispazio R ¢

espressa da
B n B 2 N
§=—5> dy®dy risp. §= ) dyi® dy,
no;_q n =1

Di conseguenza, linversione Jjan : (A", g) — (RY, §) € un’isometria.

Dimostrazione.
g=Fa=r"g="of)yg=(f"of)iq=(iof " of)q=Fq
dove F =io f~'o f. Inoltre, si ha
F:R? — A" — H" — R
f / / th 1 - ”y||2 )
sy UYn) /> Sy = s
o D e tt) = (T TR,
1 2 / 1_|_ /112 i 2 / 1+ /112
s ( v IIy/||2> R ( /S ||y/||2 |
L—[ly[*" 1= Iy L—1ly[?" 1= Iy
dove h variadalan—1e k da 1l an. Siccome
1 n—1
1y |I” = 4 i+ 14yl =2l
AR

~ Ayl = 4yn + 1+ yll* =20yl
(L4 (lyll* + 2yn)?
1 2 _9y.)(1 2 42y,
_ A+l -2y )2( +||y||2 +20) G ha
(L +llyll* + 2yn)

4y, 2(1 + |jy[|?)
- I = — e 14y = U

(L+ [lylI* + 2y,) (L4 lyll* + 2y,)
Allora,

: 2y; Yi .
Fly) = ———=> Vi=1,...,n—1,
L=yl> yn
I el 4 e 7]

2y;z _ 1— ||y||2 Fn+1<y)
’ 1—ly|]? 2Yn

Fr(y) =
W = T F = o
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Di conseguenza,

4. Varieta riemanniane

OF!
=0 Vi=1,....n—1, Va#i, «a#n,
Ya
oF“ 1
=— VYa=i=1,...,n—1, e quindi
o Yn
oFt 4!
== Via=1,...,n—1.
o  Yn
Inoltre, abbiamo
OF! ; oF™ o
— o=t -1, =% ya—1 -,
OYn Yn Yo Yn
oF™ 212 + 1 — ||y|? Frtl o
B e G PP
On 2y, Wa  Yn
OF™  2yp —1— |yl
o 2y '
La metrica ¢ ¢ espressa da
Gg=F*q = ZF"‘(dJ:z ® dz;) — F*(dz,1 @ dzgyq)
=1
= Y (dF ®dF) = (dFp ® dFpp)
i=1
= ) - ) Ya Y
G\ e Oys Oya Oys ’
= éaﬁdya ®dy,37
a,B=1
dove i coefficienti §a5 sono dati da:
n—1 i\ 2 2 2
x OF" oF™ gFn"tl
Joa = Z + -
~ \Oa Yo Yo
1 2 2 1
=@t A w sesrh
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n—1 2 2
F :Zy_3+ +2y; —llyl”\"  (1—2y; + [yl
=y 2y2 2y2

_ lylP =y 1y IP)” +2(24, — llyl®)

Yn 4y,
—1 = (lyll* = 292)* = 2(llyllI* — 2v7)
+ 4
4y
_ Ayl — Ay — 4yl + 8y 1
Ay, vi

ZaFl OF! 8F” oF"  QF"t gFmt!
0Ya ayﬁ 0Yo Oyp 0Ya dys

gaﬁ
e quindi:

n—1 ¢
; 225_@<_g)+(_y_a) (_2y3+1—|!y\|2)
o=y \ v Yn 2y2

y_.<yn 2y2 ||y||>:07 perazlv“'7n_17

n—1 : 1
- 0 05 | Yals  Yalp
Jap = . =4 =0, pera,f=1,...,n—1.
’ Z YUn Yn Y2 Un?

Pertanto, § = (1/y2) Y1 dy?. O

Osservazione 4.26. Nel caso n = 2, possiamo definire con notazioni com-
plesse A?={zeC:|z] <1}, RIi={zeC:Imz>0}, z=(0-1)=
—i. Per cui l'inversione J(z) = z + m(z — %), con 7 = /2, & data da:

r? 2(x + iy +1)
J(z 2o + zZ—2Z)=—1+—=
B) =20t et =) RS
2 _ 2 2_1 = - B
2z —i(at 4y ) —f+z:—z’0(z),
22+ (y+1)? zZ—1i

Osservazione 4.27. (I1 modello di Klein)

Lo spazio proiettivo reale P" si puo pensare definito dalla sfera unitaria S",
centrata nell’origine, identificando i punti antipodali. G = {£1;} & un grup-
po di diffeomorfismi di S”. Nello spazio di Minkowski R?™, 1a sfera di raggio
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i = /=1 ¢ liperboloide a due falde H" = {z € R""! : ¢(z,x) = —1}.
G = {%1,} ¢ anche un gruppo di diffeomorfismi di H". Identificando pun-
ti antipodali di H™ si ottiene un sottoinsieme di P". Poiché punti anti-
podali stanno in componenti connesse disgiunte di H™, questo sottoinsie-
me di P" puo essere modellato da una delle due componenti, ad esem-
pio da H" = {x € R"™ : ¢(x,2) = —1,2,41 > 0}. Con riferimen-
to alla struttura differenziabile definita su P", consideriamo la carta locale
(Un—H - {p - [JI] epP: Tp+1 7A 0} ) Spn+1)a dove

Pn+1 - Un+1 — Rna

P10 = (@1, s Tpg1)] > (Y1, 0, Yn) = ( - - ) :

-Tn+1’ Y Tn4+1

H" C Upy1 € pnp1(H™) = A™ (disco aperto unitario di R™). La presentazione
dello spazio iperbolico H™ su A™ mediante la v, 1 € detto modello iperbolico
proiettivo o modello di Klein. La proiezione stereografica ¢ su S™ dal polo
sud S(0,...,0, —1) applica la semisfera superiore S nel disco unitario A" .
Mediante la proiezione 1) si ottiene il modello iperbolico di Poincaré nella
semisfera S} .

4.5 Metriche associate a una struttura sim-
plettica

La nozione di gruppo simplettico introdotta nel Capitolo sui gruppi di Lie
¢ legata alla nozione di varieta simplettica che adesso esponiamo brevemente
in relazione alle metriche riemanniane associate. Per maggiori dettagli, svi-
luppi e approfondimenti sulle metriche riemanniane associate a una struttura
simplettica si consiglia la monografia di D.E. Blair [11].

Definizione 4.28. Una varieta simplettica ¢ una varieta differenziabile M,
dim M = 2n, con una assegnata 2-forma & chiusa (d® = 0) non degenere

(d™ #£0).
Localmente la 2-forma ® si puo esprimere nella forma normale
S=0'Ant+... +0" AR,

dove {6',n',....,0™,n"} & una base locale di 1-forme. Un cambiamento di
base che lascia invariata la forma normale ® = >"" 6" A n' ¢ dato da una
matrice simplettica. In particolare il gruppo strutturale del fibrato tangente
di una varieta simplettica ¢ riducibile a Sp(2n,R). 1l classico esempio di
varieta simplettica & R*" con la 2-forma ® = """ | dz; Ady;, un altro esempio
(usato in meccanica classica) e il fibrato cotangente 7*M di una varieta
differenziabile.

Sia (M, ®) una varieta simplettica 2n-dimensionale. Sia h una arbitraria
metrica riemanniana su M e sia {E), Es, ..., E,} una base h-ortonormale
locale di campi vettoriali. Sia ®;; = ®(E;, E;). A = (®;;) ¢ una matrice
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antisimmetrica non degenere di ordine 2n. Per il teorema di decomposizione
polare, esiste una matrice ortogonale F' di ordine 2n ed esiste una matrice
simmetrica definita positiva GG di ordine 2n che soddisfano:

A=FG (decomposizione polare destra).
Definiamo i tensori g e J ponendo:

La definizione di g ¢ indipendente dalla scelta della base { E;}. Se {4, ..., Vo, }
¢ un’altra base h-ortonormale locale di campi vettoriali, indicata con P la
matrice ortogonale del cambiamento di base, si ha

B = VZ,‘/; ZP]ﬂEk,ZPmE ZpkiAkTPTj
k,r

= (PTAP);.

Quindi, se B = F'G’ ¢ la decomposizione polare destra di B, F'G' = B =
PTAP = PTFGP = PTFPPTGP e per I'unicita della decomposizione po-
lare si ha I = PTFP e G' = P'GP. In particolare g e J sono globalmente
definiti su M. Inoltre, essendo ® antisimmetrica, risulta F? = —I. Infatti,
® = FG e &7 = —® implicano GT FT = —F G dove G = G, per cui
GFTF = -FGF,equindi G = ~-FGF = ~-FFF'GF dove FITGF ¢
simmetrica ed e definita positiva; siccome G' = I GG, per I'unicita della decom-
posizione polare destra si ha F? = —J ed F ¢ anche antisimmetrica (essendo
F ortogonale, F = —F~t = —FT). Infine, per come definiti i tensori g e J,

si ha g(X,JY) = ®(X,Y) e quindi
gJX,JY)=®(JX,Y)=—-d(Y,JX) = —g(V, J?X) = g(X,Y).
Pertanto, abbiamo il seguente

Teorema 4.29. Sia (M, ®) una varieta simplettica di dimensione 2n. Allora
esistono una metrica riemanniana g e una struttura quasi complessa J (un
tensore di tipo (1,1) con J* = —1I) tali che
G(X,JY) = ®(X,Y) e g(JX,JV)=g(X,Y).
Una varieta differenziabile 2n-dimensionale munita di una struttura quasi
complessa J e detta varieta quasi complessa. Una varieta complessa ammette

una struttura quasi complessa naturale J. Se z; = x; +1iy;, 1 = V—1,j =
1,...,n = dim¢ M, sono coordinate complesse, J ¢ definita da

J(0/0x;) =0/0y; e J(0/0y;) =—0/0x;.
In tal caso J e detta struttura complessa. Se .J € una struttura quasi com-
plessa, il tensore di torsione di J ¢ il tensore N di tipo (1,2) definito da
N(X,Y)=[JX,JY] - [X, Y] - JJX,Y] - JX,JY]
per ogni X, Y € X(M). Si dimostra (cfr. [56] vol.II, p.124) che: il tensore di
torsione N di J ¢ nullo se, e solo se, J € una struttura complessa.
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Ogni struttura quasi complessa J su una varieta 2-dimensionale ha tensore
di torsione N = 0. Infatti,

N(X,JX) =[JX,J2X] — [X,JX] - J[JX,JX] - J[X,J?X] = 0.

D’altronde, N(X,X) = 0 e, nell'intorno di un punto dove X ¢ # 0, ogni
campo vettoriale Y ¢ combinazione lineare di X e JX. Pertanto, N = 0.

Una metrica riemanniana g su una varieta quasi complessa (M, J) & detta
metrica hermitiana se

g(JX,JY) = g(X,Y) VX,Y € X(M),

in tal caso la coppia (J, g) ¢ detta struttura quasi hermitiana. Si noti che ogni
varieta quasi complessa (paracompatta) M ammette una metrica hermitiana.
Infatti, siccome M e paracompatta, esiste una metrica riemanniana g e quindi
ponendo

g(X,Y) =g(X,Y) +g(JX,JY)
si ottiene una metrica hermitiana su M. La 2-forma
O(X,Y) =g(X,JY),

e detta 2-forma fondamentale della struttura quasi hermitiana. Se (J,g) e
una struttura quasi hermitiana, le seguenti proprieta sono equivalenti:

(a) VJ=0, (b) VP=0, (c)dP=0 e N=0,

dove V ¢ la connessione di Levi-Civita associata alla metrica g. Una struttura
quasi hermitiana (J,g) ¢ detta: di Kdhler (o kihleriana) se il tensore J
(equivalentemente ®) & parallelo rispetto alla connessione di Levi-Civita di
g; almost Kahler se d® = 0. Quindi, le metriche riemanniane definite dal
Teorema 4.29 si possono pensare come metriche di strutture almost Kahler
la cui 2-forma fondamentale e la data forma simplettica. Inoltre, le varieta
kahleriane sono particolari varieta simplettiche.

Ogni metrica riemanniana g su una varieta 2-dimensionale orientata M
definisce una struttura quasi complessa (una rotazione) J in modo naturale.
Infatti, se F;, E5 € una base ortonormale locale positiva, basta definire

JEl = EQ e JE2 = _El- (45)

Inoltre, g ¢ hermitiana rispetto a tale J. In particolare, se M ¢ una superficie
di R? orientata da £ (campo unitario normale alla superficie), la struttura
quasi complessa naturale .J e definita da

JX =¢NX.

Esercizio 4.30. Si verifichi che la struttura quasi complessa J definita dalla
(4.5) non dipende dalla particolare base ortonormale positiva considerata.

Per uno studio sullo varieta quasi-complesse, complesse, hermitiane e
kahleriane si consigliano i testi [10] e [56] vol.IL.
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4.6 Metriche associate a una struttura di (qua-
si) contatto

L’analogo in dimensione dispari delle varieta quasi complesse sono le
varieta di quasi contatto. In questa sezione diamo una rapida presenta-
zione delle varieta riemanniane di (quasi) contatto. Per maggiori dettagli,
approfondimenti e motivazioni si consigliano le monografie [11] e [16].

Strutture riemanniane di (quasi) contatto

Una varieta differenziabile (2n + 1)-dimensionale M si dice varieta di
contatto se ammette una l-forma di contatto 7, ossia la (2n + 1)-forma
n A (dn)™ ¢ diversa da zero in ogni punto. In particolare, una varieta di
contatto ¢ orientabile (cfr. Appendice A). Il classico Teorema di Darboux
afferma che per ogni punto di una varieta di contatto esiste un intorno con
coordinate locali (x;,y;, 2), i = 1, ..., n, rispetto alle quali

n=dz—>Y ", yda;.
Dalla condizione di contatto n A (dn)™ # 0 segue che la distribuzione di con-
tatto 2n-dimensionale D=kern non ¢ integrabile. Data n forma di contatto,
esiste ed ¢ unico un campo vettoriale £, detto campo vettoriale di Reeb,
o campo vettoriale caratteristico, determinato dalle condizioni

(&) =1edn(E,-)=0.
Inoltre, vale il seguente

Teorema 4.31. ([11]) Sia (M,n) una varieta di contatto con campo vetto-
riale di Reeb &. Allora, esiste una metrica riemanniana g, detta metrica
associata, e un tensore ¢ di tipo (1,1) tali che

n=g&:-), dy=g(.p), ¢=-Id+nQE.

In tal caso (n,&, ¢, g), 0 (1, g), si dice struttura riemanniana di contatto
(oppure struttura metrica di contatto). Una metrica associata soddisfa

9(@X,0Y) = (dn)(pX,Y) = —(dn)(Y, X)) = —g(Y, 9*X),
e quindi

9(pX,pY) = g(X,Y) = n(X)n(Y). (4.6)

In particolare, g;p ¢ hermitiana. Sinoti che per una struttura riemanniana di
contatto le curve integrali del campo vettoriale di Reeb sono curve geodetiche.
Inoltre, lo spazio A(n) di tutte le metriche associate a una fissata forma di
contatto e infinito-dimensionale, e si possono studiare problemi variazionali
per funzionali della curvatura definiti su A(n) ([11], Capitolo 10).

Osserviamo che data una varieta riemanniana di contatto (M,n, &, p,g)
e un diffeomorfismo f : M — M con f*n = n, allora f*g ¢ una metrica
associata a 7. Piu precisamente vale la seguente
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Proposizione 4.32. Sia (M,n,&, ¢, g) una varieta riemanniana di contatto
ed f: M — M un diffeomorfismo con f*n=mn. Allora:

(n, &, ¢ = flowo fo, f*g) & una struttura riemanniana di contatto su M.

Dimostrazione. Intanto f.£ = £ in quanto

n(f:8) = (fn)(€) =n(§) =1
(dn)(f.€, £.X) = (f<dn)(€, X) = (dfn) (&, X) = (dn)(€, X) = 0.

Inoltre,
= ([fdn)(X.Y) = (df'n)(X,Y) = (dn)(X,Y) e

e

@*=flopofiofitopofi=ftop’ o,
=N =fet (o f)®&) =—1+(fn)® f'¢
=—-I+n®E¢.

Pertanto, (n,&, @, f*g) € una struttura riemanniana di contatto. O]

Piu in generale, si puo definire una struttura di quasi contatto come
una terna di tensori (7,&,¢) su M dove n & una 1-forma, £ un campo di
vettori e ¢ ¢ un tensore di tipo (1, 1), che soddisfano

) =1 e ¢?*=-Id+n®¢
Notiamo che se (n,&,¢) € una struttura di quasi contatto, allora anche
(n,&,—¢), (=, =&, ), (—n, =&, —p) sono strutture di quasi contatto.

Si puo dimostrare la seguente

Proposizione 4.33. ([11]) Se (n,&, ) € una struttura di quasi contatto su
M, allora & =0, now =20 e l’endomorfismo ¢ ha rango 2n.

Una metrica riemanniana g su M si dice metrica compatibile con una
fissata struttura di quasi contatto (n,&, ¢) se € soddisfatta la (4.6). In que-
sto caso, (n,&, ¢, g) € detta struttura riemanniana di quasi contatto (oppure
struttura metrica di quasi contatto). Posto Y = &, la (4.6) implica che la
1-forma n = g(&, ), quindi il fibrato tangente di una varieta riemanniana di
quasi contatto si puo decomporre come somma ortogonale della distribuzione
2n-dimensionale D=kern e della distribuzione 1-dimensionale definita da &.
Dalla (4.6), tenendo anche conto che 1o ¢ = 0, si ottiene

9(eX,Y) = g(¢* X, 0Y) + n(eX)n(Y) = —g(X, pY).
La 2-forma ® definita da
P(X,Y) = g(X,pY)

e la 2-forma fondamentale della struttura riemanniana di quasi contatto
(n,€,¢,9). In particolare, n A ®" & una forma di volume su M, e quindi
M ¢ orientabile. If & = dn, allora n ¢ chiaramente una forma di contatto e
in tal caso (1,&, ¢, g) € una struttura riemanniana di contatto.
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Esercizio 4.34. (Esistenza di metriche compatibili)

Sia (n,€, ) una struttura di quasi contatto su M e sia § una arbitraria
metrica riemanniana su M. Si verifichi che il tensore

1,. -
9 =53 %) + (¢ ) +n@n

definisce una metrica riemanniana su M compatibile con la struttura di quasi
contatto (1, €, ¢). Quindi, data una struttura di quasi contatto (1, &, @), esiste
sempre una metrica riemanniana g su M compatibile con tale struttura

Esercizio 4.35. Sia (1,&,¢) una struttura di quasi contatto su M. Si
verifichi che
Len=0 < dn,-) =0,

dove L¢ ¢ la derivata di Lie. Se g € una metrica compatibile con (n,&, ¢),
usando proprieta della connessione di Levi-Civita V (cfr. Capitolo 6), si puo
vedere che le precedenti condizioni sono equivalenti alla condizione V¢ = 0
(le curve integrali di £ sono curve geodetiche).

Per una struttura riemanniana di contatto (n,&, ¢, g), il tensore h definito

da

h=(1/2)Lep,
e simmetrico e soddisfa hé =0, ph = —hp. Esso gioca un ruolo fondamen-
tale nello studio della geometria di una varieta riemanniana di contatto. In

particolare, si puo vedere che il tensore h e la torsione scalare ||7||, 7 = L¢g,
introdotta in [26], soddisfano:

7=29(,hp:) e ||7||* = 4trh%

e quindi 2~ = 0 se e solo se 7 = 0, ovvero il campo vettoriale di Reeb ¢ ¢ di
Killing (cfr. Capitolo 9).

Strutture riemanniane di contatto speciali

Una struttura di quasi contatto (n,&, ) si dice normale se la struttura
quasi complessa J on M x R, definita da J (X,f%) = (ng — ff,n(X)%) ,
¢ integrabile. Equivalentemente, una struttura di quasi contatto ¢ normale
se, e solo se, vale la condizione [p, p] + 2dn ® £ = 0, dove [p, ¢] € il tensore
di tipo (1,2) definito da

[, o](X,Y) = @?[X, Y]+ [0X, oY ] — [pX, Y] — ¢[X, pY].

Una struttura riemanniana di contatto si dice struttura sasakiana se la
struttura di quasi contatto associata e normale. Caratterizzazioni delle va-
rieta sasakiane, usando la connessione di Levi-Civita V (che studieremo nel
Capitolo 6) e il tensore di curvatura di tipo (1,3) R (che studieremo nel
Capitolo 8), sono date dalla seguente proposizione.

Proposizione 4.36. ([11], p. 86,114)

e Una struttura riemanniana di quasi contatto (n,€, ¢, g) € sasakiana se, e
solo se,
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(Vxp)Y =g(X,Y)§ —n(Y)X.

e Una struttura riemanniana di contatto (n,&,¢,q) é sasakiana se, e solo
se,

R(X,Y)E =n(X)Y —n(Y)X.

e Una varieta riemanniana di contatto (M, n,&, ¢, g) si dice:
e varieta di K-contatto se il campo vettoriale di Reeb ¢ e di Killing;
e varieta di H-contatto se il campo vettoriale di Reeb £ € un campo
vettoriale armonico ([33], Cap. IV), in modo equivalente M ¢ di H-contatto
se ¢ e un autovettore dell’operatore di Ricci.
Una varieta sasakiana e di K-contatto, il viceversa vale solo in dimensione
tre. Una varieta di K-contatto ¢ di H-contatto, in generale non vale il vice-
versa. Maggiori informazioni su queste speciali classi di varieta riemanniane
di contatto si possono trovare in [11].

Il cono metrico

Le varieta sasakiane sono l’analogo in dimensione dispari delle varieta
kahleriane. In effetti, una diversa presentazione delle strutture metriche di
(quasi) contatto ¢ la seguente. Ricordiamo che il cono metrico (detto anche
cono riemanniano) su una varieta riemanniana (M, g) e la varieta rieman-
niana C'(M) = (R, x M,G = dt* + t%g), i.e., la varieta warped product
R, x4 M. Il campo vettoriale ¢ su C'(M) definito da

0
C—tg

¢ detto campo vettoriale di Liouville (o di Eulero). Geometria di C(M) che
corrisponde a una struttura riemanniana di quasi contatto e considerata, ad
esempio, in [16] Section 6.5. Se (M,n, &, p) € una varieta di quasi contatto,
possiamo definire un tensore J di tipo (1,1) su C'(M) ponendo

JX =X per X ekern, JE=(, J(=-E

J € una struttura quasi complessa. Inoltre, se g ¢ una metrica riemanniana
su M compatibile con la struttura di quasi contatto (1, £, ¢), allora la metrica
riemanniana G = dt? + t2¢ definita sul cono ¢ hermitiana rispetto a J. In
questa corrispondenza ([16], p.202-206):

e (1,£,p,9) € una struttura riemanniana di quasi contatto su M se, e
solo se, (J,G) & una struttura quasi hermitiana su C'(M);

e ) & una forma di contatto su M se, e solo se, la 2-form Q = d(t?n) &
una forma simplettica su C'(M);

e (1,&,¢,g) & una struttura riemanniana di contatto su M se, e solo se,
(J,G,Q) e una struttura almost Kahler su C'(M);

e (1,&,p,¢9) € una struttura sasakiana su M se, e solo se, (J,G,2) ¢ una
struttura di Kahler su C(M).
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Deformazioni di metriche compatibili/associate
Se g € una metrica compatibile con (7, &, ¢), mediante una deformazione
D-conforme:
g=¢e"g+(1—e?)np®mn, dove o e una funzione positiva differenziabile,

otteniamo una nuova metrica compatibile con la stessa struttura di quasi
contatto (n,, ). Infatti,

J(pX,0Y) = e"g(eX, oY) = 7 (g(X,Y) = n(X)n(Y))
=g(X,Y) —n(X)n(Y).

Se g € una metrica riemanniana associata a una forma di contatto: dn =
g(+, ¢+), la nuova metrica riemanniana ¢ ottenuta da g con una deformazione
D-conforme non ¢ una metrica associata a 7:
g 0) = e7g(, @) = e7dn.

Quindi, e possibile avere strutture riemanniane di contatto (1, &, ¢, g) e strut-
ture riemanniane di quasi contatto (1, £, ¢, §), con la stessa struttura di quasi
contatto (n,&, ¢), ma con § metrica compatibile e non associata. Tuttavia, se
(n,€,,¢g) € una struttura riemanniana di contatto (risp. di quasi contatto),
mediante la seguente deformazione, detta deformazione D-omotetica,

(=an, =1 ¢=p, g=ag+ala—1)n®n), a=cost.> 0,

si ottiene una nuova struttura riemanniana di contatto (risp. di quasi con-
tatto). Strutture sasakiane, di K-contatto e di H-contatto sono invarianti
per deformazioni D-omotetiche.

Esempi
Nel seguito diamo alcuni esempi di varieta riemanniane di contatto.

Esempio 4.37. La sfera canonica S**™! ¢ un esempio classico di varieta con
struttura sasakiana costruita come ipersuperficie dello spazio euclideo R?*+2,
Pili in generale consideriamo M ipersuperficie orientabile di una varieta quasi
hermitiana (M, g, J) di dimensione 2n + 2. Poiché M & orientabile, esiste N
campo vettoriale unitario ortogonale all’ipersuperficie M. Il campo vettoriale

§=JN,
detto campo vettoriale di Hopf di M, ¢ tangente ad M in quanto g(&, N) =

g(JN,N) = 0. Indichiamo con ¢ la metrica riemanniana indotta da g su M,
e con n la 1-forma duale:

n(X) =g X) perogni X € X(M).

Osserviamo che g(JX,N) = —g(X,JN) = —g(X,¢) = —n(X) per ogni
X € X(M). Quindi, indichiamo con ¢ il tensore di tipo (1,1) su M definito
da:

—pX = JX — §(JX,N)N = JX + n(X)N, VX € x(M),
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ovvero —pX ¢ la componente tangente di JX. Siccome g(X, N) = g({, N) =
0 per X € X(M), il tensore ¢ soddisfa:

¢*X = (—9)’X = —p(JX — g(JX,N)N)
=..=J?X - g(JX,N)JN
= —-X +n(X)<E

Inoltre,
9(@X, 0X) = g(JX + n(X)N,JY +q(Y)N) = ... = g(X,Y) = n(X)n(Y).

Pertanto, (1,€, ¢, g) € una struttura riemanniana di quasi contatto sull’iper-
superficie M. In particolare, se consideriamo la sfera S***! come ipersuper-
ficie dello spazio euclideo R?"™2  (n,&,p, g) ¢ una struttura sasakiana (cfr.
Osservazione 9.25).

Un altro esempio classico di varieta con struttura sasakiana e il seguente

Esempio 4.38. Consideriamo lo spazio R*"™!(z;,v;,2), i = 1,...,n, con
forma di contatto di Darboux (con coefficiente 1/2)

n=5(dz = 3L, yiday).
Il campo vettoriale di Reeb ¢ & = 20, e la distribuzione di contatto D = kern e
generata dai campi vettoriali E; = 20,,, E,,4; = 2(0,, +v:0). Se consideriamo
la metrica riemanniana (non euclidea)

g =n@n+ (X (dw:)’ + (dy)?),
e il tensore ¢ definito da
(,0& = O, QOEZ = En+i e @En-m = —E|z 1= ]_, .., n,

allora (n,€, ¢, g) definisce una struttura sasakiana sullo spazio R***1. Si
noti che per n = 1, questo esempio e spesso identificato con il gruppo di
Heisenberg Nil® munito di una struttura sasakiana invariante a sinistra (cfr.
Osservazione 4.47).

Esempio 4.39. Data una varieta riemanniana (M, g), sul fibrato tangente
TM si puo considerare la metrica di Sasaki G (da non confondere con la
metrica sasakiana delle strutture di contatto). Il fibrato sferico tangente 77 M
definito come ipersuperficie del fibrato tangente T'M, ammette una struttura
riemanniana di contatto naturale, dove il campo vettoriale di Reeb e il flusso
geodetico (normalizzato) e la metrica riemanniana di contatto & la metrica
di Sasaki (normalizzata) indotta dalla metrica di Sasaki G, di TM (cfr.
Osservazione C.4). Tale struttura, in generale, non ¢ sasakiana. In effetti,
un classico risultato di Y. Tashiro [107] afferma che la struttura riemanniana
di contatto naturale di 73M ¢ di K-contatto se, e solo se, la varieta (M, g)
ha curvatura sezionale costante +1, e in tal caso la struttura e sasakiana.

Osservazione 4.40. Anche nel caso semi-riemanniano, si possono definire
strutture semi-riemanniane di (quasi) contatto (cfr., ad esempio, [94]).
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Osservazioni in dimensione 3

Ogni varieta differenziabile M orientabile di dimensione tre e parallelizza-
bile (cfr. Osservazione A.1), quindi esistono tre campi vettoriali linearmente
indipendenti X, X5, X3 globalmente definiti su M. Possiamo quindi defini-
re una metrica riemanniana g ponendo g(X;, X;) = d;;, cioé in modo che
(& = X1, Ey = X5, B3 = X3) sia una base ortonormale. Se g & una fissata
metrica riemanniana su M, possiamo ortonormalizzare la base (X7, X, X3)
in modo da avere una base g-ortonormale che indichiamo con &, Fy, F>. In
ogni caso, ponendo

n= g(ga ')7 905 = 07 (;OEl = E2 € QOEQ = _E17
otteniamo una 1-forma 7 e un tensore ¢ di tipo (1,1) che insieme a £ e alla
metrica g definiscono una struttura riemanniana di quasi contatto. D’altron-
de, una varieta che ammette una struttura riemanniana di quasi contatto e
orientabile. Pertanto, vale la seguente

Proposizione 4.41. Una varieta differenziabile M di dimensione tre e orien-
tabile se, e solo se, ammette una struttura riemanniana di quasi contatto. Se
(M, g) & una varieta riemanniana orientabile di dimensione tre, allora M
ammette una struttura riemanniana di quasi contatto avente la metrica g
come metrica compatibile.

Si noti che se una varieta differenziabile orientabile M di dimensione tre
¢ anche compatta, allora M e parallelizzabile con tre forme di contatto (cfr.
[42]). Inoltre, in dimensione tre, vale anche la seguente proposizione.

Proposizione 4.42. ([18]) In dimensione tre, una struttura di quasi contatto
(n,&,¢) € normale se, e solo se, il tensore h =0 .

Strutture (quasi) cosimplettiche

Concludiamo questa sezione osservando che esistono speciali classi di
strutture riemanniane di quasi contatto (n,¢,&, g), con n non di contatto.
Una struttura quasi cosimplettica su una varieta M di dimensione 2n + 1 ¢
una coppia (n,w), dove n ¢ una 1-forma e w ¢ una 2-forma, tale che n A wW"
sia una forma di volume su M. Chiaramente se w = dn, allora n ¢ una forma
di contatto. Se

dn=0 e dw=0,

la struttura e detta cosimplettica. Se
dp=0 e dw=2anAw per qualche a € R,

la struttura e detta a-cosimplettica. Una struttura a-cosimplettica con o = 0
e cosimplettica. Anche una struttura quasi cosimplettica (n,w) determina
univocamente un campo vettoriale £ su M, detto campo vettoriale di Reeb,
completamente caratterizzato dalle condizioni

nE)=1 e iqw=0.
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Se (n,&, ¢, g) € una struttura riemanniana di quasi contatto con 2-forma
fondamentale ®(X,Y) = g(X, ¢Y), allora nA®™ & una forma di volume su M,
e quindi (n, ®) & una struttura quasi cosimplettica. Viceversa, per ogni strut-
tura quasi cosymplettica (n,w) su M, con campo vettoriale di Reeb &, esiste
una struttura riemanniana di quasi contatto (p,&,1,g) tale che w = ®. In-
fatti, mediante polarizzazione si puo costruire una struttura quasi hermitiana
(J,gip) con 2-forma di Kdhler w su D = kern, cioe:

J? = _I|D7 g|D(J7 J) - g|D('7 ')a (,d(', ) - g|D(" J)
Quindi, se poniamo g = gjp + 1 ® n e definiamo ¢ con pp = J e § = 0,
otteniamo che (1, ¢, £, g) € una struttura riemanniana di quasi contatto, con
2-forma fundamentale ® = w.

Definizione 4.43. Se (7, w) ¢ una struttura cosimplettica su M e (n,&, ¢, g) €
una struttura riemanniana di quasi contatto associata, allora (M, n,§, ¢, g) si
dice varieta almost coKahler (o almost cokihleriana). Se inoltre la struttura
di quasi contatto ¢ normale, allora (M, n,&, ¢, g) ¢ detta varieta di coKahler
(o cokahleriana).

Analogamente, se partiamo da una struttura a-cosimplettica, abbiamo le
corrispondenti strutture almost a-coKahler e a-coKahler.

Riassumendo, data una struttura riemanniana di quasi contatto (1, €, ¢, g)
con forma fondamentale ®, si ha:
a) se dn = @, allora (1,£, ¢, g) € una struttura riemanniana di contatto;
b) se dn =0e dd =0, allora (1, &, ¢, g) & una struttura almost cokdhleriana;
c)se dp = 0 e d® = 2an A ®, allora (n,£,p,g) € una struttura almost
a-cokdahleriana.
Inoltre, se la struttura di quasi contatto ¢ normale, allora nel caso a) la
struttura ¢ sasakiana, nel caso b) la struttura ¢ cokdhleriana e nel caso ¢) la
struttura ¢ a-cokahleriana.

Esempio 4.44. Se (N,G,J) ¢ una varieta almost Kahler (risp. Kihler),
allora la varieta prodotto M = N x R, oppure M = N x S!, con i tensori
(n,€, ¢, g) definiti da

n=dt, ¢&=d/dt, go(X,f(d/dt) = (JX,0), X €e X(N), ¢g=G+dt?

¢ una varieta almost coKahler (risp. coKahler).

Osservazione 4.45. Se (M,n,&, ¢, g) € una varieta almost coKahler, la di-
stribuzione D = kern ¢ integrabile e quindi definisce una foliazione F su M,
detta foliazione canonica. Inoltre, la struttura almost coKdahler di M induce
una struttura almost Kahler sulle foglie. Se M ha dimensione tre, oppure M
e coKdahler, allora le foglie della foliazione canonica sono varieta di Kahler.

Per maggiori dettagli e approfondimenti su queste speciali strutture me-
triche di quasi contatto si consiglia, ad esempio, [19], [64] e [92].
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4.7 Strutture metriche di (quasi) contatto su
gruppi di Lie 3D

In dimensione 2n + 1, non e difficile vedere che ogni gruppo di Lie G
ammette una struttura riemanniana di quasi contatto (invariante a sinistra).
Esaminiamo il caso speciale della dimensione tre.

Caso unimodulare

Facciamo vedere che in dimensione tre, ogni gruppo di Lie G unimodulare
non abeliano ammette una struttura di contatto . Tale struttura e invarian-
te a sinistra nel senso che i tensori coinvolti sono invarianti per traslazioni
sinistre (cfr. Sezione 5.3 per le metriche invarianti a sinistra). Usando le no-
tazioni della Sezione 3.6.1, se G ¢ un gruppo di Lie unimodulare di dimensione
tre, esiste una base di campi vettoriali ey, e, e3 € g i quali soddisfano

[32, 63] =\ e, [63761] = A2 e, [61762] = A3 e3. (4.7)

Siccome G € non abeliano, necessariamente qualche \; # 0, quindi possiamo
assumere, ad esempio, A\; # 0. Sia 7 la 1-form duale di e;:

77(61) = 512’, 1= 1,2,3.
Usando la (4.7), e la definizione di dn data dalla (2.10), si ha
2d7](627€3) = _77([62763]) = _)‘17 dn(eivej) =0 per (Zaj) % (273)7 (372>7
cio implica che n A dn ¢ un forma volume e quindi 7 ¢ una forma di contatto
con campo di Reeb & = e;. Inoltre, se prendiamo A\; = 2 e definiamo la
metrica g e il tensore ¢ con
glei,ej) = 0ij, € =0, pes = e3, ez = —€
allora (n,€, ¢, g) ¢ una struttura riemanniana di contatto (invariante a sini-
stra). Inoltre, usando la (4.7), il tensore h soddisfa:
2hey = [€, pea] — @[S, ea] = len, es] — pler, ea] = (A3 — Ag)ez,
2hes = [§, pes| — ¢l e3] = [e1, —ea] — pler, e3] = (A2 — As)es.

Poiché siamo in dimensione tre, la struttura e sasakiana se e solo se h = 0,
ovvero se e solo se Ay = A3. Pertanto, abbiamo la seguente proposizione.

Proposizione 4.46. Ogni gruppo di Lie G unimodulare, non abeliano e di
dimensione tre, ammette una struttura riemanniana di contatto invariante
a sinistra. In particolare, un gruppo di Lie G unimodulare semplicemente
connesso di dimensione tre, ammette una struttura sasakiana invariante a
sinistra solo nei sequenti casi:

o G:SU(Q)ES3 ()\1:26)\2:)\3>0);
° G:SL(Q,R) ()\1:2 6)\2:)\3<0);
[ G:NZZ3 ()\1:26)\2:)\320).
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Osservazione 4.47. Per n = 1, la struttura sasakiana definita nell’Esempio
4.38, e spesso identificata con la struttura sasakiana invariante a sinistra
definita sul gruppo di Heisenberg Nil3. Infatti, per n = 1, i campi vettoriali
eg =& =20, e =FE, =20, eg = Ey = 2(0, + y0,) definiti nell’Esempio
4.38, soddisfano
le1, ea] = 4[0,,0,] =0, [e1,e3] = 4[0,, 0, + y0.| =0,
[627 63] - 4[831’ aac + yaz] - 2617
e la metrica riemanniana ¢ dello stesso Esempio soddisfa g(e;, e;) = d;;.

Esercizio 4.48. Determinare sul gruppo di Heisenberg Nil® una struttura
riemanniana di quasi contatto (invariante a sinistra) (1, &, ¢, g) dove i non &
di contatto.

Caso non-unimodulare

Sia G un gruppo di Lie semplicemente connesso non-unimodulare di di-
mensione tre. Usando le notazioni della Sezione 3.6.2, G si puo presentare
come un gruppo di Lie prodotto semidiretto R? x4 R dove A = < Z Z ),

a+ d # 0. Quindi, esiste una base di campi vettoriali invarianti a sinistra
(€1, €2, e3) tale che

[61, 62] = 0, [63, 61] = aeq + C€a, [63, 62] = b€1 -+ d€2. (48)

Definiamo i tensori (invarianti a sinistra) 7, &, ¢ e g ponendo:

f = €2, g<€i7 e]) = 51]7 n= g(gv ')7 905 = 07 pe3z = €1, Ppe1 = —e3.
Usando la (4.8) e la definizione di dn data dalla (2.10), si ha
2d77(€17 63) = _n<[el7 63]) =6 d77(€27 61) =0, 2d77(627 63) =d.

Quindi, prendendo ¢ = 2 e d = 0, si ha che (1,§,p,g) ¢ una struttura
riemanniana di contatto su G. Inoltre,

2hes = [§, pes] — ¢[€, es] = |ea, e1] — plea, €3] = —bes,

2her = [§, pe1] — ¢[€, e1] = [ea, —es] — plea, e1] = bey.
Quindi la stuttura e sasakiana, cioe h = 0, se e solo se la costante b = 0.
Pertanto, abbiamo la seguente proposizione.

Proposizione 4.49. Ogni gruppo di Lie semplicemente connesso G non-
unimodulare di dimensione tre, definito dal prodotto semidiretto R? x4 R

a b

dove A = 9 0 )@ £ 0, ammette una struttura riemanniana di contatto

mvariante a sinistra. In particolare, tale struttura is sasakiana se, e solo se,

b=0.

I risultati riportati nelle Proposizioni 4.46 e 4.49 sono in accordo con il
Teorema di classificazione delle varieta riemanniane di contatto omogenee di



4.7 Strutture metriche di (quasi) contatto su gruppi di Lie 3D 125

dimensione tre dato in [88] (cfr. anche Teorema 10.5). Inoltre, uno studio
sulla curvatura dei gruppi di Lie di questi Esempi si puo trovare nella Sezione
8.9 (cfr. Osservazioni 8.69, 8.74).

Strutture metriche di bi-contatto su gruppi di Lie 3D

Sia M una varieta 3-dimensionale. Ricordiamo che una struttura rieman-
niana di bi-contatto (detta anche struttura metrica di bi-contatto) su M &
definita da una terna (1,72, 9), dove (11,72) € una coppia di forme di con-
tatto e g € una metrica riemanniana associata a entrambe le forme di contatto
con i corrispondenti campi vettoriali di Reeb &1, & ortogonali rispetto a g.
Questo concetto introdotto in [92] & legato al concetto di taut contact circle
introdotto da H. Geiges e J. Gonzalo [39] che ora richiamiamo brevemente.

Una coppia di forme di contatto (n;,72) su M ¢ detta contact circle se
per ogni a = (a,az) € S' C R? la 1-forma 7, = a1, + asns & una forma
di contatto. Se inoltre le forme di volume 7, A (dn,) sono uguali per ogni
a € S*, allora la coppia (1, 72) ¢ detta taut contact circle. Siccome

N A dng = a2n1 A dny + aing A dna + aras(m A dng + 2 A dny),

allora una coppia di forme di contatto (n;,72) € una taut contact circle se,
e solo se,
mAdny =mn ANdne and 1y Adng = —no A dny.

In particolare, una taut contact circle (m,m2) ¢ detta struttura di Cartan if
T A dng = 1) VAN d?’]l = 0.

Una varieta differenziabile compatta M di dimensione tre ammette una
taut contact circle se, e solo se, M & un quoziente compatto (mediante l'azione
di un sottogruppo discreto) di uno dei seguenti gruppi di Lie : SU(2), E(2)
e SL(2,R) (cfr. [39]).

Ora facciamo vedere che i gruppi di Lie SU(2), E(2) e 571/}(2, R) ammet-
tono una struttura riemanniana di bi-contatto invariante a sinistra. Sia G

un gruppo di Lie 3D unimodulare semplicemente connesso con algebra di Lie
definita da

[ea,e3] =2 €1, [es,er] =2 ea, [e1,e2] = A3 e3, (4.9)

e sia g la metrica invariante a sinistra definita da g(e;, e;) = 0;;. Natural-
mente, G = SU(2) se A\g > 0, G = SL(2)R) se A3 < 0 ¢ G = E(2) se
A3 =0.
Consideriamo le 1-forme invarianti a sinistra
m=gler,") e m=gle,)
Allora, dalla (4.9) si ottiene

(dm)(ez,e3) = =1, (dmz)(er,e3) =1,  (dm)(er,r) =0, (dna)(ez,-) =0.
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Di conseguenza, con un semplice calcolo si ha

mAdy =nAdnpe #0 e m Adnpe=mn Adp =0.
Pertanto, le 1-forme (1;,72) definiscono una struttura di Cartan su G. Inol-
tre, le condizioni

771(‘91) =1, (d771)(€17 ) =0 e 772(62) =1, (d772)(€27 ) =0,
ci dicono che &1 = e1 e & = e sono i campi vettoriali di Reeb delle 1-forme di
contatto n; e 1, rispettivamente. Ora, se definiamo i tensori 1 e o ponendo

01§ =0, pi&a=e3, pres=—& e & =0, poez =&, 261 = —es,

si ottiene facilmente che
(dnl)(a) 29(7801) € <d772)(7) :§<7302)

Pertanto, (n;, &, ¢i,d), i = 1,2, sono strutture riemanniane di contatto inva-
rianti a sinistra su G' con g(&1,&) = 0. Di conseguenza, (1,12, g) definisce
una struttura riemanniana di bi-contatto invariante a sinistra su GG. Dunque,
vale la seguente

Proposizione 4.50. I gruppi di Lie SU(2), E(2) e 5;]/)(2,]1%) ammettono
una struttura riemanniana di bi-contatto (my,n2, g) invariante a sinistra con
(m1,m2) che definisce una struttura di Cartan.

Osservazione 4.51. Si noti che i gruppi di Lie E(1,1) e SL(2,R) ammet-
tono una struttura riemanniana di bi-contatto (11,19, g) invariante a sinistra
con (11,m2) che definisce una taut contact hyperbola (cfr. [93], [95]). Una
taut contact hyperbola si definisce come nel caso di una taut contact circle
sostituendo la circonferenza S' con H! : 2? — y* = r,r = +1 (quattro ra-
mi delle iperboli equilatere). Tale struttura si pud caratterizzare come una

coppia (11,12) di 1-forme di contatto che soddisfano le condizioni (cfr. [95])
N ANdne = —my ANdny  and 1y Adne = —na A dny.

Esempi di strutture a-cokahleriane

Infine, riportiamo un esempio di struttura cokahleriana invariante a sini-
stra e un esempio di struttura a-cokahleriana invariante a sinistra, rispetti-
vamente sui gruppi di Lie non-unimodulari H?*(—k*) x R e H*(—k?).

Esempio 4.52. La struttura cokdhleriana standard su H?(—k?) x R.

Consideriamo il gruppo di Lie prodotto diretto H?*(—k?) x R, dove
H?*(—k?*) ¢ il piano iperbolico dato dal modello semipiano superiore R (-)
con la metrica iperbolica di curvatura sezionale costante —k? < 0, e con 1'u-
suale struttura di gruppo di Lie. Tale gruppo si indica anche con R2 (+) x R.
Siano (x1,29) le coordinate su R% e ¢ la coordinata su R. Allora, i campi
vettoriali
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‘/1:]{1.2817 ‘/22ka827 %:at
sono invarianti a sinistra e soddisfano

Inoltre, V4, V5 sono ortonormali rispetto alla metrica iperbolica di R%, e quin-
di Vi, Vs, V3 sono ortonormali rispetto alla metrica riemanniana prodotto g
(che ¢ invariante a sinistra). Sia (71,72,73) la base duale di (Vi, Vs, V3):
n:(V;) = 6;;. Definiamo i tensori &, 1, ¢ ponendo:

62‘/3? 772773:9(67)’ SOfZOaSOV].:VQ,SOVz:—Vl

E facile verificare che (n,€,¢) & una struttura di quasi contatto e g & una
metrica compatibile. La 2-forma fondamentale ® = g(-, ¢-) e le 1-forme ;
soddisfano

q):T]Q/\’Ih, d?’h:k”fh/\’f]g € dngzdngzo

Di conseguenza 1 e ® sono chiuse, e quindi (7, ®) € una struttura cosymplet-
tica. Inoltre, il tensore h soddisfa

2hV1 = [Va, V1] = @[V3, Vi] =0, 2hVa = [V3, V5] — [V3, V5] = 0.

Siccome il tensore h = 0, applicando la Proposizione 4.42, abbiamo che
(n,&,¢) & una struttura di quasi contatto normale. Pertanto, (1,&, ¢, 9)
definisce una struttura cokdhleriana su H?(—k?) x R dove g & la metrica
riemanniana prodotto.

Esempio 4.53. La struttura a-cokahleriana standard su H?(—k?).

Sia H?(—k?) lo spazio iperbolico di dimensione tre con la metrica iperbo-
lica g di curvatura sezionale costante —k* < 0. Consideriamo per H?(—k?)
il modello del semispazio R3 = {(z1,29,t) € R*: ¢t >0} con la struttura
standard di gruppo di Lie. I campi vettoriali

E1 = kt@l, E2 = k‘tag, E3 = ktf)t,

definiscono una base ortonormale di campi vettoriali invarianti a sinistra e
[Eg, El] - ]fEl, [E3, EQ] - k'EQ, [El, EQ] = 0 (410)
Se poniamo ¢ = —FEj3 e definiamo ¢ e i ponendo

0 =0, B =kE, ¢E=-E, n=g.:),

allora (n,,p,g) € una struttura di quasi contatto invariante a sinistra su
H3(—k?*). Usando la (4.10), la 1-forma n e la 2-forma fondamentale ®
soddisfano

dpn=0 e d®=2knAo.

Inoltre, sempre facendo uso della (4.10), otteniamo 2h = L¢p = 0. Pertan-
to, tenendo anche conto della Proposizione 4.42; si ha che (£, ,7,9) € una
struttura a-cokdhleriana, con o = k, su H?(—k?).
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Osservazione 4.54. Anche la varieta prodotto S? x R (che non ¢ un gruppo
di Lie, ed & una delle varieta modello delle otto geometrie di Thurston) am-
mette una struttura cokéahleriana (n, £, ¢, g), dove g & la metrica riemanniana
prodotto (cfr. Esempio 4.44 e, in forma piu esplicita, 'Esempio 10.7).

Osservazione 4.55. In generale una varieta riemanniana (M, g) orientabile
di dimensione tre ammette una struttura a-cokéleriana, che ha la metrica g
come metrica compatibile, se e solo se M ammette una foliazione, definita da
una 1-forma 7 chiusa, unitaria e con curvatura media costante (cfr. [92]). Si
noti che, come conseguenza della (6.21), la curvatura media della foliazione
definita da kern, n = g(&, ), e data da —(1/2)div¢.





