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differenziabile di Xo se

v f

" "
v f =

y y
• • • • • • • • •

dove 'I - p
•, (v )

\ \..i
è considerato come derivazione Su ,'

I .

CAPITOLO II

PROBLEMI DI SMUSSAMENTO. -

Alcuni LelTl1li .-

(1.1) Sia
,,,,m O"
IL , )

un PL-omeomorfismo.

di [m ta 1e che

Allora esiste una triangolazione. D dl ~m e una

• sia simpliciale, si può inoltre modificare D T,

ln modo tale che le origini siano vertici delle due triangolazioni.

Consideriamo ora St(O,D) e prolunghiamo radialmente da Cl tutti i 51m

plessi della stella che contengono O. Analogamente per St(O,T), Si octie-
- m - m

ne così una decomposizione D di R (risp. T di [ì mediante "coni 51111

pliciali" con vertici ln O,

si es tende l i nearmente, 1 n modo uni CO, a~ l St(O,D)L'applicazione
nn .tutto " e costltuisce ancora un PL-omeomorfismo, che indichiamo

Si vede facilmente che vale

(1.2) LEMMA.-

9 C.·'lJ1I
c'

S-UtIlD
m

~1'~2: IJR ,01 du.e. PL -ome.omOli.·~ t:~m,L. Al.. LU.W.,

, ,,-
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cioè le applicazioni -
$. dipendono solo da ciò che accade ln un intorno

l

di 0, come è OVV1O trattandosi di com.

Sia n la matrice ln [m e r
4'

indotta da ~ , Cloe

*" $ (n), -
<b

Allora

(1.3) LEMMA. -

la matrice riemanniana su R~

La me.J!U.c.a

tii eLi.
ò

voiwne c'v ~ tante..

Dim.-

La prima affermazione discende dalfatto che

cono simpliciale della decomposizione. inoltre

costante poi chè da

r (v,w) - n($(v), t(w))
$

e "costante" su Oqnl

ha densitè di volume

segue
'. r. m-l •

I $ IVm
I "I - fì S

m a a,O m-l
S
a,O

m
=I$(V

a

e qui ndi
m

r.(0,R )

Inversamente, se abbiamo una metrica riemanniana definita solo in m
OlO R ,

possiamo estenderla su tutto R
m

come nel Lemma (1.5) del Cap. l. Se questa

metrica estesa ha densità di volume costante, diciamo che la metrica rieman-

niana iniziale ln O è "normalizzata". Quindi una metrica riemanniana su M

con densità di volume costante non è altro che un campo su M di metriche

riemanniane normalizzate.
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2. LO SPAZIO

Indichiamo con

malizzate in O e llm

ln coni simpliciali.

'\.

~(m) l'insieme di tutte le metriche riemanniane nor

rispetto a tutte le possibili decomposizioni di

Introduciamo ora una topologia su
0,

ì{m) .

Sia D una decomposizione di llm ln coni simplciali con vertici in O.

Per ogni cono simpliciale l-dimensionale della decomposizione D. scegliamo

un punto su esso. differente da O. Siano el •...•ep questi punti che si

posono considerare anche come estremi di vettori uscenti da O.

Indichiamo con A l'insieme di tutte le coppie di indici (i .j) per CUl

e. e e. appartengono ad uno stesso 2-cono simpliciale della decomposizi~
l J

ne. Allora una metrica normalizzata ln O e determinata dalla matrice iS1m

metrica) a coefficienti reali

«e .• e.> )
l J

(i,j)eA.

Se N è la cardinalita dell 'insieme dei 2-coni simpliciali della decom-

posizione. ogni matrice del tipo precedente (e quindi ogni metrica

na normalizzata ln O) può essere identificata ad un punto di RN.

Naturalmente

. .
rl emannl a

dove al secondo membro compare la dimensione dello spazio delle matrici

simmetriche di ordine p.

Quindi, fissata una decomposizione ~ dl' Rm• l" .., lnSleme ~(D) di

tutte le metriche riemanniane ln O rlceve una topologia, quella indotta da

}lN tramite l 'applicazione ~(D) .. RN che associa ad ogni metrica in

O il punto di R
N

corrispondente alla matrice associata. Indichiamo an-

cora con r(D) lo spazio topologico di sostegno r(D). Sia '"1'
•



un raffinamento

(O)c-(O').
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di D, allora p' > p da cui N' > N e quindi

Allora sull 'insieme

•

-( m) - l i m..
D

r(O)

""pOSS1amo introdurre la topologia debole, Cloe U c r(m) e per definll10

ne aperto

ognl D.

•ln "- (m l se e solo se un r(O) è aperto ln -(D) Der

3. LO SPAZIO ~(m).-

(3.1) Consideriamo ora l'insieme PL(m) dei germi dei PL-omeomorfism1

m
~(R , O)

L'insieme Pl (ml può essere dotato di struttura di

composlzlone tra applicazioni avendo identificato [m

gruppo con
m

con Il .

Indicato con O(m) il sostegno di PL(m) costituito dalle trasformaz'on o

ortogonali di I
m

Sl consideri

-(M) = PL(m) /O(m) .

Poiché O(m) in generale non è normale 1n PL(m), l'insieme quoziente ln

generale non e un gruppo.

LO spazlo "(m) è fondamentale nella teoria dello smussamento. lntantu

vale il seguente teorema che permette di identificare

prima introdotto.

:3.2) TEOREMA. -

S.w ~ .<.-e 9~/une dee PL -omeomoiL6-u..mo

:(m) con m
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Au:.o/l.a i:'appt-i.c.auol'1e

'\,

'. : PL(ml->f(m)

'\,

'" c(ml ~ f(m).

Dim.-

Poiché una trasf. ortogonale di [m non cambia la metrica di [m, Sl

ha chi aramente
c '\,
-' ~(m)

~~ \ .,
~(m )

PL(m)

va. Infatti, considerata una metrica normalizzata

dove rr é la proiezione canonica. Si vede facilmente che

ln

o é surietti-

° R
m .,e , per l I

lemma pri nci ap1e (2. l) del Cap. 1 es i s te un PL-omeomorfismo
m m

q, : (R ,0)- (E ,O)

ta le che = \'- .'
$

Supponiamo ora che

m
q,1,$2 : (R ,O)

slano due PL-omeomorfi sOli tali che - - A11 ora sempre per i l lemma- ,• •
$1 12

prlma ricordato si conclude che $1 e 0- differiscono per una trasforma-•

• ort090nale . Ciò 1'iniettività di Illone prova ~

J
~

(3.3) Sia r.fl una PL-varietà. Per ognl punto x e M indichiamo con
••

x
10 spazio topologico di tutte le metriche riemanniane normalizzate in x.
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Allora
u p

xeM 'x

è 10 spazlo totale di un fibrato (localmente banale) su M con fibra

Ja quanto precede segue che

(3. 4 ) PROPOSIZIONE.-

Ogl1-( mUlLi.ca .uemal'tYW:tna COH den.;d.à d.i. vofwne c.o!.>t.an.te!.>u ,\1 è una ~e:cc

.te c.ù/tUrtua dei 6-i.bJULto r (M) •

Da questa proposlzlone e dal lemma principale segue

(3.5) TEOREMA. -

L..t vaJUe;tà c.omb-i.;~,Ua AI amme;Ue una !.>.tJuLttu.J1.a d.i.66eAenz.i.ab.<.te c.,JlI1f.l'LU

btte. C.Ort fa ~.tJlILttu!l.a c.omb.i.na.to.ua .~e e :,o.i'.o òe e6ùte una .~e.z.i.orte gÙ'b&'è
•

Ul rUI). Ogni. ,~ez-i.orte c.orr.U.rr.u.a i.rl

Dunque le ostruzioni a smussamenti su M si possono interpretare come

ostruzioni alle sezioni del fibrato E =(r(r4) ,M,p) di fibra ~ (m) (con

nessa per archi). Ora, come è noto, le ostruzioni si trovano Ilei gruppi di coomo

logia

della varietl M a coefficienti nel gruppo d'omotopia

la fibra.

4. LA RELAZì0NE DI CONCORDANZA

(i-I)-dimensionale del

e quindi degli sumussamenti di M. Se a e S(M), indichiamo con

varietl differenziabile M con la struttura indotta da a.

(4. l) Si denoti con S(M) l'insieme delle sezioni continue ln

M
a

"( M)

1a

In S(M) esiste la relazione di equivalenza del diffeomorfismo

M

"
diffeomorfa a M

••
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Ora vogliamo introdurre un'altra relazione di equivalenza, più adatta a

classificare gli smussamenti.

Siano a,S € S(M). Essi sono detti concordanti

ln simboli a '" S, se esiste y € S(MxI)

(nel senso di Milnor)

tale che

a(Mx I) = M x O U M x l.
y" 8

Si vede facilmente che la relazione di concordanza e una relazione di equl

valenza. Si può inoltre dimostrare che

et rv B => (l ~ B

ma non è vero i l Vl ceversa ([3] ) .

Tenendo conto poi dei risultati del paragrafo precedente, e facile vedere

che:

(4.2) PROPOSIZIONE. -

o. '\, B <-> a" B dDve.~.(. e .i..tf.cii..c..ata. C.Crt "'\. " .e.'u.-~u.a..te. !Leta=l,'~le

d'orno top.W. d.i.. .~ ez.i..o rU..

Dim.

Infatti se esiste un'appl. continua

tale che

'( : M x I -+ r(M)

y(x,O) = ,,(x)

cioè esiste una y € S(MxI) tale che

y I (MxO) = u

cioè u e S sono concordanti.

L'inverso e OVV10. -

y(x,l) - s(x)

y l(t~xl) - G
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Indicando con S(M) = S(M)/~ le classi di concordanza di S(M),

e con [M, r(M)] le classi di omotopia delle applicazioni M-> r(M) (i

cui livelli sono sezioni) dalla proposizione precedente segue

(4.3) COROLLARIO. -

SIIAI e [M,fIM)] M l'W .i.rl C.OllA.lA po rld erlza bili.uvo

c.a, .(rl ~.<.mbou

SI M) -;; [M, r IMI]

'C m
(4.4) In particolare, se M= S si ha

= TI (r(M)).m

Ora per m< 3, Munkres e Smale hanno dimostrato che tutti gli smussame.'2

ti di Sm sono concordanti, lo stesso ha dimostrato Cerf per -m = 4. Quindi

TI (r(M)) = O
m

m < 4.


