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variabili e parentesi.

* Co . . : . * . ;
V. si dice la trasformata di V mediante 1'immersione a - a propria di
. *
R in R.

* : + *
7.- Un'altra importante proprieta dell'immersione: V € Ko <==> V € Ky

. .,xp) una L-wff ammissibile con Te variabili libere
e S ] = | sen X Jo (Xgoa X ) ~V{X,,...X )}. Allora
X, xp e sia X (x] xp; X xp) € a €R Vgx] xp) Allor
* ., _ , L Kk .
XeR e *‘*l(yT"'yp) : (y]...ypj € a V(y],...yg);

Dim.- X € R in quanto X ¢ a e R, cfr. f) di p.1.

Supponiamo V atomica, ossia (X,,...Xx , & a .) € a

-| p -]'j-iil- q-.l"j qu
* * * * .
V LY )= v d,... a € a_ e significa che
(¥ Yo o2 Yor 8 q_]) . g
Hed:(y.(1),...y (1),a,...a ca )l eF cioe  (1ed:V ).y i1 ER
(y1~ /9 yp( )5 ] q_]) q) (y]( ) yp~
. . . * . .k ¥ :
Si tratta di far vedere che ogni elemento z € X & eiemento di a ~ V{z; e
. : * : s . -
viceversa. Infatti z e X <=> v, o= 11ed Z(1) € X} & 7 &>
<==-”1 = {ied : z(i) € a ~V(z(1)) e Fé&» t;; C'é={ﬁedrz(i)ea}e F e
'IF L . . ~ " * ‘,' . - . .
; Cn13 = {ied:V(z(1)) e | <=> 2z e a aV¥(z). Il viceversa & ovvio, osservando
che se ~3? e ~J3 e, jzfﬁ J3 e © . Dimostriamo ora che il teorema ¢ valido per

tutte 1e V senza quantificatori: basta far vedere che se €& vero per V & vero per

- - 110)
'DV.J e se € vero per V ed W, € vero per [ﬁ AW

Y =4 TR (XL, X% ) € 3 Rnﬁ;V ce. L X ) ‘ 3
Sia (x] xp) X xp; € 3 € (x] xp) S1 avra
* ¥ +
V = ) ] d A )

(Y Yy (¥, fp) € a Vv, Yy

iy

(10) E' noto, infatti, che gli aitri connettivi possonc essere espresst in termini d-

e d- A
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LX) (x],...xp) € a i]V(x]...xp)}. Basta tener presente

g r Ve .
Sia Y = [x].,.xp} ‘ (x1.*.xp) ea-~_ VYalll, siavra
2 ‘ * W
V= {{y, -yp) (Y, -yp} € aa |V alW
= ~yy Y g \ { VB! ndi <i fa
Y h(x] xp) (x] .xp) e a "V 1(x] xp; \x].t,xp) e a ~W} e quindi si na:
* * * ; g i
e Ny =T D T s XX )t (Xeeax JE @ <DV T

Per 1le wff ammissibili, con quantificatori, si usa il principio di induzicne sui
numero n dei quantificatori, essendo 11 teorema dimostrato per n = 0. Sia V una

wff, ammissibile, con n+l quantificatori.

Pup essere scritta nella forma normale prenessa, cioé V = (qxn+]}...{qx1)w{xiﬁ?u

,yd...yq) dove W non ha quantificatori e y Y, sono le variabili libere

xn+1 177

di V; supponiamo che ax sia il quantificatore ]xn+] (altrimenti si consi-

+]

dera 1V) e sia b i1 dominio di 'ixn che appartiene ad R poiché V &

+]
ammissibile. Sia:

Y = {(-Y‘I'*y ),X

) n+1):((5’1"'3’" )y X

, ﬂ+])e a X ba{qxn)...(qx])wj con a € R.

. . . C * + o
Per 1'ipotesi induttiva e poiché *(axb) = a x b risulta:

* *

Vom L(yg ey )ox g i (LYY )X

\ ¥
p’ " n+l’ p’ 7 n+l

= _
Je a x b n(qxn)...(qx]} W

[l dominio della relazione binaria Y e:

= - d [ * Yea - D A ‘ { ) .¢'I" .=
X dom Y i(j]...yD).(y}..,yp)ea (]Xn+])(xn+] €D (QAH);a.th]jﬁj.
p— 1:‘ ) * - L ‘lr
L(y-; . _}!L},‘I " (‘y.l v » -yp)e a V(‘y] . . q-vp) y

o . . . . * -
[1 dominio della relazione binaria Y é:
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¥ ¥ * %

¥ v A A { ! -
dom V ~{(y]..*yp; : (y]...yp)e a (jxn+1)(xn+]e b (qxn)...lax1) VIRE
*x %k
= . 'f . e . A }
{(5’1'“%) - (Y, yp) € 2
ed essendo *(dom Y) = dom *Y 51 ha: *X:{(y]...yp):(y]...yp}e*a%ﬁv;, la test,

S1 nud ora dimostrare 11 29 teorema fondamentale.

Un enunciato V di L,ammissibile , & vero in R se e solo se 'V di L ¢

* di R.
n

P S -

_*_ a0
vero nell'ultrapotenza R = ng]

Dim.- Nel caso che V €& priva di quantificatori: o & atomica cioé del tipc

aeb, con a,beR oppure proviene da altre formule nel modo seguente: V=l i

s

oppure V = [foVé]. Dopo di ci0 1a dimostrazione si ottiene per induzione sul

numero di operazioni elementari occorrenti per ottenere la formula da formule

atomiche, Per formule atomiche il teorema & dimostrato, poiché, per definizione,

£ % _
aeb <=> "ae_ b. Supposto vero per W se V ={v W], si ha:

Vd&}<==> v W) oe KO c==> W ¢ Kaa==} (per 1'ipotesi induttiva)

* ¥ * ¥ e * : : : »
Wg Ke=>n We K <==> (per definizione W si ottiene da W sosti-

. i+ - - L % %
tudendo solo le costants a, con ai) (v W)e KG cioé Ve KO.

= K A e < mm— I s . . *’f , a
Inoltre V = LV] V;EKO. }V1eKng26KO. >(per 1'ipotesi induttiva) V. eK

==

* & .
AP ko. Se invece VeK0 ha la forma normale nre-

.

R TR T
[V]h V,Je'K cioe “[veV

nessa V = {qxn).i_(qx1)w dove W non ha quantificatori, si pud supporre

) = - 1 F — Rt : i
(qxn) (jxn), allora VeK {xn x_€aa{qx

0 n n-1)"-Q(K1)W}E A#D  dove a e

e * * + %
dominio di (1xn); per il lemma, A ={x X € a h(qxn e {qxl) W!, siccne
x

* % +
AEPe=> A# Des Ve K-
Tale risultato e 1'altro, stabiiito col teorema 1° . significano che:

R = g R e un modeilo non standard di R.
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