
- la -

variabi l i e parentesi.

"v s, dice 'la trasformata di

R i n *".
V mediante l'immersione "a -+ a propna di

7.- Un'altra importante prop-.!:.ieta dell 'immersione: V e Ko <==> "v e

LEMMA.- Sia V(x
l

, ... ,xp) una

xl, .. xp e sia X = ((xl, ... xp) :

"XeR e X=((Yl ...Yp):

L-wff ammissibile con le variabili libere

Allor'a

Dim.- X e R in quanto X c a e IR, cfr. f) di p.l.

Supponi amo V atomica,
,

al,···aq_l )OSSla tx1,···xp' e a •q

" " "a l) e"V(Yl···Yp) - (Yl"'Y p' a l . , , il e significa che- q- q

Si tratta di far vedere che ogni elemento

{' J'( (') (') ) )",le. y 1,1 ,.,.y , ,al···a l e a ,
p q- q

e F cloe

~

z e X

"JV( (') ",~le: Y1 i ...Yp',ll'

" "e ele~ento di a ~ V(z)

~e ..

e

viceversa. Infatti z e '*x ~ '"', <=> Ù l ::: i 1Eu : z(i) e Xl e F-*,>

e

- {ieJ:V(z(i); e

. -
d 1= (ieJ : z(i) é a .V(z(i))I e f~/ ~l c~=(ieJ:z(i)eaì€ F

'J <=> Z e "a 1v(z). Il viceversa è ovvio, osservando,J c .J
l 3

<=

che se ' ) e ,] e F ,1 ,, J e F Dimostriamo ora che il teorema va l i do' ' Q pel'
2 3

,
2 3 • ~

tutte l e V senza quantificatori: basta far vedere che se è vero per V e vero per
Il '")

[lV~ e se e vero per V ed l. , e vero per rV ,,\ii \ v •
•- -

{(Xl· .. ·X p) (x, ... x ) R - V(x l '" ,x p);
,

Sla Y • e a e ,.,j Sl avra•• • . p

'v {(y l .. \
(yl··.v p) " , T

V(Y1 .. ·Y p))= ,y I
, € a• "p

(10) E' noto, infatti, che gli
- e di .....

connettivi possono essere espressI in termini di
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con Y = a - X ={(xl, ... X
p

) : (xl,,,.X
p

) E a .1V(x
l
.. ,x

p
)}. Basta tener presente

"" ....Y = (a-X) = a-X.

Sia Y {(xl" .xp) (xl" ,x p) .rV.di1) • avrà• E a S1- • '- :..J'

* (Y l · .. Yp) * ... * ~
Y = {(Yl"'Yp) • E a L V 1\ WJ},

"

.. ,
{ " , Jj n..

({ .... }(){ ..•. }) = {*Y = "

Per le wff ammissibili, con quantificatori, S1 usa il principio di induzione sul

numero n dei quantificatori, essendo il teorema dimostrato per n = O, Sia V una

wff, arruni ss i bi l e, con n+l quantifi catori .

Può essere scritta nella forma normale prenessa, cioé V -t \ ()"I- qx l"" qX l w\x" ...n+ l

Xn+l,Y1, "Yq) dove ~J non ha quantificatori e Yl ' "Yq sono le variabili libere

di V; supponiamo che qX
n
+

l
sia il quantificatore 3x

n
+

l
(altrimenti si cons ' -

dera 1 V) e s l a b il domi ni o di

ammissibile, Sia:

ì x che apparti ene ad R poi ché V è. n+ l

Y = (((yl."y l,x l):((Yl"'Y)'x l)e a x b,{qx ) ... (qxl)W) con a e R,p n+ p n+ n

Per l'ipotesi induttiva e poiché "'(axb) - "a x *b risulta:

.. ( )) (( .. .. () ..Y = {(yl",y ,x l: yl· ..y),x l)E a x b ~ qX n ",(qx
l

) Wip n+.· p n+

Il dominio della relazione binaria Y è:

X=dOmY-{(y1.. ,y):(y,· ..Y)Ea·(lx l)(X lE
p l P n+ n+

- {(Yl ' "'vp) : (Y l ' .. Yp)E a 'V(Y l ' "vp) i

b() ! '",'00
A qX n ,. ,\qx l JV';. =

Il dominio della relazione binaria "Y e:
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,"- '" '"; (yl···y)e a,(~x l)(x le bA(qx ) ... (ax
l

) (,J)}:p . n+ n+ n

'" ..e a A V}

ed essendo .. '"(dom Y) = dom Y si ha: la tesi.

Si nun ora dimostrare il 2° teorema fondamentale.

,. ,;,
Un enunciato V di L,ammissibile , è vero l n R se e solo se V di L e--

'"R
00

'"vero nell 'ultrapotenza - U R di R.
n=l n

Dim.- Nel caso che V e pr1va di quantificatori: o è atomica cioè del tipo

a€b, con a, beR oppure proviene da altre formule nel modo seguente; V" l"" li"- ..
oppure V " [V('VZJ. Dopo di ciò la dimostrazione si ottiene per induzione sul

numero di operazioni elementari occorrenti per ottenere la formula da formula

atomiche.

a€b <=>

Per formule atomiche il teorema è dimostrato, poiché, per definizione,
'" ..ae

F
b. Supposto vero per Wse V O'['" WJ, si ha:

V€K <=> ['" WJ e K <=> Wt K <=> (per l'ipotesi induttiva)o o o

*K '.='o

pre-

sosti-W

'" *V€ K •
o

• •• •lndutt1va) V,eK A Voe
I o L

si ottiene da

. -cloe

ha la forma normale

'" .. ..con a.) ('" W)e K
l o

a.
l

<====> (per definizione '"W
.. ~",W€K

o

,.
K <->
o

tudendo solo le costanti

nessa V = (qxn) .. ,(qxl)W dove Wnon ha quantificatori, Sl può supporre

dominio di (1x); per
n

'" '" '"A f- 0<-> A f 0~ V

il 1emma ,

'"e K.
o

(qx )
n

- (ix ), allora VeK <=>{x :x ea;,(qx l) ... q(xl)W}= M0 doven o n n n-

'" '" ,.A =(x :x e a .(qx l)'" (qx
l

) Wl,n n n-

a e
~ : 'j, ,

si ccné

e un modello non standard di R.

Tale risultato e l'altro, stabilito col teorema 1° . significano che:

'"R = U '"R
n=o n

Acce..t.ta:to pe.f[ .fa )JubbV.ca.:.i.o ,W6u IXl '~~.!!

~avof[ evcte det p.~(J 6. R. SC.D: za ~ava


