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I l Vlceversa: se .J e F
2

e F , J 1ì.1 € F
l 2 •

4. L'ultrapotenza di rispetto ad F •

Un elemento a di "J si dice "interno" se esiste un numero naturale n > O

t.c. "R .
n

Sono quindi elementi interni di quelle applicazioni ( {') ìa,.l'ieJ

che assumono valore in qualche R •
n

Es. a(i)=ie R . Gl io
elementi a di

riguardati come elementi di

s i i nd ica co n si mbo ìo

menti interni, poi chè

..
si dice l 'ultrapotenza di R rispetto a

sono interni, si dicono "esterni". L'unione di

RJ
, . - le funzioni di costante valore eleO'Cloe a, sono

"' *R dicono llstandard" . elemento<=> a €r • Sl Un•n

quando 3 b R " gli altri ele€ t. c . a - b. Tutti

. -ClOe:

a e R
n

interni di

*R,

RJ è.quindi,standard
•

J
R. cioè quelli che

di

menti di

a

tutti gl i e l ementi

R f. ({).
n

ed è standard poichè

"R
00 ",U- kn=o n

Si • che gli elementi interni di RJ
osserVl

dard "R ("R e interno, i n quanto "R €
n n n

sono gli elementi degli insiemi
;c.

Rn+l

stanO'

Gli elementi interni si possono caratterizzare nel seguente mODO:

Teorema: Le seguenti proposizioni sono equivalenti:

1) a, elemento di "J, e interno.

2) a e elemento di un'entità standard.

Dim. l ) 2) *R ed "==> a €c- R è standardn n

2) ==> 1) a €c- *b con b € R; b € R per qualche n, cioè b € 'Si R lJ Rn . c

beR U Rn-l' "b c *R IJ *R
n-l

e quindi a € "'R U "R
n-l

çl0e a e interno.o o r o

Teorema. " Se b *R ( l ) , • interno (cioè ' , • • di entitàa € € n > a e 9 Il e'ementi.' F nr -

interne sono interni) • b e.. *R <=->J {i • b(i ) R \ • J b(i ) f{ Ul.·e v • € ,. i. l e c- ,• 1 • - .. -r n n , 1· Iv
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e J =
2

(ieJ:a(i)eb(i))} e F: Vi e e F :a(i)eR UR l'o n-

, -Cloe

5,- L'immersione

"R l'n-

"a... a di R in "R è propria se F e ultrafiltro o-incompleto.

In questo paragrafo si dimostra che, nell 'ipotesi che F sia o-incompleto,

VI sono elementi interni di RJ che non sono standard, ciò vuol dire che R

è propri amen te i lTlTIerso i n "R.

che non è standard. (bha infiniti elementi allora esiste

l° Teorema fondamentale.- Se F è o-incompleto

'"be a

(6) ed aeR è un'entità che

è interno pe!:.

chè elemento di entità standard),

di J ta l e che, Vn e N

Dim, - Poichè F
,
e o-incompleto, esiste una partizione numerabile (l

l
,1

2
,."I

n
:1 ~Fe),

n

~) /n~F.
cioé quando la

conosce se esistono ultrafiltri

(6) F si dice o-incompleto se esiste una successione FneF t.c,

Si dice o-completo quando VF eF (F successione) : ì'\lF eF,
n n n= n

2a proprietà di filtro vale per un numero infinito di F eF.Si ricorda che non SI
n

o-completi liberi, mentre ogni o-incompleto

è libero, cioé n(G:GeF) = ~,

(7) Le seguenti proposizioni

b) J{]l,1
2

, ... ,l
n
-

l
.,,} di

sono equivalenti: a) F e o-incompleto.

J tale che I ~F,Vn.
n

Dim.- Si ricorda che F è o-completo <==> ~F è una mi sura (cfr. fil )
~ -

a <==> b, Poiché F è o-incompleto ~F non è una mIsura, sicché non vale la

completa additività, cioé jF, successione di parti di J, con F.rìF,=~i;lj, ta-
ce O) n 1J

le che ~(n~l) ;I nZl~(Fn)' cioé il l° membro deve essere l, il 2° membro 0, iì

che vuo l di re
00

U
n=l

F eF
n

ed Fn~F ,Vn, Posto
,

F =(,U1F)
o l = n

s i ha che F ~ F
o

ed

{F ,Fì,.",F , ... } è una parti zi one numerabi l e di J ed F ~F Vn=O, l,. " ;
o n n

b => a. Se I n ~ F,

la successione degli

In'=J-I eF, inoltre nlln'=J- cll =~ ~Fn n= n= n
l' è quella richiesta.'
n

,
essendo U

l
1 = J,

n= n


