11 viceversa: se J_ €

4, L'ultrapotenza di R rispetto ad F

N : .
Un elemento  a di R~ si dice "interno” se esiste un numero naturale n > 0

1
LY

t.c. a e~ R . Sono quindi elementi interni di R~ quelle applicazioni (ali)). .
o M el

che assumono vaiore in  qualche F{ﬂ..~ Es. a(i) =1 € Ro' Gli elementi a di ®

J

riguardati come elementi di R, cioé le funzioni di costante valore a, sono ele-
- . L ¥ % s , .

ment1 interni, poiché a € Rn <=> 3 ép R :5si dicono "standard”. ln elemento
R k v e

a di R° & quindi,standard quando 3 be R t.c. a = b. Tutti gli altri ele

. LF

N : : . s
menti di Ry, cioé quelli che non sono interni, si dicono "esterni

- . Y g | -
tutti gli elementi interni di R~ si dice 1'ultrapotenza di R rispetto a ° 2

L'unione di

R ; ] * .
$1 indica con simboio R, Cloé:

. N
R = U K
n=0 n
| * | o S J . . L
51 osservi che gli elementi interni di R sono gli eiementi degii insiemi stan-
= s o _ s % ) o -
dard Rn ( Rﬂ & interno, 1in quanto Rn g Rn+1 ed e standard poiché Rﬂ e K.

G11 elementi interni si possono caratterizzare nel sequente modo:

feorema:  Le seguenti proposizioni sono equivalenti:
o0
1) a, elemento di R, € interno.
2) a ¢ eiemento di un'entita standard.
| | * s+ .
Dim. 1) ==>2) & € Rn ed R & standard
T ' fi
. . | # | o L
2) ==>1) a€ b con beR;beE Rn per qualche n, cicé b e;é{ﬁp U
i & * * L * *_ o .
bcR UR ., bc R U R e quindi a & R U R . ci0€é a e interno.
0 n~| 0 n-1 F o n- |
| - ¥ . . y S L, L
Teorema.- Se a €. b %: Rﬂ ( n> 1), a e interno (cioé gii elementi di entita
: -
. . . % : . . . B L o
interne sono interni) Ib e R <==>J. = {ie€eJ :b{i)eR = +iied:bli)cr Ul

N ] n



-8 -

e a era==r J, = {ied:a(i)eb(i))} e F: ¥i e JT(\JZ e F:a(i)eR UR .,

" "
1 0€ N .
Cioé a EF - U Rn—]

: : * : Lk . R : :
5.- L'immersione a -~ a di R in R € propria se F @& ultrafiltro d&-incompleto.

In questo paragrafo si dimostra che, nell'ipotesi che F sia &-incompleto,

. o L J . .
vi sono elementi interni di R che non sono standard, cid vuol dire che R

i . . . K
e propriamente immerso in R,

- (°)

1° Teorema fondamentale.- Se F & s-incompleto ed aeR un'entita che

e
e i . ‘ * R i
ha infiniti elementi allora esiste be a che non e standard. (b & interno per

ché elemento di entita standard).

Dim. - Poiche F e  é-incompleto, esiste una partizione numerabile {I

(7) N
di J tale che, ¥n € N : In g F :
(°) F sidice ¢-incompleto se esiste una successione F eF t.c. f‘ 1 FpgF.
51 dice  4-completo quando ¥F eF (F _ successione) : ?3 F eF, cioé quando la

n n n=1 n
3 L C L |
2 proprieta di filtro vale per un numero infinito di FneF.S1 ricorda che non s

conosce se esistono uitrafiitri &-completi liberi, mentre ogni $-incompleto

e libero, cioé N(G:GeF) = 0.

(7) Le seguenti proposizioni sono equivalenti: a) F & s-incompleto.

b) A{I.,1.,...,1 ...r d1 J tale che 1 éF,Un.
172 n- | n'

L& i

Dim.- Si ricorda che F & s-completo <==> é una misura {cfr.[i])

°F

a <==> b, Poiché F & &~incompleto non € una misura, sicché non vale 1ia

“F
completa additivita, cioé j}Fﬂ, successione di parti di J, con Fif‘szﬁifj, ta-

nglu(Fn)g cioé il 1° membro deve essere 1, il 2° membro 0, i1

w0

le che yu( U.I, #

HC B

che vuol dire U F eF ed F.gF,¥n. Posto F_ =(.

n‘t - ¥
s ; F S1 ha che FDE F ed

1 n’
..sF s...} € una partizione numerabile di J ed FnﬁF ¥n=0,1,

ARTE
n=1""N
la successione degli I; e quella richiesta.

I =00 ¢F essendo U.I = J,

h =s ' 1.1 :
a. Se In ¢ F, In J xneF5 inoitre 1= et

- i1



