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SUMMARY. - An apPJlDx..Una..ti.on .theoJteJn .i.h t1howl'l v.w. non conve.x pe.rtaiA..zed p'tco.t ..:m~

1M .th. vn.-cLi.m."",.carULt bOIJ.nc. p"-obtem.

Then HOn uru.quene1l.6 phe.nornenol1 ctl1d .6u66-iuen-t c.oncU.t.i.oM 60/t u.n<.que.ne)~

alte exhzbu.d.

Introduzione.- Recentemente è stato proposto lo studio della G-convergenza

per i problemi di rimbalzo.

In questa nota, come primo avvio a tale studio, si dimostra un teorema di

approssimazione tramite penalizzazioni non convesse per il problema del rim

balzo in una dimensione.

Si illustra poi il fenomeno di non unicità e si danno condizioni sufficien

ti per l'unicità della soluzione.

Desideriamo ringraziare i' Praf. E. De Giorgi per averci proposto questa

ricerca e oer le utili discussioni sull l argomento.
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O. Il problema del rimbalzo unidimensionale.

- é oSia n = LO,TJ

Definizione.-

f e L' (ii;R) .

-Oiremo che u, lipschitziana in n, è soluzione del pdr (proDlema del

rimbalzo) se soddisfa le seguenti condizioni:

f[u(t) iì(t) - f(t) p(t)Jdt < °
n

~ -
per ogni ~eCQ(n),,>c

( i )

( i i )

( i i i )

U < °

per u<O

l n

f[u(t) o(t) f(t) o(t)]dt=O
~ -

per ogni -D€C{ (. ~ ;

( i v ) per ogni ten esistono
.+
U (t) ed ù (t); esistono

ù (T) e si ha:

1 + t
_'Ù(O)'- + (f(n)2 '- - .

o
ù(n) dc. per ten

(conservazione dell 'energia),

Osservazione 1- L'esistenza per ogni t € n della derivata destra

ù+(t) e sinistra ù lt) segue da (ii), osservato che la funzione

t "
w(t) = u(t) - ; (f f(:)d~)d'

o o
è concava ed

t n
F(t) = f ([ f(~)d~)dn

o o
è derivabile con derivata prima contlnua,

Diremo condizioni iniziali arml;ssibili per il EE.!::. condizioni del tipc
,+ )u(O) = s u (O = b

con s < O beR oppure s = ° D '. °.
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§ 1. Approssimazioni con penalizzazioni non convesse per il pdr unidi

mensionale e teorema di esistenza.

Sia (uh) una successione di funzioni per cui si abbia

e

in -n

Su f e ~h (termine di penalizzazione) facciamo le seguenti ipotesi:

(l) f e L!(ii;R);

(2) ~h e CO(R;R)

per

per [ , O

( 3) l comunque si fissino > , (con O <I;, <1;2)... , •"'2

l im ~h(l;) : + • uniformemente per ;1 < i; .: ';2;
h -

" (i;) (l )
(3) 2 l im h

: + ~

';-+0+ "j-~h(")d"
h o

Sussiste il seguente

(l) Per esempio si puO prendere
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Lemma l. - Comunqu.e. ,6.<. ~ 0~.~-i una. c.ol'u:u.zione. .ùtiUate (.6, b l ammt..6.6..i..bJ: c

pet ,Lt pdJt, ognz .6LiC.C.e..Ò6.ÙJi'Il!- (u
h

) eLi òoiuzion-i. deA- p!lob.f.emi

r
,ii; (ti + ( ...... , j [ti .U1 n"[J I u

h
l, <l...J , ~, ,

"

; P. ; \ u :o J ~
,

" , I,
i +
1."1,(0) ~ b

,,' c·'!.i. ~i..c.a t. ~egu:en,ti. c,.' I1cU.::: ~lJ Y! <-

'B-'
... .:

(u, J,,

pO.6to

è f!..t{ILtUpòc.hi..-t::i..alta (qu-f..l1di.. eqU-ic.cvt.tùtua) e.d e.qu..ilimi.A:aw;

e.6.w.te. '::)0 O pc- 'i cu. <-

<l '+11"<"rIU, ... <c.
1 n -

pVt OgM I, € N c .t E Q

-
pe.Jt agl'L-<. t € n

max.tùn
h

Dimostrazione.-

,i lulta

"ltl·O.h -

[A] Da (P
h

) si ottiene l'identità del1 'energia

(Uh(t)"h(t) + uh(t) òh(uh(t)) = f(t)uh(t)

1 ....'!.... '2(t)
2 dt uh

ln

in e quindi)

(4 ) f(n)dn per
-

t€n

Ali ora

O l "( )< - u- t
2 h

l. -
2 b2 + f

o

t
f(,,)i,uh(n)ldn::. t b2+iif;IL1(r.;R) l' I

• i IU'nl :rc(;"'R"
..... \ Il, I

-
per ogrn t € n e per ognl h f. N.
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Quindi

Il U i l' ~ b' + 2
h e'(n;R)

! jfll _ '11"h ll _ per ogni heN, pertanto
Ll(n;R) e'(n;R)

(5) Iluhlle'(n;R) < costante (indipendente da h).

Da (5) segue [A]

[B] Segue da (4) e (5), tenuto conto dell'ipotesi su f.

[c] - -
Supponiamo che per t € n si abbia

ma~lim uh(t) > a > O;

ne segue che per una opportuna estratta di

Uh(k)(t) > o > O.

riesce

Allora, per (2),

a Uh(k)(t)
f ~h(k)«)d< ~ f ~h(k)«)ds = "h(k)(uh(k)(t)) ~ c
a/2 S

contro l'ipotesi (3) .•
l

uni60hrnem~nte in n ad una 6unzione U, a1104a ti è ~oluzione dei pdA.

La dimostrazione si articola in diversi punti. Intanto

tiziana in n (per [A] ) ed è non positiva (per [C] ).

Proviamo (ii).

~ -
Sia $€eo(n), $>O;perogni h€N si ha

u è lipsch~

[["h(t) - f(t)] $ (t)
n

quindi

dt = - [ wh(uh(t)) $(t)
n
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[ uh(t) $ (t) dt - [ f(t) ~(t) dt ~ O ;
n n

allora, passando al limite rispetto ad h, riesce

Lu(t) ~(t)
n

dt - r f(t) ~(t)

n
dt < o

Dimostriamo,ora, la condizione (iii).

In ogni compatto K c {t e[O,T] I u(t) <O) risulta uh(t) < O

definitivamente e quindi uh(t) = f(t) definitivamente; ne segue u(t) = f(t).

E' così provata l'esistenza di u per u(t) < O e l'esistenza di u+ ed

u , per l·osservazione I.

Resta da provare la conservazione dell 'energia.

Osserviamo preliminarmente che esiste una costante Co > O (indipendente

da h e N) per cui

dt < C- o

La funzione
t n

w(t) = u(t) - 1(1 f(~) d~)dn

o o

è limite uniforme della successione di funzioni concave

t n

wh(t) = uh(t) - 1(1 f(~)d~)dn
o o

-Perciò w(t) è concava, derivabile q.o. in n e risulta

-
lim wh(t) = w(t) q.o. in n
h

-
Ne segue che l im uh(t) = u(t) q.o. in n

h
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-
Dalla (4) si deduce che, q.o. in n ,esiste l~m "h(uh(t)).

Proviamo che risulta

q.o. in
-
n

Osserviamo subito che se

Basterà allora provare che

u(t) < O riesce O .

essendo
-n :(t e n lu(t) : Ol .o

q.o. in

Osservando che è

f l~m "h(uh(t) )dt ,
nù

supponiamo che sia

l~m f "h(uh(t)) dt > p > O.
no

Fissato M> O, con Mp > co' esiste, per (3)2 ' é > O per cui se

O < ~ < 6 riesce

M < definitivamente;

quindi < < ò M fé wh(n)dn ~ ~h«)
o

definitivamente.

Siccome (u
h

) converge uniformemente a zero sul compatto no

ne luh(t) I < é, definitivamente, in no

Allora, per t e no • è, definitivamente

uh(t)
O < M f ~h(n) do : M"h(Uh(t)) ~ wh(uh(t))

o

si ottie-
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si ottiene, definitivamente

Mp ~ M f ah(uh(t)) dt ~ f wh(uh(t»)dt ~ L~h(Uh(t»dt ~ Co •
no no n

il che è un assurdo.

Allora

1 . ~ 1 l- lv (t) , =- b'
2 - 2

t
+ f fin) v (n)dn

o
q.o. in

Osservato che, nei punti ln cui u non è derivabile, riesce

lim v(t) = v'(.)
t-+-T~

(e che tali punti costituiscono un insieme n j finito o numerabile) ,

ne segue che le funzioni tu''] 2 sono prolungabili per continuità su
-tali punti e siccome coincidono con una stessa funzione continua in Q, n1

allora vale la (iv) .•

Concludiamo con il seguente

Corollario.

NeUe .i.potM.i. pMte, peJt ogrt.i. dato .i.rt.i.z.i.a.te I.,b) amn.i.M.i.bile peJt il pdJt

M,u,te almeno una oatuz.i.one du pdJt.i.n n con dati .i.rt.i.z.i.a.t.i. 1<1, bi; U<Ia è

tim.i..te urt.i.6oJmle.i.n il d.i. una <luccu;.i.one luhl d.i. oafuùort.i. du pMbte-

ma I?hl.

Dimostrazione.

Per la [A] del lemma l, fissata una qualsiasi successione (uhl (di sol~

zioni di (Ph)) esiste una estratta uniformemente convergente ad una funzio

ne u, soluzione del pdr in il (per il teorema l) .•
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§ 2. Problema del] 'unicità. - Esempio di non unicità.

Diamo un esempio di non unicità per il pdr uni dimensionale ~c~o~n__f~~d~i~c~l~a~s
se C~(2)
"-'-~ .

Per la costruzione è utile la seguente considerazione di facile verifica.

~

Sia h € C (R), h> O , soddisfacente le condizionio -

J h(t)dt =
R

e J t h(t)dt = O ,
R

allora, posto (h * v)(t) = J v(t-y)h(y)dy, si ha
R

(a) h * v è convessa se v è convessa,

(b) h • v = v se v(t) = at + b.

Consideriamo ora

(2) Il fenomeno di non unicità ci è stato segnalato (oralmente) dal Prof.
L. Amerio. Si confronti anche il lavoro di C. Citrini "Controesempi al
l'unicità del moto di una corda in presenza di una paretell,Rend.Acc.
Naz. Lincei.
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2 2
W(t) = maxI2-(n+l) (2-(n+l) -t); 2- n (t_2-n)} per 2-(n+1) < t < 2-n.

n

~

Sia h € C (R), h > O , h(t) = Oo - per Itl ~ l e

l
f h(t)dt = l
- l

Per ogni n € N poniamo

l
f t'h(t)dt = O
-]

h (t) = l/B h(t/B), dove, poston n n

per 0901 n e N ,

O <
-l

B = 5
n

z
n

Posto u(t) = (h • W)(t)
n n

per ri suHa u(t) < O.

Ino ltre es i stono

per CUl

(y ) , (o )
n n

con 2-(n+l) < y < Z <6 < 2-n
n n n

W(t-y) = a (t-y) + b
n n n

-n
eS < t < 2
n -

Ne segue, cfr. (b),

e y € supp hn W(t-y) = a'(t-y) + b'n n n

per 2-(n+l) t
< < y
- - n

-no <I <t<2
n -

Inoltre per la (a)
•+

u(t) > O. E' altresi evidente che u(O) = u (O) = O.

Posto, in [O,lJ , f(t) = "(t), f risulta traccia di una funzione di clas

se C
eD

. Consideriamo il pdr in il =[0,1) col dato f e condizione inizia

le ammissibile (0,0) nello zero.

E' evidente che la funzione u(t) precedentemente costruita è soluzio

ne di questo pdr con le condizioni iniziali assegnate.

E' facile altresì provare che la funzione identicamente nulla e anche so
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luzione dello stesso pdr.

§ 3. Alcune condizioni sufficienti per l'unicità della soluzione del pdr.

Sussiste il seguente

-Teorema 2. - S. 6 è co"wn.t. o; :tJurtti à n, ttUMO; il pdJt o;mmw.

una un-ic.a ~oluu:.one..in n vlli6-<.c.ante un a.6~ e.gna.to da..to inizia.te aJnmi4,.Ù

bil. 16,b).

Dimostrazione.-

s C + C u(t)

E' suffi ci ente provare i l teorema per

Per c = O 1'unicità è ovvia; sia allora

pdr verificante le condizioni u(O). s ,

(6)

Da (6) ricaviamo, per u(t) = O.

f(t) • c in n

c f O. Se u ii soluzione del

,/ (O) • b, si ha (dalla ( i v) )

per t € n

(7 ) • b' - 2 se.

La tesi consegue, allora, in virtù di noti teoremi di unicità locale, dal

le seguenti osservazioni.

1. Se è b' - 2 se> O, tutti gli eventuali zeri di

inoltre se '1 e '2 sono due zeri consecutivi (12 > T~) si 11a:

(8) C(T, - . ) • 21 b' - 2 s c. l '

da cui

.? 1(9 ) T, - "T l • b' - 2 s cc

Da (8) segue che
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(c) per c < O u ammette al più uno zero,

(d) per c > O gli zeri consecutivi di u sono equidistanti,

per (9) (e quindi sono in numero finito).

2. Se è b' - 2 5 C = O si ha

(e) C > O u(t): O e quindi u(t) = O (per (6));

(f) c < O u ammette al più uno zero.

Per provare che (f) è vera, basta tenere conto che si ha: " ha so

10 zeri isolati e non può avere più di uno zero isolato; che u non possa

avere più di uno zero isolato segue da (8); che abbia solo zeri isolati se

gue dal fatto che negli zeri T di u è ti(T) = O ed

Evidentemente u non ha zeri se b' - 2 5 C < O
•

La dimostrazione del teorema 2 suggerisce il seguente risultato.

Teorema 3.- Se u è una ooluzio"e del pd<,~" n, CO" ddtO 6EL1(R;R)

e. c-onrUz.LorU. ituz-<-aei aml1u/"~A.-bil.-l lh,b) e.d ha un numVLO 6inito fii. zw, a.f
tOlta. u è .t'un.-i.c.a .oofuz-iol'le. del. pdJt in ii eOrI da...:tD 6 e. c.oI1cu.z.i.oru. ùu.

oial< a~.ibiti I.,b).

Dimostrazione.-

Supponiamo che u
1

sia una soluzione del pdr, in n , con lo stesso

dato f e le stesse condizioni iniziali ammissibili (s,b). E' evidente che

u ed "l possono non coincidere solo a partire da uno zero T di " per

cui ti-h) = o.

Detto TI lo zero di " successivo a s i ha:
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..
ul(t) ~ f(t) : u(t) t E [T"11

Ne segue ul(t) :: u(t) < O per t E ] T•t l [ e

quindi ul(t) : u(t) •
Sussiste inoltre il seguente

Teorema 4.- Se u ~ ~olutiol'le: dei pdJ7.'{'H n Cf,m ~ è L !fljR) e -..11:.1.:

~.ica la cond.i.Uone "u.u,te. p > O ta..l.c. che

aU01LO. u (! l'wu.ca 6otuzi,'11e det'. pdlt.

Dimostrazione.·

I) ,.,
.~ , T ::: •

La condizione posta assicura che gli eventuali zeri di u 50.10 ~501ati

[O,T] essi sono in numero finito. Inoltre,pere per la compattezza di

f E CO(n;R). f> O (3)

si ha

considerando due zeri isolati consecutiv, , ,

.+
u«)(t2"t 1) : f(!;)(T2"") : u (t,l" U (Tl) :

: Iù-{t,) I + IÙ-(Tl)1 2. 2(p > O.

Da ciò

(10)

-
2 Ip

f(!;)
>

Zlp
M

dove M: max f(x) .•
XEn

(3) Osserviamo esplicitamente che se f < O. c'è unic'ta per la soluz100'
del pdr, essendoci al più uno zer1 per u.
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Concludiamo col

Teorema 5.· sta li ct6.6ofutame.n-te. c.ontinua.,{.n ~~ 1:011 Li (ni 3 6 > o;

(g) Se 610) > O, pVt ogrU cond1uone <'.rUu<U:e Mn"ù.<'.b-i-te il,b) f 10,0'

U-l-6te. u.na l.L1U-c.a .!lo.tuuone. dcd pdJt .Ùl n

(h) PVl ogrU cond1uime ùu.Ua.le ilJ/OI0,,<'.b.i..ie I.; , b) VW6.cc.lmte ta. dM <!;.

gWlgwnza b2 - 2 .; 6101 > O, .i..i pdJt anrnute una urUc.J:t Mluuc ne

.in n.

Oimostrazione.-

Dalla conservazione dell 'energia segue

(11)
l- b2 - s f(O)
2

per U(T) = O.

(g) Oalla (11) segue l'unicità in virtù del teorema 4.

(h) Intanto è (s,b) F (0,0). Se f(O): O si ricade nel caso (g); se

f(O) ( O, si ha che per f(t) < O u ha al più uno zero e pe" f( t),J

valgono le considerazioni di (g) .•

Acce..t.tLt.to pVl .ta pubb.t.i.cazi.one netta. Juv.i..6.ta

"Rend1co~.i. d1 Ma.teffalica" FMC, TV Vci. 13 Swe
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