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11 doppi; in corrispondenza di ciascuno di essi 11 radicale deve cambia-
re segno. 1 radicale che figura nella definizione delle B si mantiene
sempre positivo.

In questo modo si copronc tutti 1 possibili casi sull'asse reale
q P P

. . e . X . . .
(s1 ritrovano gli stessi risuitati solo gquando 5 € variato di  3m, Cio«

x & variato di om).

E' chiaro che le sei funzioni definite dalle (49) sonc strettamente
correlate tra loro; tuttavia non sembra possibile esprimere esplicitamen
te 1in modo semplice le relazioni intercorrenti tra esse. Invece daiie (48,

si possono trovare facilmente delle relazioni lineari tra FIG di argomen

to meta, 1 cuil coefficienti sono FTG di argomento intero. Tali relazio-
ni legano tra loro particolari coppie di FTG di argomento metéa, e sono

sintetizzabili nelle tre formule sequenti:
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Le relazioni (50) non sono indipendenti: con facili passaggi si pud in-

fatti trasformarle 1'una nell'altra.

§ 111.2.- For@y]e di trisezione.

[1 problema della trisezione dell'argomento delle FTG di ordine 2 puo
esseretrattato in modo abbastanza diretto. Benché il metodo segquito valga
ner qualunque scelta di tale argomento, tuttavia conviene discutere in det

taglio soltanto il caso di argomento reale.

Combinando le formule di duplicazione (I-52) e quelle di addizione

(1-50) e (I-51) si possono facilmente ottenere le formule di triplica-

zione (1'argomento delle funzioni a secondo membroé x):
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D1 queste equazioni, la piu conveniente per essere invertita e la se-

3

conda: da essa si deduce che la quantita T ( =) = z soddisfa 'a seguen

LD | X

te equazione di terzo grado, contenente T = T(x)} come parametro:

zj(1—T} - 322(2+T)+3z(1+2T)+(1—T} =0 e

i~
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facile vedere che. per
3 X,

Per T reale, ia (5Z) ha tre soluzioni reali. E

‘a periodicita 3m di T, esse corrispondono, oltre che a T 7 . ., anche
3. X 1 3. 3 X | X L
i T =+ m) o= - ST - e a | - - m} = — ( =). LA risoiuzicne
3 / \ 3)? ( 3 ) AJ ( 3) ’

completa della (5Z) quindi permette di trattare simultaneamente la Tri-

sezione di tre delle sel funzioni base gia considerate {le altre tre 7

otterranno in maniera 1immediata alla fine di questo paragrafo).

-3 soluzione della (52) pud essere interpretata piu faciimente espri-

mendo in termini delle funzioni di Weierstrass di tipo eguianarmonico

con g, = 1, attraverso le formule (I-46) che qui riportiamo:
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1n modo da ottenere, dalla seconda delle (53), 1la (52) sotto la forma:
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‘ove. come fatto d'abitudine anche in 1, l'arqomento e i1 parametr:
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delle funzioni di Weierstrass si sono omessi).

La soluzione della (54) con i metodi standard fornisce le seguenti

espressioni per le tre soluzioni u],uz,u3:
U, = %(1-/3(13') + 2/3 @3/2 COS ——;*-
u, = %(1-J3CP‘) + 2/§iP3X2 cos ( —%- + 2ﬂ3 ) (55)
u, = :1,—(1—/5@') + 2#5@3/2 cos | % - -gﬂ )

ove tqe = - {%‘

Consideriamo ora i valori di x vreali, positivi e prossimi a zero,

e conveniamo di prendere ¢ = 0 quando x = 0, e 1l segno positivo per

. . 3 A . .
11 radicale @ /2. In questo caso e facile vedere che la soluzione U,
. 3, X 3, X 3, X
corrisponde a 1/A°( g): u, a = S ('5),U3 a T tg). Facendo crescere x

fino a 3m e oltre, benché le funzioni di Weiestrass, per x - 3m, ripren

dano gli stessi valori di prima, ¢ 1invece che valori intorno a zero ora

assume valori intorno a « , cosi che u, u2,u3 non riproducono 1 valori
precedenti. Tuttavia, affinché le tre soluzioni (55) corrispondano sempre
3/2

alle stesse FTG, & necessario che P cambi segno ogni volta che x
passa attraverso un muitiplo di  3m. In questo modo 1e FTG di argomento

trisecato sono definite lungo un intero periodo, e riassumono 1 loro valor:

iniziali selo quando x varia di tre periodi, cioé di 9m.

Riesprimendo ora P e ®' in termini di FTG tramite le (53), si

ottengono cosi le prime tre equazioni (56) . Le altre tre si ricavano
24 )

immediatamente prendendo i1 complemento a 1 delle soluzioni (55)

e o—m——

24) Cid equivale a scrivere le (55) stesse cambiando segno a @' e
alla determinazione del radicale ®3/2.



- 47 -

In questo modo si arriva al sequente quadro completo delle formule

di trasformazione (come gia detto, il segno indicato davanti al ra-

dicale é quello valido per 0 < x < 3 m, e $i prende 3 = 0 per x=0):
(% - 2L 04 A Ij/z cos =
33 1-T - 1-T ] 3
3 X 2+T = A }3/2 ¢ 2
S(3z)=- —=-2V3 | v+ cos ( = + )
3 1- 3 3
1-T - 4
3/2 ¢ _ o
T3(i) APy A cos( 3 7))
3T T RIS
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s3 ' 3 1-T - 1-T
l (E‘} - 1+27 _ 23( A 3/2 cos( ‘;: + '-'-23;: )
3 '3/ 7 7 1T AT
T - ]
Az(;_,__ln»zT_Z/-j{“A ";3”2cos(-§-- g)
37 1-T =T
con ~ 1 -7
tge = 73 1 + 7

L'ulteriore estrazione di radice cubica per ottenere a primo membro i€
FTG di1 argomento X/3 non crea alcun problema di determinazione, perché s13

1 poli che gli zeri di tutte le (56) sono tripli (essi si hanno soio nei

-

punti ove A e T divergono, come & piu facilmente ricavabile dalie formule

di tipo {SbD.Per valori reali di x, va dunque sempre presa la radice ari-

tmetica.
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