
IL PRIMO GRUPPO DI OMOTOPIA REGOLARE Da GRAFI FINITI ORIENTATI(l)

SUMMARY . - The 6-iMt Jtegu1aJt homoto py gJtoup o6 a Mn.Ue c.o YlYlec..ted eli

Jtec.ted [JJta.ph G .ù, .ù,omoJtp!ùc. to a quotient gJtoup 06 ~t.U.ta.ble ~equerte.~

06 veJttic.~ à G. We ~how how to c.o~tJtuc..t ~uc.h. a gJtoup artd dete.!lJrU.Yle d

60Jt touJtnamew wdh 6ew veJttic.~ .

PREMESSA.-Analogamente a quanto è stato fatto in [lJ per i grafi non

orientati, ricaviamo qui alcune proprietà del primo gruppo di omotopia re

golare dei grafi orientati, Ql(G); salvo esplicito avviso consideriamo qui~

di sempre grafi orientati.

Proviamo in un primo momento che ogni l-cammino regolare può identificar

si con una classe di opportune successioni di vertici in G.

Successivamente vediamo che il gruppo (G,v) delle classi di successio

ni considerate, isomorfo a Ql(G,V), può essere ricostruito con un metodo

abbastanza semplice; con tale metodo calcoliamo il primo gruppo di omotopia

regolare di alcuni "tournaments" e proviamo alcune proprietà di Ql(G,v).

1. Indicheremo con G un grafo finito orientato e connesso (nel senso
•

che il corrispondente grafo non orientato G è connesso) privo di lacci,

cioè G =V(G) U.e(G) con V(G) insieme dei vertici ed e(G) C 1J{G)x 1!{G)

insieme dei lati orientati.

Scriveremo u ~ v o

scriveremo anche u ~ v

V+ U per indicare che (u,v) et (G)

o v ~ u se u=v e u f v se (u,v)

se u,v e V(G);

tt(G).

Un circuito di G 10 diremo irriducibile se non esistono due vertici non

consecutivi del circuito congiunti da un lato. Chiameremo ciclo ogni circu~

to triangolare non transitivo cioè tale che se u,v,w sono i vertici del

circuito si abbia u f w, w-f v e v f u oppure u f v, v f w e w f u.

DEFINIZIONE 1.- Si d'

(1) Lavoro eseguito nell'ambito del GNSAGA del CNR.

Classificazione per soggetto AMS (MOS) 1975 55E05

s = vOv1. .. v2n
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formata da un numero dispari di termini coincidenti con vertici di G ta-

le che se O < i < 2n-l si abbia v.~v·l
1 1+

ov.+v· l- 1 1+
a seconda che

abbia posto dispari •v. o parl.1

Osservi amo che G è connesso € V(G) esiste una •se e v. ,v . succeSS10-
1 J

ne ammi ss i bil e da v. a v ..1 J

In seguito, salvo esplicito avviso, prenderemo in considerazione solo

successioni ammissibili e indicheremo di solito con una lettera accentata

i vertici che nella successione hanno posto dispari.

DEFINIZIONE 2.- Una successione si dice ridotta se in essa nessun verti-

ce compare più di due volte consecutivamente, si dice di base v, con V€1f(G),

se il primo e l'ultimo termine coincidono con v.

Se è una successione di veritici di

con O - t o < t( ... <- t n = l è una suddivisione dell 'intervallo unitario I,

definiamo un'applicazione f: I ~ tr(G) ponendo f(t
i
) = v2i per

i = O, ... ,n ed f([t.,t. lJ) = v2· l1 1+ 1+ per i = O, ... ,n-1.

L'applicazione f così costruita è chiaramente un l-cammino regolare (si

veda la definizione su [7J o su [2]) quasi-costante (cioè costante all'inter

no dei segmenti di una opportuna suddivisione t di I come nella defini

zione data in [4J) e tale cammino si dice associato alla successione s tra

mite la suddivisione t.

Se viceversa f è un l-cammino regolare quasi-costante rispetto alla sud

divisione t = (tO, ... ,tn), la successione S = va v, ... v
2n

in cui

vz' = f(t.)
l 1

per i-O, ... ,n e v2 · l = f ( [t. , t. lJ)1+ 1 H-
per i=O, ... ,n-l e

ammissibile e ad essa viene associato proprio l 'l-cammino f tramite t.
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Individueremo ora la relazione che lega successioni associate ad l-cam

mini quasi-costanti regolarmente omotopi.

DEFINIZIONE 3.- Due successioni s ed s' si dicono correlate se una-
si può ottenere da11'a1tra con un numero finito di operazioni del tipo se

guente

1) Inserire tra due termini consecutivi V.
l

e v. l1+
due vertici coinci-

e v2 · 1- 1+
oo

vi +1'

una copyia di vertici

o conV.
l

denti entrambi con

2) Inseri re tra

vv a seconda che si abbia o

2 ') Inseri re tra e le coppie o o vv a se-

conda che o v2 · l + V + v2 · o v2 · + V + v2 · l'J- J - J J-

La relazione individuata dalla definizione 3 è riflessiva e simmetrica;

la relazione di equivalenza associata è quella individuata dalla seguente de

finizione.

DEFINIZIONE 4.- Due successioni s ed s' si dicono equivalenti se esi-

ciascuna correlata con la

precedente e tali che

ste un numero finito di successioni s ,sl""sO n
s = s ed s = s'; i n ta l caso si scri ve s;l! s' .
O n

OSSERVAZIONE 1.- Dalla l) segue subito che per ogni successione ve ne è

una equivalente ridotta. Da l) 2) e 2') segue che un termine v. tra due
,l

termini v·l-v'lJ- J+
uguali tra loro si può sostituire con v. 1 •J-

Come nella proprietà 3 di DJ Sl prova facilmente il seguente lemma te

nendo conto della proprietà 3.5 di [6].
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sono due suddivisioni distinte dell 'intervallo-
I ed s- è una successio'!.~_am!llissibile, g'li l-calOOlini f ed f'- associa-

ti ad s tramite t e t'- sono regolarmente omotoP-i.

Se f è un l-cammino quasi-costante-
e se t' = (to', ... ,t ' )- m

rispetto ad una suddivisione

è una suddivisione piO fine di t

(tale cioè che Vi = l ..... n-l jj e n, ... ,m-l) con t. = t'.)
1 J

le succes--
sioni associate ad f tramite t e t' s~no equivalenti.

Dato un l-cammino f quasi-costante rispetto a t e t', le successioni

associate ad f mediante t e t' sono ~quivalenti.

In definitiva si può passare da un l-can~ino regolare quasi-costante ad

una classe di equivalenza di successioni e da una successione ad una classe

di omotopia regolare di l-cammini indipendentemente dalla suddivisione di I.

LEMMA 2.- Se s ed s'- - sono due successioni equivalenti. gli l-cammini

associati f ed f'- sono regolarmente omotoP-i.

Dimostrazione.- Basta provare l'enunciato per successioni correlate.

Sia s = V"...V.v. 1".v2'" 1 1+ n
ed s' = sia ottenuta

da s

s ed

con un'operazione del tipo l). Gli l-cammini

s' rispettivamente tramite (tO•..• ,tn) e

f ed f' associati ad

(tn •••.• t . , (t .+t. l) /2 • " .• t )
<Y 1 1 1+ n

coincidono.

Se

l' appl icazione H • 12 -. V(G) definita da H(x,y) = f(x) se y e [O.n• •
H(x.y) - f' (x) se y eJ~,l] è un'omotopia regolare tra f ed -l" ottenu-•

ti da ed s' una stessa suddi~isione di L Se • s' é ottenu-s con 1 nvece

ta da s in altro modo con un'operazione del tipo 2) o 2 t
} si ha un'omotopia
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tra f ed f' ponendo H(x,y) - f(x)

se Y E O'Il .
se y E [O,H ' H(x,y) - f' (x)

LEMMA 3.- Se f ed f' sono due l-cammini regolari quasi-costanti

con f(O) = f' (O) ed f(l) = f'(l) e se f ed f' son~ regolarmente omo-

!Q.pi relativamente a {O,l} , allora le successioni s ed s'

f ed f' sono equivalefl!i.

associate ad

Dimostrazione.- Sia H : ]2 -> 1T(G) un'omotopia regolare costante a11 'i.'2

terno dei rettangoli e all' i nterno dei lati

di tali rettangoli, essendo (t
D

, ... ,\) e (TO, ... ,T
m

) opportune suddivi-

sioni di

Indichiamo con
h ,h h ,h

s = vO vl ... v2n ed
k

r le successioni 1n-

dividuate dalle restrizioni di H a x I ed rispet

tivamente, con h = O, ... ,m e k = O, ... ,m-l; proveremo allora che

shorh Vh=O, ... ,m-l.

Sia infatti 2i il pnmo indice tale che cioè sla
h

r

,h
•.• w

2n
S l ha allora

V I.
li

Utilizzando la definizione 3 si ottiene

(1) Ricordiamo che, analogamente a quanto si è visto in[5], Sl prova in[41
che tra due caolnini quasi-costanti regolarmente omotopi V1 è un'omotopia
regolare quasi-costante.
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h ,h
w2i +l " .w2n -

h ,h
w2i+l···w2n·

Se invece è 2j+ l i l indice tale che
h

F
h • haprlmo v2j+l w2j+l Sl

h h h h h h h h h h
v2j -+ v2j+l ' v2j -+ w2j+l ' v2j+l -+w2j+l ' v2 · -+w2 · l ' v2j+2 -+ w2j+2'J+2 J+

l
V~j

~ $. ~
"'t; ..1 "'~j.i w:j .,

Risulta allora h ,h ,h h ,h
r " vO .,. v2j w2j+l v2j+2

•••
,h

v2j+2

Si ha cos ì
hziale r e

una catena finita di

termine finale sh.

successioni equivalenti con termine ini

Con ragionamento analogo si prova che

s :: Si.

k-l k
r - s V k - l, ... ,m quindi

DEFINIZIONE 5.- Se ed r "
, ,uo ... u

2m
con

definisce somma di s e di r e Sl indica con s. s la succeSS10ne

Tale legge di compos1z1one è associativa e la relazione di equivalenza

della definizione 4 è compatibile con essa.

L'insieme n(G,v) delle classi di equivalenza di successioni di base v
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con la legge di composIzIone indotta da * , che indichiamo ancora con *,

e un gruppo; l'elemento neutro è la classe [s = v] e l'inversa della classe
-e

TEOREMA l. Se v e un vertice di G il primo grueP0 di omotopia regolare

di G,O, (G,v), è isomorfo a- , n(G,v).

Dimostrazione.- Osserviamo intanto che in ogni classe di omotopia di

l-cammini regolari vi è un l-cammino regolare quasi-costante (si veda [4J).

Le applicazioni ~: n(G,v) + 01(G,v) e w: Ql(G,v) + n(G,v) defi-

nite in modo ovvio dal lemma l e dal lemma 2 rispettivamente sono compa

tibili con le strutture di gruppo e sono una l'inversa dell 'altra.

Se G è connesso 01(G,v) non dipende da v per cui porremo anche

(G,v) = n(G).

OSSERVAZIONE 2.- Se G è il grafo non orientato associato al grafo orien
-

tato G è chiaro che un n-cammino regolare di G lo è anche di G, quindi
- - -

se v € Y(G) e Qn(G,v) è l'ennesimo gruppo di omotopia regolare di G si

=> o (G,v) ~ O.n

L'implicazione inversa non è verificata come provano gli esempi che dare

mo in seguito.

OSSERVAZIONE 3.- Se G non ha cil"cuiti, cioè è un albero, si ha Q,(G,v)=O,

per ogni fissato vertice v. In effetti per ogni successione ridotta

s = di base v esiste un vertice V.
1

che nella successione

e preceduto e seguito da uno stesso vertice v. l - v. l per CUl sostituendo
1- 1+

v. con s ·1 ottiene successIone s' - s " Riducendo s' e ripetendov. l una -
l 1-

il ragionamento ha che è equivalente alla • costanteSI s success lOne v.

Si ha allora che dato un grafo connesso G esiste un sottografo connesso
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o; basta considera
•

F contenente tutti i vertici di G e tale che 0l(F) =

re F in modo che il cort'ispondente grafo non orientato F sia un albero
•

massimale di G,

2. Siano ora G un grafo connesso, F un suo sottografo ed L(G) il grup-

(v.,v.)
l J

l'elemento indi-po libero generato da

viduato dal lato

.e (G) U'lf(G);

e con g ..
11

i ndi chi amo con g ..
lJ

quello individuato dal vertice v ..
l

Sia inoltre K(F) il piO piccolo sottogruppo normale contenente gli elemen-

ti di L(G) del tipo g ..
lJ

con V. -+ V.
l J

i n F e se

v.,v"Vk1 J
formano un circuito transitivo In G oppure v..

l

Posto L(G,F) - L(G)/K(F) si prova il seguente teorema come in [8]

n. 6.3.6.

TEOREMA 2. Se F e connesso, 0l(F) . O e V(F) - ?t(G) allora

n(G) = L(G,F).

Dimostrazione.- Se V.€ V(G) fissiamo una succeSSlone s. da un verti-
l l

ce assegnato l n F e, se v.-+v.
l J

in G, poniamo
-

~ .. =s.*V.V.V .*s.
lJ l l J J J

e E, •• =
l l

,,-l P'h's. s. . 01 C e
l l

rr(F) = O si ha chiaramente che ogni successione di

[s] = LE,Ol] ,,· .. *[E,(2n-l)OJ per CUl le classi del tipo

nerano TI(G,v
O
)'

L'omomorfismo .: L(G) -+ u(G) definito da

vo e s i ha

L(G,F) su

.(K(F)) (i:vo]l induce epimorfismo • di,. per CUl • un t

n(G); effett i F • • (g .. ) - fS· i
ln se v. -;- v. ln e - LS.H.V.V i j, -

l J lJ l l J c
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i n G Sl ha <I>(g. ·+g·k-g·k) -
1 J J l

[
-l

- ". ''''''k*'' k]l J J ' l

-l
- ~. "'v . 'i Ij ,* S .

l l J J J

~ -l,
LS''''v.v.v.*s. J 

l l l l l

Vi ceversa pos to

ljJ(s=v ) = O
O

si ha s ~ s' => 1jJ(s ) ;; 1jJ(s') modK(F); infatti se s' = va ...

... v. l v .v .v . v. 2" va1- l l l 1+

.. ·g(i_l)i)eK(F) poiché g .. eK(F); se p01
11

s' si ottiene con un'operazio-

ljJ(s') -1/J(s)- go1+' .. +g (. l)' +g ..+g .. - g ..+g .. +g . (. l) - 9 . (. l) 1- l 1J JJ 1J 1J J 1+, l 1+

-(gOl+" ·+g(i-1)i )eK(F)

stanno in K(F).

poiché g ..+g .. -g ..
1J JJ 1J

Inoltre 1jI(s"r) = ljJ(s) + Ij;(r) per cui posto $( [s]) - [1jJ(s)JmodK(F) Sl

definisce un omomorfismo ~: n(G) -+ L(G,F).

Infine ~ o ~ = l, infatti

=[g.. + g ..J = [g .. j, qu i nd i
1J JJ 1J

~("'(g .. )) = [1jJ(s.)+1/J(v.v.v.)+1/J(s~l)J -
1J l l J J l

oltre che suriettivo e anche iniettivo.

OSSERVAZIONE 4. Come in [8] si prova che se v(G) e ordinato e se val

gono le ipotesi del teorema precedente allora n(G) e isomorfo al gruppo
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generato dagli elementi g..
lJ

con l < J, v. f V.
l J

e v. f v.
J l

1n F

con le relazioni g .. + g., = g,'k
lJ ~~l<

se v.v.v
kl J

formano un circuito trian

golare transitivo (anche degenere) di G ma non di

(v,v )ei(F).
r s

F con g = O sers

Inoltre è evidente che 0l(G) ha un numero finito di generatori e un

numero finito di relazioni. Se poi G non ha circuiti triangolari transi-

ti vi 0l(G) è libero.

OSSERVAZIONE 5. Come in [lJ si prova che se G e umone di due grafi

G' e G" connessi che hanno in comune un solo vertice e nessun lato si

al O,(G").,

OSSERVAZIONE 6. E' noto (si veda 1'7]) che un grafo orientato ln CUl V1

è un vertice che precede (o che segue) tutti gli altri ha tutti i gruppi

di omotopia regolare nulli. Si verifica inoltre che se i soli circuiti 1r

riducibili di G sono triantolari e transitivi allora 0l(G) = O.

~alcoleremo ora il primo gruppo di omotopia regolare di grafi orienta

ti i cui corrispondenti grafi non orientati hanno tutti gruppo di omotopia

regolare di dimensione uno nullo.

ESEMPIO l. Un grafo orientato completo (tournament) G con tre vertici

ha gruppo 01 (G) =' tO) se e transitivo,

",

Ql(G) "7. se è un ciclo
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ESEMPIO 2.Un grafo completo con quattro vertici ha gruppo 0l(G) - (Ol

se ha solo un ciclo

\',

In effetti in tal caso il sottografo F ottenuto togliendo a G un la

to, diciamo (v
l

,v
2

) dell 'unico cilco (v
l

,v
2

,v
3

) e connesso e, chiaramen

te, O](F) = (Ol e V(F) =V(G); Q!(G) e dunque generato, per il Teorema 2,

da g12 con la relazione g12 = g14 + g42 = O.

Se invece G ha due cicli, esiste certamente un lato, diciamo ancora

(v
1

,v
2
), che fa parte di entrambi i cicli.

Posto in tal caso F = V(G) U (.e(G) - l(v
l

,V
2

)1) si ha chiaramente che

Ql(F) = (01, V(F) =V(G) ed F è connesso; procedendo come nel caso prece

dente si ricava che 0l(G) è isomorfo al gruppo libero generato da g12 pOl

ché (v
1

,v
2

) non fa parte di alcun cir'cuito triangolare transitivo.

Si tenga presente inoltre che un tournament con 4 vertici non può avere

più di due cicl i.

ESEMPIO 3. Sia G un grafo completo con cinque vertici; tale grafo ha

al più clnque cicli tra i suoi dieci circuiti triangolari.

Se G ha un solo ciclo o due cicl i si ha banalmente 01 (G) ={O} .

v,
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basta infatti considerare F ='V(G) U (.e(G) - {(v2,v3)}) nel primo caso,

F ='lf(G) U (t(G) - [(v 2,v
3

),(v
3

,v
4
)}) negli altri due casi ed utilizzare

il Teorema 2.

Se G ha tre cicli con un lato comune S1 prova che 0l(G) ~ Z se ha

tre cicli senza un lato comune 0l(G) - {O), utilizzando i sottografi indi

cati nelle figure

Se G ha quattro cicli, tre dei quali con un lato comune, allora l'uni

ca disposizione possibile (a meno di isomorfismi di grafi) è quella mostra

ta in figura

e ponendo F = 'I!(G) U (t(G) - ((v l 'V
Z
)'(v3,v

4
))) si ha che

morfo al gruppo generato da g12 e g34 con la relazione

cioè è isomorfo a Z.

01 (G) è 1S0

934 =g31- g41=0,

Se G ha quattro cicli ma nessun lato è comune a tre di eSS1, l'unica

disposizione rispetto alla quale Ql(G) non è nullo e mostrata in figura,
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sempre a meno di i somorfi di grafi,

in tal caso posto F =1r(G) U ~(G) - ({v2,v3),{v2,v5)) si ottiene,per

il Teorema 2, che 01 (G) è isomorfo al gruppo generato da 923 e 925

con la relazione 923 = 925 , quindi 0l(G) ~ Z.

Se G ha cinque cicli, a meno di isomorfismi si ha

v3

V4-

v,

posto allora F =V'(G) U (.E(G) - ((v2,v3),(v2,v5),(v4,v5))) si ottiene che

Ql(G) è isomorfo al 9ruPpo generato da 923,925,945 con le relazioni

923 = 925 = 945 , quindi ancora 01 (G) = Z.

Acce.tta..W peJt La. p'LbbL<.ca.Uone !.luUa Riv.ù:ta.

.. Acca.demia. di Sc~el'tze LweJte e~ di ra.LeJtmo"


