1
IL PRIMO GRUPPO DI OMOTOPIA REGOLARE DEI GRAFI FINITI GRIENTATI( )

SUMMARY .-  The {4t negularn homotopy ghoup o4 a pinite connected di-
nected ghaph G A8 Lsomorphic o a quotient group of sullable sequences
0f vertices 4in G. We show how Lo construet sucn a ghoup and determine £1

jon Lowrnaments with few vertlces.

PREMESSA.-Analogamente a quanto & stato fatto in [1] per i grafi non
orientati, ricaviamo qui alcune proprieta del primo gruppo di omotopia re
golare dei grafi orientati, Q,(G); salvo esplicito avviso consideriamo quin

di sempre grafi orientati.

Proviamo in un primo momento che ogni l-cammino regolare pu0 identificar

si con una classe di opportune successioni di vertici in G.

Successivamente vediamo che il gruppo (G,v) delle classi di successio-
ni considerate, isomorfo a Qy(G,v), pud essere ricostruito con un metodo
abbastanza semplice; con tale metodo calcoliamo il primo gruppo di omotopia

regolare di alcuni "tournaments" e proviamo alcune proprietda di Q,(G,v).

1. Indicheremo con G un grafo finito orientato e connesso (nel senso
che il corrispondente grafo non orientato G o connesso) privo di lacci,
cioé G =V(G) UL(G) con Y (G) insieme dei vertici ed B(G) ¢ UlG)x U(G)

insieme dei lati orientati.

Scriveremo u =V 0 V <« u per indicare che (u,v) €f(G) se u,v € U(G);

scriveremo anche u->v 0 vV ->u Se usv e u+#+v se (u,v) é.f(G).

Un circuito di G 1o diremo irriducibile se non esistono due vertici non
consecutivi del circuito congiunti da un lato. Chiameremo ciclo ogni circui
to triangolare non transitivo cioé tale che se u,v,w sono i vertici del

circuito si abbia u A4 w, w4V e VAU oppure u#V, VFEW € WHU,

- S ds ccibile . . . .
DEFINIZIONE 1 Si_dice ammissibile ogni successione S vov] v2n

(1) Lavoro eseguito nell'ambito del GNSAGA del CNR.
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formata da un numero dispari di termini coincidenti con vertici di G ta-

leche se 0 < 1< 2n~1 s1 abbia v. = v, 0O V. <« V. a seconda che
- = i i+l = ] i+]

e ran e

V., abbia posto dispari o pari.

UOsserviamo che se G €& connesso € vi,vj e V(G) esiste una successio-

ne ammissibile da Vi a Vj'

In sequito, salvo esplicito avviso, prenderemo in considerazione solo
successioni ammissibili e indicheremo di solito con una lettera accentata

i vertici che nella successione hanno posto dispari.

DEFINIZIONE 2.- Una successione si dice ridotta se in essa nessun verti-

ce compare piu di due volte consecutivamente, si dice di base v, con veV(G),

se 11 primo e 1'ultimo termine coincidono con v.

se..st )

Se ! ' € una successione di veritici di G e t=(t0,t1 ]

S = \JO\f:]...Vzn

con O = tG < t1{...¢-tn = 1 e una suddivisione dell'intervallo unitario I,

definiamo un'applicazione f : I - V(G) ponendo f(ti) =V per

21

i=0,...,n ed f([ti,t.

o) = Vo per i=0,...,0-1.

L'applicazione f cosi costruita & chiaramente un 1-cammino regolare (si
veda 1a definizione su [/] o su [2]) quasi-costante (cioé costante all'inter-
no dei segmenti di una opportuna suddivisione t di I come nella defini-

zione data in [4]) e tale cammino si dice associato alla successione s tra-

mite 1a suddivisione t.

Se viceversa f @& un l1-cammino regolare quasi-costante rispetto alla sud

in cui
n

divisione t = (tO""’tn)’ la successione s = vé Voooo V

Vo; = F(ty) per i =0,...n e v, o= f([t,,t, (]) per i=0,...,n-1 &

ammissibile e ad essa viene associato proprio 1'i-cammino f tramite t.
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[Individueremo ora la relazione che lega successioni associate ad 1-cam

mini quasi-costanti regolarmente omotopi.

DEFINIZIONE 3.- Due successioni s ed s' s1 dicono ccrrg]ate S€ una

- w——

si pud ottenere dall'altra con un numero finito di operazioni del tipo se-

guente

1) Inserire tra due termini consecutivi V. & Vi due vertici coinci-
denti entrambi con v, o.con v, ..

2) Inserire tra Véi & V,..q una coppia di vertici VoiV O W, O
vv a seconda che si abbia Vor €V Vo O Vo m VeV, o 0
21 7V 7 Yaine

2') Inserire tra Voj-1 & véj le coppie W 0 Vos1¥ & Vv a2 se
conda che ij-} “ v +—v2j o V2j—] > V% V2j 9 Vps >V 2 Voi-1°

La relazione individuata dalla definizione 3 @& riflessiva e simmetrica;

la relazione di equivalenza associata & quella individuata dalla seqguente de-

finizione.

DEFINIZIONE 4.- Due successioni s ed s' si dicono equivalenti se esi-

——— alr—y g—pp————{— ke

ste_ un numero finito di successioni 50’81""5n ciascuna correlata con la

s ed s = s': in tal caso si scrive s ¥ s'.

I

precedente e tali che s

OSSERVAZIONE 1.- Dalla 1) segue subito che per ogni successione ve ne €

una equivalente ridotta. Da 1) 2) e 2") segue che un termine v, tra due

termini vj = Vj+] uguali tra loro si pud sostituire con vj :

Come nella proprieta 3 di []] si prova facilmente il segquente lemma te-

nendo conto della proprietd 3.5 di [6].



P -

LEMA 1.- Se t e t'

I ed s & una successione ammissibile, gii T-cammini f ed f' associa-

p—r i =] R el o Pl e i e

sono due suddivisioni distinte dell'intervallo

(LN L]

tiad s tramite t e t' sono regolarmente omotopi.

Se f € un l-cammino quasi-costante rispetto ad una suddivisione
t = (tg,u,.,tn) e se t' = (t5,...,t ) & una suddivisione pid fine di t

(tale cioé che ¥i =1,...,n-1 4j e {1,...,m-1} con t. s t&) le succes-

sioni associate ad f tramite ¢ e t' sono equivalenti,

ik

Dato un 1-cammino f quasi-costante rispetio a t e t', le successioni

associate ad f mediante t e t' sono equivalenti.

In definitiva si pud passare da un l-cammino regolare quasi-costante ad
una classe di equivalenza di successioni e da una successione ad una classe

di emotopia regolare di l1-cammini indipendentemente dalla suddivisione di [,

LEMMA 2.- Se s ed s' sono due successioni equivalenti, gli 1-cammin

associati f ed f' sono regolarmente omotopi.

Dimostrazione.- Basta provare 1|'enunciato per successioni correlate.

S1a § = Va...V.V ed s' = VaA...V.V.V. ....V sia ottenuta
0 i D +1 2n

R
j+] en 11 1

da s con un'operazione del tipo 1). GIi l-cammini f ed {' associati ad

s ed s' vrispettivamente tramite (tggﬁ*agtﬁ) & (tﬂ,..ngti,(ti+ti¥1)fzﬁ...
f [ -nn'E
coincidono.
Se s' = wl...vi.ovww' . v, _...vl opnure s' = VA...V.. V1. .wy! . ...v!

3 21 21+l 2i+i on P 0 23=V 23-1 23 2n’
I'applicazione H : 12 » y(G) definita da H(x,y) = f(x) se y e [0, ,
Hixsy) = f'(x) se vy e]é,l] e un'omotopia regeoliare tra f ed ' ottenu-
tida s ed s' con una stesca suddivisione di 1. Se invece s' @& otteny-

™ § N

tae da s in altre modo con un'operazione det tipo 2) 0 2'}) si1 ha un'cmotonia



i
i

tra f ed f' ponendo H(x,y) = f(x) se ye [0,3] , H(x,y) = f'{x)

se y €[3,1].

LEMMA 3.~ Se f ed f' sono due T-cammini regolari quasi-costanti

con f(0) = £'(0) ed f(1)=1"(1) ese f ed f' sono regolarmente omo-

topi relativamente a {0,1} , allora le successioni s ed s' associate ad

f ed f' sono equivaienti.

Dimostrazione.- Sia H : I - 17(G) un'omotopia regoliare costante ail'in

* . N T . o
terno dei rettangols Ak = [kk’tk+1j X LTthh+]] e all interno dei lati

di tali rettangoli, essendo (to,..,,t ) e (TO,...,T ) opportune suddivi-

m
1
sioni di I( ).

oL h N oh h k K k L
Indichiamo con S = V. V_ ...V ed r =w. ...W le successioni in-
0 n 0 2r

dividuate dalle restrizioni di H a {r X I ed a{%(Tk+Tk+1)} x I rispet

Fi
-
-
=
D
~
H
(-

tivamente, con h ..m=13 proveremo allora che

sh “rn ¥h = 0,...,m=-1.

o . . h h . .
Sia infatti 21 11 primo indice tale che VZi # w21, Ci0é Sia rh =

h vh w'h w‘h s1 ha allora vh " " - vh vh > wh
0 "tr2i-17ei o : ' 1’

Y 27 7 Voi-1"Moi T Voq-17V25 T Yoy

" > wh wh wh
21 21+1° 21 2i+1"

Utii11zzando la definizione 3 si ottiene

L TR

(1) Ricordiamo che, analogamente a quanto si @ visto in[S}, si prova in|4]
che tra due camnini quasi-costanti regolarmente omotopi vi & un'omotopia
regolare quasi-costante,



h h h .h h
.

h h h
0 **t'2i-1721 "2

R
i 2i+]

N

b2

w'h
Zn

C Y

i
W 0

V. .

Shh b
24 Y241 on

h n

. o . - e .
Se invece € 2j+1 11 primo indice tale che V2j+] # w2j+] S1 ha
vh N vh vh . wh vh . wh vh N wh vh . wh
2] 2j+1° 2] 23+17 " 23+] 2i+1° 23+p 23+1° 2342 23+2°
h h h n h n

"o342 T "23543° "o542 T V25410 Y2342 7 Y2543

N
“""zg} o X %’iﬁi "“3?r3
Risulta allora rh £ véh...véz w2j+] Vé?+2
wh. w'h wh : w'h = v'h...v'h vh. v'h wh : w'h
2342 2342 23+3 77 " 2n 0 23 23+l 2j+2 23437 2n

S1 ha ¢cosi una catena finita di successioni

equivalenti con termine ini

Z1ale rh e termine finale sh.
. . k=1 _ K S
Con ragionamento analogo si prova che r =s ¥k=1,...,m quindi
S £ s,
DEFINIZIONE 5.- Se s = Vor Vo, ed r = UO LUy €N Uy = Vo v S1
definisce somma di s e di r e si indica con s % s la successione
VO"'vEnul"'UEm'

Tale legge di
delia definizione 4 € compatibile con essa.

L"insieme m(G,V)

composizione e asscociativa e la relazione di equivalenza

delle classi di equivaienza di successioni di base
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con la legge di composizione indotta da % , che indichiamo ancora con #* |,

e un gruppo; 1 'elemento neutro & la ciasse [ﬁ = v| e 1'inversa della classe

S = V..V S R
E vb...vzﬁ] e | VS VO]

TEOREMA 1. Se v & un vertice di G 11 primo gruppo di omotopia regolare

di G,Q,(G,v), € isomorfo a 7(G,v).
T I

Dimostrazione.- 0Osserviamo intanto che in ogni classe di omotopia di

l-cammini regolari vi é un l-cammino regglare quasi-costante (si1 veda [ﬁ]).

Le applicazioni ¢ : n(G,v) =~ Q](G,v) e U Q1(G,v) > n(G,v) defi-

nite in modo ovvio dal lemma 1 e dal lemma 2 rispettivamente sono compa-

tibili con le strutture di gruppo e sono una 1'inversa dell'altra.

Se G € connesso Q](G,v) non dipende da v per cui porremo anche

(G,U) = ﬂ(G).

OSSERVAZIONE 2.- Se G & il grafo non orientato associato al grafo orien

tato G e chiaro che un n-cammino regolare di G 1o € anche di G, quindi

se veUlU(q) e én(é,v) e 1'ennesimo gruppo di omotopia regolare di G s

(]

ha Qn(é,v) #0 =>0 (6,v) # 0.

L'implicazione inversa non & verificata come provano gli esempi che dare-

mo in seguito.

OSSERVAZIONE 3.~ Se G non ha circuiti, cioé & un albero, si ha Q,(G,v)=0

per ogni fissato vertice v. In effetti per ogni successione ridotta

S = VYL LV, GV di base v esiste un vertice V. che nella successione
e preceduto e sequito da uno stesso vertice Vi g T Vigqo per cui sostituendo
V.o conov. . si ottiene una successione s' = s. Riducends s' e ripetendo

il ragionamento si ha che s & equivalente alla successione costante v.

51 ha allora che dato un grafo connesso G esiste un sottografc connesso
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F contenente tutti i vertici di G e tale che Q1(F) = 0; basta considera

re F in modo che il corrispondente grafc non orientato F sia un albero

massimale di G.

2. Siano ora G wun grafo connesso, F un suo sottografo ed L(G) il grup-

po 1iberc generato da 4 (G) UV(G); indichiamo con gij 1'elemento indi-

viduato dal lato (vi,vj) e con g, quello individuato dal vertice V..

Sia inoltre K(F) 11 piu piccolo sottogruppo normaie contenente gli eiemen-

ti di L(G) del tipo gij con v, +—vj in F e gij + gjk - 95, Se

o

vi,vj,uk formano un circuito transitivo in G oppure vi = vk.

Posto L(G,F) = L(G)/K(F) si prova il seguente teorema come in [B]
n. 6.3.6.

TEOREMA 2. Se F € connesso, Q](F) =0 e V(F) = V(G) allora
m(G) = L(G,F).

Dimostrazione.- Se vie’U(G) f1ss1amo una successione S ; da un verti-
ce assegnato v. a v. 1in F e, se v. >V, 1in G, poniamo ¢, .=S.¥V_V.V %5 _
0 ] 1 J 1] 1 13 ] 2
e o L : : . .
& P Si*Si . Poiche (F) = 0 s1 ha chiaramente che ogni successione di
hase V.,S = V., V....V V., € equivalente a ¢ C . quindi
0’ 0 ‘17" Von-1 Yo © 1 01%512 * %5000 1) S

per cui le classi del tipo [£..] e I&z.

N
. e~
....'}J... -7 11~ g

nerano H(G’v())'

L'omomorfismo ¢ : L(G) » n(G) definito da $(9;j) = Léij} e surietti-

vo € 51 ha  ¢(K(F)) = {{v I per cul 4 induce un epimorfismo ¢ di

N

. -1

G S G):; in effetti se v. » v. i 6(g..) = [s.%v.v. v %S5 =
L(G,F) su =(G); in effetti se V. vJ in F e ¢(g13) SRV, VYR



, " i li 3 S i |]a L] - | - ]
‘* * 4 . m— I * V -'I ": iy S :it S iﬁ v V V !li S IE S I: V V V !I: S -
| Q . g - -E ':E‘.; . | ‘ |!; - . r ‘* - ™ " l I | k I k a - |
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SEVLVV kS ] [VO]

Viceversa posto y(s) = go]+g]2+,*.+g(2n_])0 per s = Vovi...v o Ve

=0 siha s =s' =>qy(s ) = y(s') mdK(F); infatti se s' = v_...

“m

Vo qVaVaVave oV, 8 v(s') - y(s) = 9y7 * ...+g(1_])_+2g1

eV VLY : ."(go]+...

-

i

"'9(1—1)1)6K(F) poiché g..eK(F); se poi s' si ottiene con un'operazio-

11

ne del tipo 2) o 2'), ad esempio se s' = VO"'ViVjVjVi+1"'VD si ha

vst) - u(s) = 301 9194794579357 37945795 (141) "Y1 (1)

“(Ggy e 9 (4q) JEK(F) poiche g, 4G, = 950 € 034495401y 05 440

stanno in  K(F).

Inoltre  y(s*r) = y(s)} + v(r) per cui posto w([S]) = [ﬁ(s)

definisce un omomorfismo ¥ : w(G) - L(G,F).

-1 -
Infine ¥ o & =1, infatti v(2(g..)) = [&(51}+¢(vivjvj)+¢{5é')j -

:[Qi{ - gjjj = [hijj’ quindi ¢ oltre che suriettivo & anche iniettivo.
; )

OSSERVAZIONE 4. Come in [8] si prova che se 4(G) & ordinato e se val-

gono le ipotesi del teorema precedente allora =(G) & isomorfo al gruppo



generato dagli element gij con 1 < J, Vi %fvj e vj ﬁ-vi in F

con le relazioni 9. ; t g, = 91 se Vivjvk formano un circuito trian
o TEL . -

golare transitivo (anche degenere) di G manondi F con g =0 se

rs

(vr,vg)ef(F}¢

Inoltre € evidente che Q](G) ha un numero finito di generatori e un
numero finito di relazioni. Se poi G non ha circuiti triangolari transi-
tivi Q](G) e libero.

-

OSSERVAZIONE 5. Come in [1] si prova che se G & unione di due grafi

G' e (" connessi che hanno in comune un solo vertice e nessun lato si

ha Q,(6) = Q,(6") & Q,(G").

0SSERVAZIONE 6. E' noto (si veda |7]) che un grafo orientato in cui vi

e un vertice che precede (0 che segue) tutti gli altri ha tutti i gruppi
di omotopia regolare nulli. Si verifica inoitre che se 1 soli circuiti ir

riducibili di G sono triantolari e transitivi allora Q](G) = 0.

falcoleremo ora il primo gruppo di omotopia regolare di grafi orienta-
t1 1 cui corrispondenti grafi non orientati hanno tutti gruppo di omotopia

regolare di dimensione uno nullo.

ESEMPIO 1. Un grafo orientato completo {tournament) G con tre vertici

ha gruppo Q1(G) = {0} se & transitivo,

Vo,

P
J_,f
F'EHI

'afl #fi_. - \;\b V‘j

Q](G} = 7 se & un ciclo
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ESEMPIO 2.Un grafo completo con guattro vertici ha gruppo QI(G) = {0}

se ha solo un cicio

[n effetti in tal caso i1 sottografo F ottenuto tegliendo a G un la
2) deil'unico cilco (v],vz,vS}
te, Ql(F) = {0} e W(F) =V(G); Q}(G) ¢ dunque generato, per il Teorema Z,

da = 0.

to, diciamo (v],v e connesso e, chiaramen

con la relazione

992 912 7 914 T Iy

Se invece G ha due cicli, esiste certamente un Jlato, diciamo ancora

(V,sV,), Che fa parte di entrambi 1 cicli.

V5, . — V3
S

.f"\a
=N

Posto in tal caso F =V{(G) U (£(G) - {{v],vz)}) si ha chiaramente che
0, (F)

ente si ricava che e isomorfo al gruppo libero generato da po1
dente si ri h Q](G) e 1 fo al 1ib to d 915 1

] 2)

H

{0}, V(F) =v(G) ed F & connesso; procedendo come nel caso prece

-—

ché (v],v non fa parte di alcun circuito triangolare transitivo.

)
51 tenga presente inoltre che un tournament con 4 vertici non pud avere

pit di due cicli,

ESEMPIO 3. Sia G un grafo completo con cingue vertici; tale grafo ha

al pit cinque cicli tra i suci dieci circuiti triangolari.

>e G ha un solo ciclo o due cicli si ha banalmente QT(G} ={0; .

A vs
AN AN
] H"\ N | o f \
vy e }7 ) I S e ﬂ?vﬁ
O\ F \(" / ™~ i /
WA S AV ANy
/ - N ,-ff o - \ /
vy [ i & *g_;ﬁ, Vg R -—-*—bgv&
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basta infatti considerare F =V(G) U (£(G) - {(vq,vq)}) nel primo caso,

i

F=a(G) U (£(G) - {(v2,v%}5(v39w4}}) negii altri due casi ed utilizzare

11 Teorema 2.

Se G ha tre cicli con un lato comune si prova che Q]{S) = /7 se ha

tre ¢icli senza un lato comune Q](G} = {0}, utiiizzando 1 sottografi indi

cati nelle fiqure

FzVGWUG) - ¥y, %)) F = U(G) ulb@)~{(vgVy) (V,,Vs)}) F=U@) v (BB {0 %),(va,v, ) (v5,v)})

Se G ha quattro cicli, tre dei quali con un lato comune, allora 1'uni-

ca disposizione possibile (a meno di isomorfismi di grafi) & quella mostra-

ta in figura

e ponendo F =V(6) U (£(6) - {{V]EV?),(U?,V4}}) <i ha che Q]QG) €& 150-

morfo al gruppo generato da P e 924 con la reilazione 934:g3]-g41:6,
cioé € isomorfo a Z.

Se G ha quattro cicli ma nessun lato & comune a tre di essi, 1 'unica

T

disposizione rispetto alla quale Qiiﬁj non € nullo @ mostrata in figura,



in tal caso posto F =P (G) U CE(G) - {(vz,VB},(vz,vS)] si ottiene,per

il Teorema 2, che Q,(G) & isomorfo al gruppo generato da g e g
] 23 25

i

con la relazione 9y3 = Ipc> quindi QT{G) L.

Se G ha cinque cicli, a meno di isomorfismi si ha

= ‘ - . ...E
posto allora F =7(G) U (£(G) “(VZ’V3)’(VZ’V5}’(V4’V5)}) si ottiene che

0,(G) €& isomorfo al gruppo generato da 953295599, COD le relazioni

H

P2

= g,c» quindi ancora  Q,(G) = Z.

-
am—
-y

323 = 905
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