- (
(27) T*f = JJK(m)H(Z,C)f(ﬁ)dgdn,dﬂve s1 & posto
A

(m ) ~ J* ¢ .
(28) K (z,:)-J[ﬁ&ldnljjiazdnz*.,!{iﬁmmzdnmmzjjim(z,gl)...Kliﬁm_l,a)dqm“ldnm_l.

Tornando al nostro problema (11),(12), in virtld dei risultati di {Zj esiste

una ed una soluzione u appartenente allo spazio IL(A)iEssa & data da

(29) u = Gf ,
dove
(30) G =TT  -TPT"

: : . 2 . . (2
essendo P 11 proiettore ortogonale di c;i (A) sul sottospazio fQ(A) di éé,th}

W . . . -
costituito dalle funzioni di € (A) soluzioni della equazione omogenea

(31) E¥u = 0 in A .

TEOREMI DI COMPLETEZZA PER LO SPAZIO (a).

Facciamo vedere che, fissato un opportuno dominio B 2 A  comunque si scelga

- L * w L L
W € Hm(A) soluzione di Ew =0 1in A e comunque si scelga £ > 0, esiste

(3)

- s
u € Hm(E), soluzione di E u

it

0 in B, tale che Hw--u”A < g,

(¥) Ora e nel seguito la norma ed il prodotto scaiare indicati souno quelli

2
usuali dello spazio ;{ (A).



A tale scopo premettiamo alcuni lemmi.

LEMMA I

. o * d . 3
Sia ue H.(A) e L = -(ax + 13_y

).

Sussiste la seguente implicazione :

X )
iu;aA = 0e L u'BA = 0}*;} [DHIBA = OJ :

Dimostrazione,

* Eul 3u2 Bul auz
3 =y +1 realij,s1 ha .L-u=- -} -1 + =
Pcsto u u, 11.12(111 e u2 } o = lay 5y
Bul Buz ' Bu2 Bul
= - + = 1 + ).
3% 3y 3x ¢y
Pertanto dev'essere :
( ) du, . Ju., o
oX 3y
(1) \ su A,
K uy 53U,
+ = 0
3y X
D'altra parte,da uy+ iuz = 0 su JA,consegue
My ax My gy
+ = (
8x  as oy ds
(11) su  gA.
au% dx 3 U dy 6

5% ds | T3y Tds

Le (1),(11) costituiscono un sistema omogeneo di quattro equazionil
u u u u
3 3 d 9 d 5

1 1
v 7 8x ' 3y

nelle incognite ,11 cui determinante é

ax 7

dx 2 dy 2
()" (57 4o
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anl Bul | Buz 3u2
| 4 | > : . "3 1 S T ita— X o= =
Pertanto l'unica soluzione di (1),(11) & T T e 5y 0.

Osserviamo che,in virti delle (17) che trasformano un qualsiasi opera-
tore L; (h=1,2,...,m) del nostro problema in 1¥,i1 lemma continua a sussiste-

o . . »* ’ .
re se s1 sostituisce a L uno qualunque degli operator: E;.

LEMMA TII

Siano dati

. o . SR EE S S B
1) L,L  gli operatori (13),(14) e sia K(Z,E)*“i‘r‘ E—EIK' (2,2 )= 2 -z

2) un dominio B di IR2 tale che : i) BD & ; ii) Y zo ECE ,32;(3% ,tale
che z e zo siano estremi di una poligonale tutta contenuta in(’i :
3) wcjz(ﬂ) :

Sussiste la seguente implicazione :

W¢H1(A) , tale che :

((1:.«,&:)‘,&== 0 ,Yue c’®)iu =0 in B)=;>'
LwﬂwinAew[aA=0/

Dimostrazione,
r - * f
Per ogni z & tB poniamo u(Z) = K (z,0).

Risulta : Lzu = 0 1in B . Infatti

1
u(z) = K'(z,3) = 'TLCNEIZ"CI
da cui

»* 1
Lou o=

® 1
: T LCLClOg}Z"C’ *'7“—62153!2'4’;' = 0,

Per 1potesl si ha

: w(z)( K*(z,;)d&dn = O ossia (( K{z,z)w(z)dEdn = 0.
)Ja JJA

Tale uguaglianza & vera per la 2) ii), per ogni z& CA

Posto ¢(z) = JJ RK(z,0)w(g)dédn e ¢(z) = j[ log|z~z|w(g)dEdn,
A A



.Hll-.
= - - | 1 = L “
e osservato che K(z,Z g L loglz=¢| ,risulta ¥(z) = - - L_$(2).

E'pniché d(z) appartiene ad HZ(B% (cfr. ESJ') , la fun-

. . 1 * 1
T | = e o wn
zione Y(z) appartiene ad H,(B). Inoltre LW L, L ¢ = A 0 = w

(formula di Poisson). Infine ¥ ,come funzione di Hl(B),attraversa con

continulita BA(SEﬂUHdD le funzioni di Hl)' Quindi 0.

Y9aa *
Il lemma € cosi dimostrato.
In virtd delle (16) e (17),tale lemma continua a sussistere se si so-
stituisce L con l'operatore L o con uno degli operatori L; o Lh'

Dimostriamo ora il seguente

TEOREMA 1
Siano L? e ﬂ; due degli operatori del nostro problema.

. . 2 _ N
sia weC A)NLB (A) tale che LLw=0 in A,

Sia B un dominio soddisfacente la 2) del lemma precedente.

Sussiste la seguente implicazione

((w,u)A= 0 k/u € CW(B) tale che L}L;u = 0 1in Blzﬁ(w = 0 1n A}

Dimostrazione.

. w * : . .
Sia he C (B) e tale che Lzh = 0 in B. Per l'ipotesi ammessa sara

(w,h)A = 0, Per 11 lemma II eststerad ﬂeeHI(A) tale che L?G = w in A, U;BA=O.
- i

Sara,allora, sempre per l'ipotesi ammessa,

H
-

(%) (Lo ,u),

v L " ] L] *
dove u soddisfa le condizioni dell'enunciato. Dalla (&) segue (g’LZH)A= 0

e, ponendo

¥
(%) v = Lzu ,
s1 trae
(ﬂ‘ﬂ'*) ((‘_‘}'rv) = {)

A
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! '3
La (%%%) sussiste per ogni Vv £ Cm(B), tale che le = (0 1in B.

Infatti, data una tale v, esiste sempre una u verificante le condizioni

dell'enunciato, tale che sussista la (¥%), Esisterd, allora, pe¢ HI(A) tale

che L.p=0 1in A, 0.

1 “loa

Pertanto si avra w = LZU = LZLlp. Inoltre, essendo o© 5'Hl(ﬁ)ssi'avr§+aaHZ(A).Riésce

AR
S =0, Lp.=0,LL LLp=0 in A, cioé
quindis Plgp™ ¥ =1Paa" 70 T2 21” ’

A.p =0 1n A, pe&Hz(A)f\H&(Au) per ogni A, tale che E@ C A,

Ne viene (cfr;[Z],p. 39) 0 O in A e, quindi, w =0

LEMMA I11

Sia u ¢ Hn+l(A) conn > 1

Sussiste la seguente implicazione

Dimostrazione per induzione,
Il lemma € vero pern =1 (lemma I)
Facciamo vedere che,se € vera l'implicazione (ipotesi induttiva)

8.~ ‘
{H;BA = 0e DL uIaA =0, 0 ¢ |s|g n-Zjﬁb

I
allora € anche vero che

[u|aA =0 e Dsﬂiu}aA = 0, Os!s:gn—l]:>[DSu‘ =0 , 0 <|s]¢ n}
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E' evidente che :

. ¥
r - o i) ulaAf 0 e D°L uIBAf 0, 0<l|s| ¢n=2}
ulaA' 0 e I}Lu|aA- 0,<:>
\ per 0 < |s| < n~1 y . anﬁlL*u
-~ J1) === =0, 0g hg n-l
\ 3X 3 5A ‘

Dalla j),per 1l'ipotesi induttiva,consegue che Dsu|aA= 0, 0 < |s|] < n~1,

D'altra parte la jj),scambiando 1'ordine di derivazione,diviene :

- v 2 -
31"1 lL u #an 111 5
— ! . e e e . 108 AR B
3xpy? 1 h yx Ty LR

su 9A, 0 <h<n-1,

In virtd dell'ipotesi induttiva,si ha

Hn_lu
T = 0 su JA per 0 < h £ n-1
0X 3y
n-1
Posto u(n L, __ 3 v , risulta u(n l’hlg H,(A), e quindi
h, n=1-h 2 ’
dX 9y
per 11 lemma I, si ha Du(n-l’h)n 0 su 3A, ossia :
(g) e _.__L = 3“u = ()
- axha n-1-h . h+13 n-1-h
4 su 3A, per O <h < n-1.
-1
(o0) 9 —-—————-—-—-—-—-—Bn - = -—-—-—-—-————-—Bnu = 0
3y axhayn-l—h axhayn-—h
Bnu
Le (o0),(00) si possono scrivere =0, per O < h ¢ n
h_ n-h ~ ~
9X 3V oA

I1 lemma & cosl dimostrato,

f e - * -, ¥ - & " * g
L'implicazione € ancora valida se si1 sostitulsce L con Lh i

in virtd delle (16).
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LEMMA 1V

Siano:
1) A un dominio limitato di IR propriamente regolare;

2) B un dominio soddisfacente la 2) del lemma II;

3) wwe:gz(AJ.

Sussiste la seguente implicazione :
30 ¢ Hp(A) tale che : |
((w u),= 0 txu e C°(B) tale che Eu =0 in B — |E.o=w in A e DSG| =0
W\ A T ‘ JA

L per 0 < |s| <m ~1
)

Dimostrazione.

; (m)

; ®
Per ogni z ¢ {'B, poniamo u(Z) = K (z,5) =

( | % *

fi

Risulta u(z) € C°(B). Pertanto,per ~. ipotesi si ha :

[f W(C}('K gi?Z,t) Lidn = 0 , ossia [I K(Ho(z,ﬁ)w(C)dEdn = 0 ,
A

A A

Quest'ultima uguaglianza sussiste anche per ogni z ¢ 0}1

Pertanto, posto o(z) = IJK(HD(z,c)w(q)dEdn , Trisulta :

A

| | . S ' C
g € Hgﬁﬁ) s EO = w in A ; D UIBA= 0 per O < |s| sm=1 (poiché ¢ e 1le

sue derivate,fino a quelle di ordine m-l,attraversano con continuiti 3A

nel senso delle funzioni di _Hm)_
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TEOREMA II

. : : : w :ﬁ?
Sia m > 2 . A e B soddisfino le ipotesi del lemma IV e sia weC (A)n J, (A)

tale che:
* )
1)) Ew=0 1in A.

Sussiste la seguente implicazione:

&

/

*
(w,u)A =0, ¥uc¢ Cm(B) tale che E u

Dimostrazione.

% ¥ "
Sia hé;Cm(B) tale che L2 L3...L h =0 in B. Per l'ipotesi assuntaz riesce
m

(w,h) = 0. In virtd dél Lemma IV esiste oe¢H (A) tale che L....L 0 =w 1in
A m—1 2 m

S | : : :
A,D G] =0 per O f_lsl < m - 2. Sempre per 1l'ipotesi ammessa riesce, pertanto,

oA

(o) (LZ...LmG,u)A = 0,

dove u soddisfa le condizioni dell'enunciato.

- % *
Dalla (o) segue (o,L_. ... L u) = 0 e, ponendo
2 m A
e ¥
(00) v=L_ ...Lu,
2 m
si deduce
(o00) (ﬂ,v)A = (),

: . w * : .
La (ooo) sussiste per ogni ve& C (B)tale che le=0 in B. Infatti assegnata una
tale v, esiste sempre una u verificante le condizioni dell'enunciato, tale che
sussista la (00). Per 1l lemma 1II esiste, pertanto, p € HI(A)’ tale che Llp= g

in A, = 0, Si ha, pertanto, w = L_...L o=L ...meﬁ

? 1 aa



Inoltre, essendo Ué&Hm—I(A)’ si ha p ¢ HE(A)_cnme facilmente si dimostra usando

11 teorema di Lichtenstein-Friedricihs = ed il fatto che Dsﬂl = 0 per Oﬁfjsllf_m~2.

oA

" . . 5 ] ]
Riesce, quindi, pl&A =0,D L1”|aA =0 per O j'ls|15_mr2; in virti del Lemma III,

. | 3 e
s1 ha, allora, DSp|BA.= O per O < [sl_ﬁ_m—l. Inoltre Lm."'Llef"Llp =0 1in

A,peHm(A)ﬂH (AG) per ogni Aﬂ tale che A c A. Se ne deduce, pertanto, (cfr.[Z],

2m o)

pag. 39) p = 0 in A e, quindi, w = O.

Dal teorema II consegue la determinazione di un sistema completo nel sottospazio

Q2(A) ; le funzioni di tale sistema si ottengono considerando in B 1le soluzioni

| - *
della equazione omogenea associata alll'operatore E ; B = soddisfa la 2) del Lemma II.

Stupponiamo ora che A e B siano semplicemente connessi.

In virtd di teoremi di rappresentazione dovuti a T. Boggio le soluzioni in B di

* L | L 2 - L ] - * [
Eu=20 S1 possono rappresentare mediante le soluzioni, in B, di L.u =0 (1i=1,2..,
1

Riportiamo qui di seguito, con riferimento agli operatori differenziali del nostro

problema, due teoremi di rappresentazione di T. Boggio: {4]

1°) - Sé‘b =_91,Z§2 ) cnnﬁl 2 5252 primi fra loro, allora ogni funzione U di

W | : . #
C (B) che soddisfa 1l'equazione ﬂzj U=0 puo rappresentarsi con la formula

U=0U"+U", dove U' e U" sono funzioni che soddisfano le equazioni
UI - LL . .
DU =0 e PU" =0
| o4l

@ . . ' ; w '
2°) - Ogni funzione U di C (B) soddisfacente 25 U =0 pud _sempre rappresen

tarsi mediante p+l funzioni Ul,Uz,...U 1 che verificano 1'equazione
P

ﬁU = 0, per mezzo della formula U = xF U, + XP_LU t..l.txU + U .
1 2 P p+l

e . | . . . % % ¥
Applicando il Teorema 1°) al caso dei nostri operatori, se E =1_...L con

1 m
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* ¥ . )
Lh 7 Lj per h # j, risulta
m
w= _ZI u(h)
h=1 ’
. . : : . (h) L.
dove w € una generica soluzione 1in B di E w =0 e le u sono soluzioni 1in
A
B delle equazioni omogenee associate agli operatori Lh, per h=1,2,...m,
e e . . oy o A ﬁsl ~ *SR
Pln_ln.generalg’per i teoremi 1) e 2°), se E = L1 e vels , con SiE‘N e
* ] L]
51+52+...+s = m, per w tale che Ew=0 in B, si ha
P
(38) W= % (xsh_l u -#xShﬂz -t +xXu + u )
h=1 “Hgll e T

%

con le uh 5 (L:iiﬁh) soluzioni della equazione omogenea associata all'operatore Lh

>
in B.

- * &
Sia w wuna soluzione in B dell'equazione E w= 0. Per essa sussiste la (38).

D'altra parte,in ogni compatto contenuto in .B(e,in particolare, in A), per classici

risultati si ha:

. (n)
(38") u .= lim P,
h, j > h,]
o
(n) L o .. h 1
essendo Ph . un polinomio nella variabile complessa x+i( —— x + —E—'y).
Ne viene che la successione di funzioni
o
: h -1 -
{Ex+1C"E- X +'—E—'y)J } (h=1,...,p3 n=0,1,2,...)
h h

costituisce, per la (38') e per il Teorema II, un sistema completo in Q(A).Ordinan
do in una successione ad un solo indice quella testé indicata, si ottiene la succes-
sione I{wk} (k =1,2,...).

Cio prémésso, ritornando al problema di determinare la forma esplicita dell'opera

tore G dato dalla (30), si ha
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Pertanto

(39) TT = IJ K(m)(z,al)ﬁ(m)*ccliﬁ)dﬁldnl,
" |

con k(™) ¢ K(m)# dati rispettivamente dalla (26) e (28) .

Tenendo presente il significato del proiettore P che figura nella (30),risulta

&0

X, N *
PT £ = £ auw , con 57 (T fow ), =
k=1

(m)” - _
= JJA[JIAK (Cl,c)f(C)dEdn]mk(cl)dﬂldnl

= JJ [JJ K(m)¥t;1‘;)ak(c1)d£1dnl]f(C)dEdn :
AVM7A

Pertanto

PT” = Z[H K(“‘)"(cl,z;)Gk(cl)daldnl]wk(z) , da cui
k=1V /A

o0 ( %
(40) TPT” = Z”AK(“‘)(:;,;l)[JIAﬂ(“‘) (cz,r;)mk(cz)df;zdnzlmk(cl)daldnl =

- %”AK(“‘)(z.r;l)mk(cl)deldanAK(m)*(cl,c)ak(cl)dr,l d, .

Infine,per le (39),(40),l operatore di Green ha la seguente forma :

(m) *

% X (m) _
(41) G = TT - TPT JJAK (Z,CI)K (Cl,ﬁ)dﬁldnl

(m) , (m) ¥ - |
- %”AK (z,cl)mk(ﬁl)dilanHAK (5,,8)6, (5,)dE dn. .
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Tale rappresentazione dell'operatore G pud essere impiegata per il calcolo

degli autovalori del seguente problema:

. .
(1') EE v =-Av=0 ve Y
(2") DEV = Q | su OA  , per O j_ls[ < ml

secondo la teoria esposta in [5] (cfr. pp. 69-71).



