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Sommario

In questo lavoro si studia il problema di valori al contorno

dove E è un particolare operatore ellittico di ordine m > 1

(l)

(2)

..
EE u= f

s
D u = O su aA per O ~ Isi.:: m-l

..
e E. è l'opera-

tore formalmente aggiunto di E.

Di tali operatori è possibile costruire gli operatori soluzioni fondamen

tali.Ciò permette di dimostrare l'esistenza e l'unicità della soluzione del

problema (1), (2) in una opportuna classe 'U(A) per ogni f E ';1;2 (A).

Il fatto più saliente è che dell'operatore di Green del problema (1),(2)

si dà la forma espHcita.

Ciò permette di studiare il problema di autovalori relativo ad (1),(2)

usando (oltre che il metodo di Rayleigh-Ritz) quello degli invarianti orto

gonali •
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Consideriamo l'operatore differenziale lineare di ordine 2m a coefficienti

(1) a é IR. s - O, l, .•.. ,2m,
s

con la seguente ipotesi di ellitticità:

(2)

( ) . 2 l h 2 .2 .. Oper ogni vettore '1"2 d~ IR ta e c e 'l + ~2 T •

Dalla (2) consegue che ao ; O e

Per '2 .; O, dividendo per ,;m e

diventa :

ponendo - w,la cocdizioDe (2)

(3)
2m

.L-
s - O

2m-sa w ; O, per ogni w reale.
s

Questo implica che gli zeri del polinomio a IO membro della (3) sono

tutti complessi e a due a due coniugati,essendo gli a reali.Se indichiamos

tali zeri con ~ ! ill
h

(Bti,!a) ,hOol,2, •• ,m, il IO membro della (2) si può acri-

vere

(4)

Per analogia con la (4),l'operatore (l) si può rappresentare nel seguea-

te modo

(5) Jj (_3_ 2.-)
2m ax' 3y - ao

m 3n r-L 3x
h-l

- (a. +iB )2.-] [2.- - (a. -iB )_il_] •
n h 3y 3x n h 3y
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Se poniamo

(6) a
ax -(Cl +iB )2

h h ay

indicato con ~ l'operatore formalmente aggiunto di ~ ,si ha

(7)
.,.

In= a--+ax (Cl -l'a )..L = -Lr..L -(Cl -iB )2-]
h h ay ax h h ay

Pertanto si può scrivere

Q\ a a
oX/ (- --) =

2m a.x' ay

...
oppure,per la permutabilità degli ~ e Lh ,

m
(-l) a.

m

Infine, posto E = 'h=lILh, e osservato che,detto •E l'aggiunto formale di E,

si ha

si può scrivere

(8)

2
Sia A un dominio di R (insieme aperto) limitato e propriamente regolare. Si

f una funzione di ~ 2 (A) •

Sia 4)l(A) la classe delle funzioni u appartenenti a

(l)
dominio A. tale che A. CA.

H (A) n H
2

(A.) per ogni
ID ID

Consideriamo il seguente problema di valori al contorno

(9) c02m
u = f ln A ,

(lO) s
~A, IsiD u = O su per O:!: ~ m-l.

------ -------

(l)p l .. 'f 'f ' r J'er e notazl001 usate 51 a rl erlmento a LI
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Tenendo presente il significato dell'operatore ~2m e pensando con

globata la costante (-l)ma;& nel dato f,il problema (9),(10) si può scrivere

01 )
lO

EE u = f in A,

(12 ) nSu = O su dA, per O ~ jsl ~ m-l.

:;.
Così formulato il problema è di tipo biarmonico generalizzato~ )

e~~icità della solu

ogni f di ::t~A).(l(A) ,per

Dimostreremo che esistono gli opera·tori T e T" soluzione fondamentale

( 2')
rispettivamente di .R e E~ Ciò assicura l'esistenza

zione u del problema (11),(12) nella classe

Daremo inoltre,una costruzione esplicita dell'operatore G di Green ~~~

nostro problemaJPer mezzo ài T,T~ e di un operatore proiezione.

Procederemo nel seguente modo :

I)-mediante un opportuno cambiamento di variabili, trasformeremo gli ope

\<
ratori Lh e Lh dati da (6),(7), rispettivamente,negli operatori

( 13) L=

lO d
(14) L=-_

dx

. ;;
-~-

ily

dei quali,come è noto,sono operatori soluzioni fondamentali rispettivamente

Tf
lO 1

d~dn e T f=
2" II f (ç)

A--O..>.ç-"-'-z d~dn ,

dove ç = ~ + in e Z=X+lY·

Ciò permette non solo di affermare che gli operatori L
h

e ~ hanno solu

zioni fondamentali,ma anche di darne una forma esplicitai

(L )Vedi [2j
(2') cfr.[2]pp. 38-40.



II)- successivamente proveremo che,detti Th e T~ gli operatori solu-

.li( 'Ii '" 'Jf 'li-
zione fondamentale di ~ e ~,e posto T • TmTm_l, ..T2Tl e T· TIT2 ... Tm,gli

operatori T e T* sono rispettivamente soluzione fondamentale di L e L~.

Ciò premesso,considerato l'operatore

(llh I O). determiniamo le costanti reali

In-
(h)

y .•
1J

Cl: -" h+illh ) ~y
(i,j • 1,2; h· 1.2 •••.• m)

in modo tale che.mediante la trasformazione

fX • y(h\ + (h)
11 y12 y

(15)

ly (h) (h)
= Y21 x + Yn Y

l'operatore In diventi
3 . 3

ai( - 1ay

si ha

Pertanto l'operatore ~,nelle variabili X e Y. diventa

Perchè esso sia uguale a _3_
3X

dev'essere

,
, y(h) _ (h) i8 (h) = l

\"
- C1 hY12 - hY12

). (h) '1,Y(h) . Il (h) • -i21 22 -l hY22

da cui risulta y(h) l (h) • O (h) C1 h (h) l• Y12 Y21 -- Y22 .-11 Bh llh
.

Pertanto la trasformazione richiesta è
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x = xx = x

(16) da cui (17)

Y
"h l

= --x +-y
eh Sh

d l
, d. a .

Per quanto notato prece entemente,per operatore -ax: - ~~ eSlste

una soluzione fondamentale data da

(18)

àove

Z = X +iY ; W = V +iV ;

l II F(W)2iT --"':-='--dVdV,
n Z - \,

r. è il trasformato del dominio A mediante le (17)

F(z) F(X,Y) è la funzione composta mediante la f e le (17).

Tornando ,.t):~ite" le (16) ,alle variabili z = x +iy e ç = ~ +in, si ottie-

ne,per la soluzione fondamentale Thf di Lhu = f, la seguente rappresentazione:

(19) = ;" IJ---''-----=:.fO..'(ç~)-,,-h----
x -i~x -i-1-- - ~ +i-~ + i_n_

A Bh B
h

Bh Bh

a(V, V) Id~dn =
a(~,n)

l

Jf
f(ç)

d~dn.= 21TBh
( l-i :: Jx

i
(l-i :: J~ +

l- -y- -nA Bh Bh

Procedendo in modo analogo si ha

(20)
i<- l

II
f(ç)

Thf = dt;dn21fB
h r l+i~]~+ i

-( l+i :: )x -i-1----n
A \ Bh eh eh

La (19)e la (20) forniscono la forma esplicita degli operatori
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. d' L e L*hsoluz~one fondamentale L-h

Per dimostrare la Il-parte osserviamo che.essendo Th operatore soluzio-

ne fondamentale di In,si ha

per h = 1.Z, .....••m

.. .... ..

dove I é l'operatore identico.

Pertanto,applicando m volte la proprietà associativa, risulta

(LILZ·····Lm_lLm)(TmTm_I·······TZTI)f =(LI···Lm_l ] (LmTm) (Tm-I····Tl}f =

= Ll rLzTz1T l f = LlTlf= f .
l J

Resta così provato che T = TmTm-l ...• TZTI è operatore soluzione fon-

damentale diE= LlLZ .... Lm_lLm

.... 1f~ "fj(
Analogamente T = TmTm_l .... TZTl è operatore soluzione fondamentale

d i i' ~. "'-,:.
= LlLZ····Lm_lLm

Per determinare la forma esplicita di T e T*,poniamo

(Zl) "J,(z,ç)
l

- iy - (a - ia )~ +
h h

(ZZ)

per h = 1,Z, ... m .

Allora le (19) e (20) prendono la seguente forna

(Z3 )

(24)

Thf = JJ ~ (z,ç)f(ç)~ ~ ,
·A

<f =ft ~(Z,ç)f(ç)d~dn
Si ha pertanto
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dove si è posto

Analogamente si ha :

dove si è posto

In generale,per T = TmTm_l · ....T2Tl ,si avrà

(25) Tf = JJ~(m)(Z,ç)f(ç)d~dn ,

dove si è posto

Analogamente si ha

h = 1,2, •. . ,m-l.
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(27) T'f. fJ:(m)WCZ,ç)f(ç)dtdn,dove si ~ posto

Tornando al nostro problema Cll),(12), in virtù dei risultati di [2J esiste

una ed una soluzione u appartenente allo spazio llCA).Essa ~ data da

(29 )

dove

(3D)

u = Gf )

" ..G • TT -TPT

essendo P il proiettore ortogonale di ;Z 2(A) sul sottospazio 'l(A) di ~.z(A)

costituito dalle funzioni di C w(A) soluzioni-della equazione omogenea

(31) l' D-Eu· 10 A .

TEDREMI DI CDMPLETEZZA PER LD SPAZID >l(A).

Facciamo vedere che, fissato un opportuno dominio B:> A, c.omunque si scelga

lO
w f. H (A) soluzione di E w • D in A e c.omunque si scelga g > D, esiste

m

..
I Iw-ul I <

( 3)
u f' Hm(B), soluzione di E u • D in B, tale che g •

A

( 3) Dra e nel seguito la norma ed il prodotto scalare indicati sono quelli

usuali dello spazio ~2(A).
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A-~ale scopo premettiamo alcuni lemmi.

LEMI'.A I

Sia

Sussiste la seguente implicazione :

(
IU'
l I dA

Dimostrazione. ..
Posto u=u +iu (u e u

2
reali,\,si ha,L-u=

l 2 l •

au,.
--+ax

Pertanto dev'essere

(-
aUl aU2

O+-- =

)
ax ay

(i) dA.

\
su

alli au?
+ --- = O

dY ax

D'altra parte, da ul + lUZ = O su dA,consegue

(
.. ,
~lJ

+ ~--.'!Lay ds = O

su aA.

= O

Le (i),(ii) costituiscono un sistema omogeneo di quattro equazioni

nelle incognite ,il cui determinante è
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Pertanto l'unica soluzione di (i), (ii)

Osserviamo che,.• in virtù delle (17) che trasformano 1m qualsiasi opera

tore r.:;: (h=I,2, ... ,m) del nostro .problema in L",il lemma continua a sussis,te

re se si sostituisce a L uno qualunque degli operatori Lb'
LEMMA II

Siano dati

... l _l K'" .1 l
l) L,L gli operatori (13), (Ili) e sia K,.(z,r;),..,T,;'"", i-z l . (z,r; )=. 2" r;-z

2) un dominio B di IR
2

tale che : i) B ~ A ; . ii) Y z. f: tA ,j z. Cil ,tale

che z e z. siano estremi di una poligonale tutta contenuta in CA ;

3) w e (f.2(A) •

Sussiste la seguente implicazione:

Dimos trazione.

Per ogni Z E Cil poniamo u(1;) =
..

K (z,1;),

~1/J t Hl (A) , tale che : )

~ L1/I· w in A e 1/II aA • O

..
Risulta : L1;u • O in B Infatti

u(~)· K"<z,~) = . *" Lçloglz-çl

da CUl

Per ipotesi si ha
! (

.' w(ç)( K'(z,1;)d~dn • O ossia
)) A

Tale uguaglianza è vera per la 2) ii)} per ogni ZE CA

Posto 1/I(z)· [J K(z,ç)w(ç)d~dn e
J A

~(z) • (J loglz-çlw(ç)d~dn,
) A
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e osservato che K(z,ç) = .4- L logl z-ç l<1f Z ,risulta ~(z) = I

fun-appartiene ad<P (z) [jJ ), la

I "zione ~(z) appartiene ad HI(B). Inoltre Lz~ • - ~21f~~LZLZ' •

E poiché

(formula di Poisson). Infine ~ ,come funzione di HI(B),attraversa con

continuità dA(secondo le funzioni di Hl)' Quindi ~ldA = O.

Il lemma è così dimostrato.

In virtù delle (16) e (l7),tale lenuna continua a sussistere se si so-

stituisce L't con l'operatore L o con uno degli operatori ~ o In'
Dimostriamo ora il seguente

TEOREMA I

Siano L: e L; due degli operatori del nostro problema.

Sia w E G !Jl (A) t"I t,2 (A) t;ale che

Sia B un dominio soddisfacente la

lO lO
L

I
L

2
W = O in A.

2) de I lemma precedente.

Sussiste la seguente implicazione

Dimostrazione.

Sia hE CW(B) e tale che B. Per l'ipotesi ammessa sarà

(w,h)A = O. Per il lemma Il esisterà tale che 1n A,o,,=O.
I aA

Sarà,allora, sempre per l'ipotesi ammessa,

lO
dove u soddisfa le condizioni dell'enunciato. Dalla (-) segue (o,L

2
u)A= O

e,ponendo

(....)

si trae

(O,v)A o .
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w ~

v é C (B), tale che LIv ~ O in B.

Infatti, data una tale v, esiste sempre una u verificante le condizioni

dell'enunciato, tale che sussista la (••). Esisterà, allora) p< Hl(A) tale

che in A, O.

o in A, cioé

"2P ~ O 1.n A, A. c::: A.

Ne viene (dr. [2] ,p. 39)

LEMMA III

p _ O in A e, quindi, w ~ O

Sia u " Hn+
l

(A) con n >/ l .

Sussiste la seguente implicazione

Dimostrazione per induzione.

Il lellllll8 è ve ro pe r n # l (lemma I) .

Facciamo vedere che,se è vera l'implicazione (ipotesi induttiva)

• I s
O, O ~ Isk n-21=;:>!D ul A # O , O ~Is I~ n-l·

j \ et .

allora è anche vero che :
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E' evidente che

j) ulcA=oe s lO I O, O ~ I si ~n-2,. D L u aA=

( ul cA= O ensLulcA=
O,}(->

o-l '*per O < Isi $ o-l jj) c L u I
cA

= O, O::
, h:: n-lh o-l-hcX cy

Dalla j),per l'ipotesi induttiva,consegue che nSulcA= O, O ~ I si ~ n-l.

D'altra parte la jj),scambiando l'ordine di derivazione,diviene :

o-l '"c L u '" o-lLr-;:'c-,-~u"---:-~ = O
h . n-l-h

cx cy

Su cA, O < h < n - l.

lo virtù dell'ipotesi induttiva,si ha

n-lc u
--"';--=-.......- = Oh n-l-hcX cy

su cA per O ~ h ~ n-l.

per il lemma I, si ha su cA, ossia

Posto
n-l

(n- l , h) __c,-;---,u'-;-;-
u = h n-I-h'cX cy

Du(n-l,h)= O

risulta (n-l,h)
u é H2(A), e quindi,

n-l cnu
(o) c a u

= O=
h n-l-h h+l n-l-hcX cX cy ax 3y

cA, per O ~h n-l.su ~

o-l cou
(00) c c u

O= =
h o-l-h cxhCyo-hcy cX 3y

Le (o), (00) scrivere
cou I = O, per O hSl possono h o-h ~ ~ o.

cX cy cA

Il lemma è così dimostrato.

~ "L'implicazione è ancora valida se si sostituisce L con ~

in virtù delle (16).
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LEMMA IV

siano:

limitato di
2

propriamente regolare;l) A un dominio IR

2) B un dominio soddisfacente la 2) del lemma II;

Sussiste la seguente implicazione

3o f Hm(A) tale che :

(w,u) A= O, ~ u é c"'(B) tale che E"u = O in B) =ì E.c= w in A e DSol aA- O

per O ~ I_I ~m.-l

Dimostrazione.

(1_

Per ogni z f tB, poniamo

Risulta u(ç) E CW(B). Pertanto,per - -ipotesi si ha

Quest'ultima uguaglianza sussiste anche per ogni z E CA

Pertanto, posto o (z) - ffK(m) (z,ç)w(ç)d(dn , risulta :
A

o E HII\(.B) ; EO' = w in A ' DSoia= O per O~ Isi ~m·-l (poichè o e le•

sue derivate,fino a quelle di ordine m-l,attraversano con continuità aA

nel senso delle funzioni di .H )m •
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TEOREMA II

w 012
Sia m;; 2 o A e B soddisfino le ipotesi del lemma IV e sia w E C (A)fI kJ (A)

tale che:

lO
l) E w = O in A.

Sussiste la seguente implicazione:

«w,u) A = O, V u E CW(B) '" )~> ( )tale che E..u O 1n B 't·\>·w= O in A

Dimostrazione.

Sia tale che
lO lO lO

L L
3

o •• L h = O
2 m

in B. Per l'ipotesi assunta riesce

(w,h)A = 00 In virtù del Lemma IV esiste CI E Hm-l (A) in

A,DSCl
1aA

= O per O < Isl < m - 2. Sempre per l'ipotesi ammessa riesce, pertanto,

(o) (L .. oL CI,U)
2 m A

O,

dove u soddisfa le condizioni dell'enunciato.

Dalla (o) segue
lO lO

(CI,L
2

'0' L u) = O e, ponendo
m A

si deduce

(00) v '"• .•L u,
m

(000) (CI,v)A = O.

La (000) sussiste per ogni
w lOV" C (B)tale che \ v=o in B. Infatti assegnata una

tale v, esiste sempre una u verificante le condizioni dell'enunciato, tale che

sussista la (00)0 Per il lemma II esiste, pertanto, P li: Hl (A), tale che L p= d
l

in A,
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Inoltre, essendo a E H l(A), si ha
m-

il teorema di Lichtenstein-Fried~ns.

P E H (A).come facilmente si dimostra usando
m

ed il fatto che D
S

O
l3A

= O per o<~lsl ~ m-2.

per O < Isi < m-2; in virtù del Lemma III,

si ha, allora, per O < Isi < m-l. Inoltre O in

A, p ~ H (A) () H
2

(A )
m m o

per ogni A
o

tale che A Co A. Se ne deduce, pertanto, (cfr. [2J,
o

pago 39) p = O in A e, quindi, w-O.

Dal teorema II consegue la determinazione di un sistema completo nel sottospazio

n(A) ; le funzioni di tale sistema si ottengono considerando in B le soluzioni

della equazione omogenea associata alll'operatore •E ; B soddisfa la 2) del Lemma II.

Supponiamo ora che A e B siano semplicemente connessi.

In virtù di teoremi di rappresentazione dovuti a T. Boggio le soluzioni in B di

•E u = O si possono rappresentare mediante le soluzioni, in B, •di L.u = O (i=l,2 .. "
1

Riportiamo qui di seguito, con riferimento agli operatori differenziali del nostro

problema, due teoremi di rappresentazione di T. Boggio: [4]

l°) - Se iJ =./Jl,1)2' con .z\ l e ~2 primi fra loro, allora ogni funzione U di

CW(B) che soddisfa l'equazione ~ U = O può rappresentarsi con la formula

u = U' + U", dove U· e U" sono funzioni che soddisfano le equazioni

~U"=O.
2

w l'A n
l1
+1

2°) - Ogni funzione U di C (B) soddisfacente ~ ~ = O può _sempre rapprese~

= O, per mezZO della formula

tarsi mediante p+l funzioni U
l

,U
2

, ••• U
p

+
l

che verificano l'equazione

p p-lU = x U + x U +••• +xU + U
l 2 p p+l

Applicando il Teorema l°) al caso dei nostri operatori, se •E con



.. lE:.
h ,;.L

h
,;. L. per j , risulta

J

m (h)
(Il =

h~l u

dove (Il
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è una generica soluzione in B di
..

E (Il = O e le
(h)

u sono soluzioni in

Più in generale, per i teoremi

B delle equazioni omogenee associate agli operatori

..
E

h = 1,2, ...m.

, con S.E. N
1

e

lO
S +s +••• +s = m, per (Il tale che E (Il

l 2 P
O in B, si ha

(38)
l'- sh- l

(Il= ! (x
h=l

D'altra parte, in .0gni_compatttr-èOntentito in.§(e,in particolare, in

risultati si ha:

lO
soluzioni della equazione omogenea associata all'operatore L

h
con le u . (l<j<sh)

h,J
in B.

Sia (Il una soluzione in B dell' equazione
..

E w= O. Per essa sussiste la (38).
-
A), per classici

(38') U ,=
h,j

essendo un polinomio nella variabile complessa x+i(
Cl

h
-- x +
8h

l
- y).

8h

Ne viene che la successione di funzioni

Cl

[
h. l ]n{ x+i(- x + - y) }

8h 8h
(h = l, ... ,p; n = 0,1,2, ... )

costituisce, per la (38') e per il Teorema II, un sistema completo in n(A).Ordina~

do in una successione ad un solo indice quella testé indicata, si ottiene la succes-

sione (k =1,2, .•. ).

Ciò premesso, ritornando al problema di determinare la forma esplicita dell'oper~

tore G dato dalla (30), si ha

TT'f = rr K(m)(Z.çl)d~ldnlJJ K(m)·(çl·ç)f(ç)d~dn =
)) f,. A.

= ffAf(ç)d~dnJJAK(m)(Z.çl)K(m)*(çl,ç)d~ldnl .
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Pertanto

(39)

"on K(m)

TI" = JJ K(m) (Z,çl)K(m)" ,ç1> 'ldf;ldnl ,
R

e K(m)~ dati rispettivamente dalla (26) e (28)

Tenendo presente il significato del proiettore P che figura nella (30),risulta

PT" f a

...
"'"L.. "k"'k ' "on
k-l

Pertanto

da cui

(40) TPTl' -

(41)

Infine,per le (39), (40) ,l'operatore di Green ha la seguente forma
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Tale rappresentazione dell'operatore

degli autovalori del seguente problema:

G può essere impiegata per il calcolo

(l' )

(2')

li
. EE v - Àv = O

sD v = O su

V(

aA

CUCA)

,per O < Isi < m-l

secondo la teoria esposta ln [5] (cfr. pp. 69-71).
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