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n.3. - Lift completo di una pseudoconnessione lineare.

51a M una varieta differenziabile di classe C e dimensione n, ogni

sistema di coordinate locali (x1) in un intorno di un punto p € M induce
un sistema di coordinate locali (x1,i1) sul fibrato tangente T(M) 1la base
naturale nel generico punto (x3;x) di T(M) é data da (-3~? ; ai
3X 3 X

) 3 se

0
-

(X

ra sussistono le uguaglianze (c.f.r. [7] pag. 3)

) € un altro sistema di coordinate locali nell'intorno di p € M, allo

h
3 ax 5
h' h' h
X' X" 3 X
2 h .

J J x ','I’ 0 Bxh )

h T ht 3 X h 7 h’
X' ax'  ax' 3 X ax' IX

Se f e.g'(M) si chiama lift verticale di f 1a funzione fv =f on

essendo «n : T(M) - M 1la proiézione del fibrato tangente T(M).

Se X & un campo di vettori su M rappresentato localmente da X = X' ° :
X
il Tift verticale di X & il campo vettoriale XV su T(M) rappresentato
V i 9 C L :
localmente da: X = X rll s1 chiama invece 1ift completo di X, il campo
X ;
: . C ' ' - N
di vettori X~ su T(M) rappresentato localmente da:X =X HE?-+ iJ-Eﬁg ]

dX o X

Prop. 3.1.- Sia (A,V) una pseudoconnessione lineare su M, allora esiste

_ : : cC _C :
una ed una sola pseudoconnessione lineare (A",v") su T(M) univocamente ca-

ratteriz;gta dalle condizioni:

(1) AS(XS) = (A(X))" v €D ()

¥X, Y e‘i)](M)
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Dimostrazione. -

La (1) dice che A & il 1ift completo del campo tensoriale A, che & uni
vocamente determinato (c.f.r.[ZI nag. 20).

Ny
Sia (Ac,v) una pseudoconnessione lineare su T(M) tale che:

v

(3) "= (9" VX,Y €D, (M)

XC

allora tenendo conto che (c.f.r.[7] pag. 14):

(7)€ = £€ %"+ £ xC ¥ e Fi(M)5 VX e B (M)
si ottiene:
S M A E e A L L L P A
C C
X X
N S 1t A k. AR AT A A A
C C
X X
= (AN Y+ A () Y+ m STy
X
D'altra narte risulta anche:
T(FY)C = () = (F uLY + AX)(F)Y)C =
Xc- X X
V C V C

- f?(vxv)v (7 )+ A (F)S v A(X)(F) Y

X

da cuil si ricava che:

(4) vV v

(5) v YS = (vLY)
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Dalla (3) (o anche dalla (4) si deduce che

(6) v y v <o
X
infatti
v CYV = v vy Voo €5 y v fv(vXY)V
(£X) £UX +F X X
Vo v - (vfo)V - (vaY)V - fv(vx vy
(fX)

Le uguaglianze (3)(4)(5)(6) nrovano che la pseudoconnessione lineare

C : ..
(A ,V) se esiste & unica.

Per dimostrare 1'esistenza si fissi una carta locale (V,¢) su M e sia

C C Vv V

(x.) il relativo sistema coordinato; & noto che (x yeneaX s x],...,xn) E

] 1

. : -] . . :
un sistema coordinato su T(M); su = (U) si definisce una pseudoconnessio-

U H),

ne lineare univocamente determinata dalle condizioni:
C
§U) L (aW)
FUE - (o0 x )
X" Koo
| v (U)C (U), .V
/ v, X, = (v, "X,
(7) o Xy = X
A M T
¢ 3 A
y
(U
?(V) Xg =
X.
o ]
d : (U) _(U), . : .
dove Xi = Ty (i=1,...,n) ed (A*" 7, v'"") & la nseudoconnessione linea

re indotta da (A,v) su U.



- 14 -

Se (W,¥) @& un'altra carta locale su M tale che UOW# P e se

v -
(A(w) $(N)) e la pseudoconnessione lineare su ](N) c T(M) definita

dally (7), allora si pud verificare facilmente che su n"1(U)f1w'1(w) le
. n
AU ),

pséudoconnessioni lineari indotte rispettivamente da e

(A(w) , v (w)), sono le stesse; resta cosi definita globalmente su T(M) una
v v
pseudoconnessione lineare (A,vV) soddisfacente le condizioni volute.

Indicato con (y}.) 11 sistema coordinato relativo alla carta (W,¥) e po

sto Yi - a; si provera per brevita che in w-](U)F‘w-](w) si ha:
.i
7 y¢ “(E) = (v, ¥)¢
Y J v J ; J
i i
Infatti posto Yi = gg Xj . si ha:
U),¢ (U k.¢,V , k.\V ¢

¥ ¢ )Yj LI Eg) X H(Eg) X ) =

' () Xy *(Ey)

h.c,.c, V., k.c,,V h,c,.c,, V., k\V, ¢
-(E) AT (D X+ () SRS () )X +

hV, c,.co, keC..V hV, c,.c., k.V. ¢
Heg) (AT(X (g ) )X+

H(eN NS T w0 e (€Y TUNE o

1 J 1 J
A X
o) (€0 F U]+ (Y)Y H ) xS
Xh Xh

Tenendo conto che:

A0 () = (A (€)= (a0 )
AU (D = (A ENT = (A ()€



A ED = (A €D = o
oD = A e’ = o e

ed usando le (7), si ottiene

O C

WY = ED o EM T X+ D A ED)T X,

h,C, k,V V

H(e) (AR (£9) X+ (£9)7(65) (7 %) 4
h
h,V, k,C V h,V, k,V C
(E) (577 )"+ () (€ ) (7 %
Ma:
(fg)" = £ g

c_ LV, v ¢
(fg) =fg + f g

e quindi si ottiene in definitiva:

(U) ,C , h k..C .V h k..V .C
V. = (& A(Xh)(sj)) X+ (g, A(Xh)(sj)) X+

I
—~—
I
—
-
——
——
Y
—
><
+
Y
<]
><

1

e
=

-~
o’

|
—
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La proposizione & cosi completamente provata.f

Osservazione 3.1.-

Mantenendo le notazioni della proposizione precedente, si ponga per sempli

cita: N
X = X
i i
X =X
n+1i ]
A A ) B
vYA%B * Tag %3
dove X. = ° X XC I : XV = ? con i =1, o N
1 3 X 9 X aX

A,B,C,D = 1,2,...,2n; dalle (7) si ottengono allora le uguaglianze:

vk k vk vk vk
r..=7T1.. 3% T. =0; 7 . .=0,;71 . . =0
1] 1] 1 N+ n+1 J n+1 n+j
K
T
AV +- l-m : = av " A
r.| “ X 1% ; T.n+k. =0 ;T nfk. =035 T n+¥ . =0
1J X 1 n+jJ n+1 jJ n+1 n+j

Inoltre dalle (3.31) c.f.r.[7] pag. 21, si ha:

My . v Y . J . .
I A j .n+j .om 3A n+j ]
Ah ) Ah ’ An+h =05 Ah - X axMm 7’ An+h ) Ah

]k C . : .
dove (Aﬂ; Fij) sono le componenti di (A,v) rispetto alla carta (U,¢) prefis
sata.

Jsservazione 3.2.-

Poiché per ogni X,Y e$1(M) risulta [XC,YCJ-- [X,Y]C (c.f.r.[7] pag. 16)
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il tensore di torsione e 1'apnlicazione di curvatura di (AC,?C) sono uguali
rispettivamente al 1ift completo del tensore di torsione e dell'applicazione

di curvatura di (A,V).

Si supponga ora che M sia una varieta fogliettata e sia (A,V) una pseudo

connessione lineare su M; sussiste la seguente proposizione:

Prop. 3.2. - La sottovarieta D di T(M) & autoparaliela rispetto al
1ift completo (Ac,vc) se e solo se (A,v) & fog]iéttata.

Dimostrazione.

In ¢cid che seque si suppone che gli indici 1i,j,k.2,r,s variano da 1 ad

Ny asBsY dal ad r; a 4 B o Y da r+l ad n .

Se D é autoparallela rispetto ad (Ac,vc) allora deve aversi:

C 9
(1) S ed. (D)
C 3
(2) Sy ) €D, (D)
C 0
(3) “_a_"é'i'f e‘B](D)
oX. J
1
C 0
(4) v, = eI)](D)
3X | >
1
C J
(5) vi e e.‘D.I(D)
X J
(6) R
3X



C d K 3 * BA? 3
= ; d
Essendo A ( T ) Ai o + xj vy - alla (1) segue che
. i k 3 )
aAf
xu X = 0.
a
palla (2) poiche AS( —2— ) = A® 2 i ha: AP =0
P X o dX "o
o g ¢
C 3 r 3 3?13 J
Dalla (3) poiché v s Tax rij ax X T v S ha:
b J r- ¢ 5
X,
i
BI‘?.
J - 0
X
QL
. C 3 LD ... B
Dalla (4) poiché v X X - I‘N X si ha: r1d = 0
— a
X,
i
Dalla (5) poiché v 3 0 3 3
P s —= =T . —= siha T, =0
X ] ) )
a
Dalla (6) infine risulta vca d - 0
“é-i 0 X
oL

si conclude allora per la prop. 1.2 che (A,v) & fogliettata. In modo analogo

si prova i1 viceversa. §

Dalla proposizione ora provata, dalla prop. 2.3 e dal teorema 2.1 segue

immediatamente la proposizione:

Prop. 3.3.- La sottovarieta D & autoparallela rispetto al 1ift completo

(Ac,vc) di (A,V) se e solo se (A,V) mantiene & parallela e la pseudo-

connessione T indotta da (A,v) sul fibrato trasverso 0 = T(M)/D & proiet-

tabile.




