PREMESSA. -

IH.[3] Levine ha introdotto un metodo pern ottenere ragsinaments do Lopc-
Logle dettl estemswond semplicl. Tali estensiond sono state studiate anche da
Bonges (c4n.[1]) e da Reynolds (cgn.[4]) e possons contrnibuine a nisclvere
onoblemd concernenti La determinazione di topologie massimali nispette a deten

minate proprietd topologache.,

Ricondiamc che, dati uno spazio topologico (S,t) e un sotfoansieme X d«
S, s4 dice estensdione semplice di v nwspetto ad X [La Zopologea su S
(X)) = {A UA'"NAXVAA" € T},

Ovviamente non tulti L rakpinamente do una qualsiasa topokogaa T AL pos
sone ottenere come estensiond semplicd rispetto ad un opportunc sctloinsieme
di  S; 4in queste Pavoro stabdliamo un cUALerAO pert RACONOSCRAL 50 UN AAfALNA-
mento ' dd ot 2 un'estensione semplice diL T e pern «ndividuare un $0f
toinsieme X die S (che in generale non 2 unico come modtrna La pROPOSAZAC-

ne 1) tale che s4a ' = 1 (X).

Indichereme con cf X{int X) La chausura (La parnte anterna) di X nellc

spazic topologico (S,t); com o X{ant  X] La chiuwsura (La parnte interna
T T

de X rispetto ad una qualsiasd altrha Lopologaa t' su S, ti(x) sana
O insieme degll sntornd aperts del punto x do S nella topologa T . Se
X ¢S, (X sand L complementare di X 4An S mentre se X ¢ Y €S, «ndiche-

ROMO COV CVX ¢ anche con Y-X 1L complementane di X an VY.

Definizione 1. -

Dato uno spazio topologico (S,t) ed un sottoinsieme X € S, si dice

estensione semplice di 1t rispetto ad X Ta topologia

t(X) = {A U(BNX)/A,B € t}.

Ovviamente una base di tale topologia e la famiglia

B(X) =t U(="X)
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dove con t " X si indica la topologia indotta da t  su X.

Ricordiamo che (cfr. [3] Lemma 1 ) se  t(X) & un'estensione sempli

ce di (S,r) e B c S, allora
1ntT(X) B =1int B U 1ntTmX(BﬂX).

Proviamo ora il sequente lemma.

Lemma 1. -

Sia Aert , Xo> Y due sottoinsiemi di S tali che X-intX = Y-intY=X'
e cL(X-Y)NX' = .

Posto B = A - c£(AMXMCY) e <t si ha allora
i) ANdint Y = BNint X.

ii) ANX' = BNX',

Dimostrazione.i) sia pe A e peint Y c int X. Se fosse

n € c(ANXNCY) ¢ clANnck XNck CY sarebbe p e <«CY = C int Y da cui

n ¢int Y contro 1'ipotesi. Allora risulta p € BNint X.

Per nrovare 1'inclusione inversa basta provare che BMint X ¢ BNint Y
essendo B c A. D'altra parte si ha BMNint X = ANint(CA U CX U Y)Nint X =
= ANint((CANX)UY) = ANint(CA U Y)Nint X ed analogamente BMint Y =
= Arint(CA U Y)Mint Y,

Sia allora peA e Net(n) con NcCA, NcCAUY ed N c¢X; ovvia

mente N € (CA U Y)Nint X = (CA U intX)n(CA U Y)NintX quindi NeCA U Y
e poiché € ancheN ¢ A risulta N ¢ int Y da cui p e ANint(CA U Y)Nint Y.

ii) BAX' = int ANint (CA U CX U Y)MX"' = int(AN(CX U Y))NX' =
= ANnint (CX U Y)NX",

Ma da cl(X-Y)nX' =@ siricava X' ¢ int(CX U Y) da cui seque eviden

temente la tesi. l



Probosizione 1. -

Sia (S,T) uno spazio topologico ed X,Y due parti di S. Allora

t(X) = 1(Y) se e solo se

X - int X = Y - int ¥ = X'
CL(X-Y)NX' = cf(Y-X)NX' = .

Dimostrazione. - Proviamo che le condizioni date sono sufficienti.

supponendo dapprima Y ¢ X.

5i ha allora B(X) ¢ t(Y) infatti A e 1 ===> U= ANX = (Anint X) U

U(ANY) € t(Y) quindi t(X) ¢ T(Y).

51 ha inoltre B(Y) c B(X) poiché per il lemma 1 A er==>V = ANY =
= (ANint Y) U (ANX') = (BNint X) U (BNX') = BNX € B(X).

Nel caso aenerale,posto Z = XNY si ha Z - int Z = (XNY)NC(int XNint Y)=
= (XNYNC int X) U (XOYNC int Y) = (YOX') U (XNX') = X'; 1inoltre
cl(X-Z)NX' = c&(XN(CX U CY))nX"' = c£((XNCX) U (XNCY))nX' =

= c(X-Y)NX" = @ ed analogamente c&(Y-Z)NX' = @. Si ha quindi

Viceversa, sunnoniamo che +(X) = t(Y) e sia p €Y - int Y.
Sia p £ X, posto Y =AU (BMNX) con A,B € 1 risulta peAcY

cioé p € int Y contro 1'ipotesi.

Se peintX e neNcX con Ne€(p) siha peint (NNY) =
o T

(X)

= int(NNY) U int NAYnAX) = ﬁntNFHntY)UinHJMJNﬁYﬁXL

Tﬁ}((

Poiché n £ int Y, si ha p € int NAYMNX) = int X NN int
T T

A XYﬁmtTﬁ X.

rWX( a X

In particolare n € int Y ed esiste N' e t(P) tale che peN'NXc Y.

T (VX

Ma neNAN'" ¢ N'NX cY dacui p e int Y contro 1'ipotesi.

Risulta aquindi Y - int Y ¢ X - int X ed in modo analogo si prova 1'inclusio
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ne inversa per cui si conclude che Y - int Y = X - int X.
Sempre nell'ipotesi che «(X) = t(Y) “proviamo che cZ(X-Y)NX"' = 0.

Se infatti esistesse p € cf(X-Y)NX' e fosse p e N € allora per

ogni aperto 0 = AU (BNX) di 1 (X) contenente p Si ayrebbe:
se P e A 0N (X=Y) 2 AN(X-Y) # 0

se pe€eB 0N (X-Y) 2 BMXM(X-Y) = BAXMCY = BN (X-Y) # P

quindi in oani caso 0N (X-Y) # P.

Poiché,al contrario, 1'aperto di +t(Y), NNY, non intersecherebbe X-Y, si
avrebbe evidentemente che NNY # 0 per ogni 0 e t(X) e (Y) ¢ «(X) con
tro 1'inotesi.

Analogamente si prova che cL(Y-X)NX' = ﬂ..

Corollario 1. -

Sia (S,t) uno spazio topologico, X e Y due parti di S, intX = intY=0.

Allora
t(X) = 1(Y)<===> X = Y

Dimostrazione. X € t(Y) ==> X =AU (BNY) con A,B € 1

I
H
W

===> ) = int XD int A U int (BNY) ==>A = int A = P ==> X c V.

Analogamente Y c X. l

Corollario 2.-

Sia (S,t) wuno spazio topologico X,Y ¢S e sia X' =X - int X.

Allora

Y = X-F con c&£F=F ed FNX' =0 ==>1(X) = =(Y)

Dimostrazione.- Si verificano facilmente le condizioni della proposizione 1.
Y - int Y = YACFNC(int XACF) = XNACFM(C int X U F) =
=(XNCFNC int X) U (XNCFNF) = X'NCF = X".

cL(X-Y)NX" = c(XN(CX U F))NXNC int X = c(XNF)NXNC int X ¢
c cXNFNAXNC int X = FOX' = @1.



Corollario 3. -

Sia (S,t) uno spazio topologico,X e Y due parti di S e sia

X' = X - int X. Allora Y=XUO,0€ert, cLONX' =0 ==>1(X) = «(Y).

Dimostrazione.- Poniamo F = cf O - X. Sono allora verificate le condi

zioni del corollarin ¢ come secue.

Y-F = YAC(ckONCX) = (YNC c£0) U (YNX) = (XNC c£0) U X = X.

F & chiuso infatti cLF = cf(cf0NCX)g cl0NclLlX: cL0ONCintX =

= cLONC(CX'NX) = cON(X'V CX) = c£ONCX = F.

Poiché, come si verifica facilmente, int Y = int X U 0, risulta anche

Y' =Y - dnt Y = (X U 0)NC(int X U 0) = (XNC int XNCO) U (0NC int XNCO) =
= X'NCO = X!

Infine risulta (cf 0 - X)NAY' = c¢£ ONC XNAX' = @.l

Osservazione 1. - Dai corollari 2 e 3 seque che, dati uno spazio topolo

gico (S,t) e una parte X ¢ S che abbia punti interni rispetto a
non esistono né un sottoinsieme massimale M ¢ S né un sottoinsieme minima-

le Nc S tali che (M) = t(X) o t(N) = t(X).

IT risultato della nroposizione 1 & illustrato dagli esemni riportati
in figura, nei quali lo spazio topologico € il piano con la topologia na-

turale.

Nelle figure i1 tratto continuo indica 1'appartenenza dei punti di fron

tiera agli insiemi disegnati.

Esempio 1. - Evidentemente le condizioni della proposizione 1 sono veri

ficate e (X)) = <(Y).

/ xn:\ X' = X-int X = Y - int Y

al N b a € X'
'._,_..-X_}, - b ﬁ xt
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Esempio 2. - Non é verificata la condizione X - int X =Y - int Y e
chiaramente 1'aperto U' e =(Y) disegnato in figura non appartiene a

t(X); dunque (X)) # t(Y).

/\‘\_
. "“\1

s

/XNy o
CY-X
: X-Y
Fig. 2
Esempio 3. - E' verificata la condizione X - int X =Y - int Y = X'

ma risulta c&(X-Y)NX' = {a} # @. Anche nella fiqura 3 é disegnato un

aperto  U' di (YY) non appartenente a t(X); evidentemente < (X)# (V).

/ XNY | aeX',bgX
N jU' | b a el
X-Y
Fig. 3

Proposizione 2.

Dati due snazi topologici (S,r) ed (S,t') con +t' estensione sempliice

f

di t , ci0é v’ = 1(X) con X c S, risulta che X - cf(int X) € 1'unio

]

ne deali aperti di t' non contenenti aperti non vuoti di .
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Dimostrazione. - Sia n e X - c£(int X) ed N e t(p) tale che

NNcl(int X) = 9 .

Posto N' = NnX e t', 1T'unico aperto di t contenuto in N' é .
Ne seque che X - c£(int X) & contenuto nell'unione degli aperti di t'non
contenenti aperti non vuoti di =

Viceversa sia U' = AU (BNX) e t' con A,Ber e sia U' # .
Se U' non contiene aperti non vuoti di t , deve essere A = (@, cioé
U' = BAX. Se poi fosse U'NC(X - c&(int X)) # @ sarebbe BNXNcl(int(X )P
ouindi BNint X sarebbe un aperto non vuoto di T contenuto in U' i1 che

e impossibile.

Quindi U' ¢ X - c(int X) da cui la tesi.l

Ovviamente si ha 11 sequente corollario.

Corollario 4. -

Se (S,t') @ un'estensione semplice di (S,t) ,t' = t(X) con X c S e

se int X = @, allora X & 1'unione degli aperti di t' non contenenti

anerti non vuoti di =

Pronosizione 3. -

Se (S,t') é un'estensione senmplice di (S,t),t' = 1(X), risulta

XK'= X -int X o= U, (Ut-int UY).

Dimostrazione. - Se p € X' ed N e v(p), posto N' =N"X e +' si ha

int N' = NAint X quindi n e N' - int N',

Viceversa sia U' = AU (BNX) e ' con A,B e t. Si ha allora
U' - int U =[(AUB)A(AUX)]NC[(AUB) Nint(A U X)] =
= (AUBYN(A U X)NC 1int(A U X).

Sia ora p € U' - int U':

se p¢gX allora neA quindi pe int(AUX) e p¢U' - int U' contro

1'ipotesi;
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se peintX allora p e int(A U X) quindi p ¢ U" - int U' contro
1'ipotesi.

In definitiva p € X - int X, .

Proposizione 4. -

Sia (S,t) uno spazio topoloaico, X ¢ S e X' =X - int X.
Sia inoltre F un chiuso di 1 tale che FNX = X', cf(F-X") = F ed
X' ¢ int (F U X). Posto Y =CF U X' si ha allora

Dimostrazione. - Osservato che Y = CF U X' = (CF U X)N(CF U C intX)=CF U X,
siha Y -int Y = (CFUX)ncl(FNCXY = (CF U X)NF = XNF = X",
InoTtre cl(Y-X)NX' = cf(CFNCX)NX' = Cint (FUX)DX' =9 e
cL(X=-Y)NX' = c&(XNFACX')NX" = c£(FNint X)NX' = P 1in quanto FNint X = P.

Per 1a proposizione 1 si ha la tesi.l

Proposizione 5. -

Siano 1t e T due topologie su S con rt C ' e sia
X' = UIgT,(U -int U').

Condizione necessaria e sufficiente affinché T sia un'estensione sem-

nlice di ' t & che esista un chiuso F di 1 contenente X' e tale che

1) ct(F-X") = F
2) ¥p e X' e ¥N' e t'(p) 4 Ne(p) tale che NN(CF UX"') e «'(p) e
NA(CF U X') ¢ N'.

In tal caso si ha, inoltre, ' = 1(X) con X = CF U X".

Dimostrazione. - Sufficienza. Sia F un chiuso verificante le condizioni
1) e2) esia X =CF UX. Si ha allora

t' ¢ 1{X), infatti se N' e ' e N'DY X'= 9 risulta N' - dint N' = @ cioé

N' et ¢ t(X); se invece N'NX'=L#0P ese pelL, esiste Np € 1(p)

con N AXcN' e NMNXer'(p). Posto allora N= U N siha Ne€r,
P - P peL p
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LcN ed NNnX ¢ N' e pertanto N' =L U int N' = int N' U (NNX) e (X).
Si ha inoltre © M X ¢ t' poiché, osservato che X - int X =(CF U X')NF=X"
risulta:

se Net e NcX allora NOX=Ne-rt';

se Net ed NACX#P ed NNX' =9 allora NNX.c int X da

cui NNXertcrt's

se Netr ed NNX'=L#P siha NNint Xercrt' e per ogni

n el esiste Np e t(p) con Np c N ed prWX e t'(p); posto in tal

caso N' = ng Nprﬁx et' siha NNX = (NNint X) UN' € 1'.

In definitiva ' = 1(A).

Che la condizione sia necessaria seque evidentemente dalle proposizioni 3ed.

Osservazione 2. -

Una condizione necessaria perché un raffinamento 7' di <t sia un'esten

sione semplice & che 1'insieme X' = U'g (U' - int U') sia privo di punti
T

interni in t . (Si deduce evidentemente dalla proposizione 3).

Osservazione 3. - Nelle ipotesi della proposizione 5, se 1'insieme
p prop

X' U, (U" - int U") & un aperto di ' n»nrivo di punti interni, il

" U'eq
chiuso S verifica le condizioni 1) e 2) e dunque T = t(X").

Concludiamo con due esempi in cui riconosciamo che un raffinamento '

di uno spazio topologico (S,t) & un'estensione semplice di .

Esempio 4. -Sia S = {a,b,c,d,f} , v = {@,{a},{b}, {d,f} ,{a,b},{a,d,f},
{b,d,f}, {a,b,d,f}, S} & una topologia su S. ' = tVU{{d},{a,d},{b,d},{c,d},
{a,c,d},{b,c,d;,{a,b,d},{c,d,f},{a,b,c,d},{a,c,d,f},{b,c,d,f}} & un raf

finamento d1 t e risulta X' = N‘ET- (N" - int N') = {c,d}.
Poiché risulta X' e t' ed int X' =% si ha, per 1'osservazione 3,
1 = t(X').

Fsemnio 5. - S = {a,b,c,d} , = = {@,{a},{b},{a,b}c,d},{a,c,d},{b,c,d},S};

' =1 U{{c},{a,c},{b,c},{a,b,c}+ @ un raffinamento di + e risulta

K= WU (N - it NY) = ()
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Si verifica poi facilmente che considerato il chiuso F = {c,d} con-
tenente X' si ha c€{F-X') = F; inoltre per ogni N'et'(c) sﬁ ha che
1'intorno aperto N = {c,d} € t(c) interseca CF U X' = {a,b,c} secondo
1"intorno {c} € t'(c) contenuto in N'. .

Per la proposizione 5 si ha allora ' = t({a,b,c}).
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