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PREMESSA. -

In [3J Lev-<'ne. ho. ùWlOdoti:o un metodo peJt oti:e.neJte. JtannÙlame.YLU d-<' -topo­

log-<.e. de.ti:-<. (',!>tert6.ion-<' <le.mpli.u. Tal-<. ute.n<l-<'on-<- <lono <ltate. <ltucUate. anche. da

BOlLgu ic.61L. [iJ l e. da RelJnold<l ic.61L. [411 e. pOMò/W contlL-<.bu-<.ILe a wolveJte

,atoble.m-<. conceJtneYLU la de.te.lLm-<.naz-<.one cl-<. topolog-<.e. ml1<l<l-<-maU Wpe.ti:o a de.teJt

m-<.nate plLoplL-<.età topolog-<.che..

R-<'colLd-<.amo che., dat-<. uno <l pa.z-<.o topolog-<.co (S, T) e. un <lOti:o-<'n<l-<'e.me. X d-<'

S, M cl-<.ce ute.n<l-<.one <le.mpli.ce. cl-<. T Wpe.t-to ad X la -topolog-<.a <lu S

TIXI = lA UlA' lì Xì'A,A' E d.

Ovv-<-ame.nte non tuti:-<. -<. lLa66-<'name.YLU cl-<. una qual<l-<.l1<l-<' -topolog-<.a T <l~ pO<l

<lOno oti:eneJte come. ute.n<l-<.on-<- <le.mpli.u wpe.ti:o ad un oppolLtuno <lQti:o-<'n<l-<'e.me.

cl-<. S; -<'n quu;l:o ~I\VOILO <ltab-<.l-<.amo un c.lL-<.;teJt-<.o peJt IL-<.CO no<l ceJte. <l e. un Jta6 6-<.na-

me.nto T' d-<' T è un' ute.n<l-<'o ne. <l e.mpli.ce cl-<. T e peJt -<'ncl-<.v-<.dlLl1lLe. un <lOt

to-<'M-<'e.me X cl-<..<; (c.he -<'n geneJt.ll-te. non è un-<-co come mO<ltJta la plLoP0<lù-<.o-

ne 1l tale che. <l-<.a

rncl-<.che.IL e.me co n et X(-<.nt X) la Ch-<.u<llLlLlt (la pa.lL;te. -<.nteJtna) cl-<. X ne.Uo

<lpllz.<.o topotog-<'co Is, T); con c.l ,X(-<'nt ,XI la ch-<.u<luJta (la pa.lL;te -<.nteJtna)
T T

cl-<. X Wpe.ti:o ad una qUltÙw-<. aUJta topolog-<.ll T' <lU S. T (x) <laJul

l' -<'M-<'e.me. de.iJu -<.ntOlLn-<- apeJtti del punto x cl-<. S ne.Ua -topolog-<.ll T • Se

X c S, CX <lMà.et comple.me.ntMe. cl-<. X -<'n S me.ntlLe <le. X C Y C S, -<'ncl-<.che.-

lLe.mo con CyX o·anche. con y-X -<.l comple.me.n;tMe cl-<. X -<'n Y.

Definizione l. -

Dato uno spazio topologico (S,T) ed un sottoinsieme X ç 5, S1 dice

estensione semplice di T rispetto ad X la topologia

T(X) = lA U(Br1X)/A.B E d.

Ovviamente una base di tale topologia è la famiglia

B(X) =T U(dlX)
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T !ì X si indica la torologia indotta da T su X.

RicordiaMo che (cfr. [3] Lemma l ) se

ce di (S,T) e B c S, allora

T(X) è un'estensione seMpli

in\(X) B - int B U in\rìx(B!ìX).

Proviamo ora il se9uente lemma.

Lemma l. -

Sia A e T , X -:> V due sottoinsiemi di S tali che X-intX - V-intV=X'

e cl(X-V)!ìX'=f'I.

Posto B = A - ci(AnXnCV) e T Sl ha allora

i) Anint V = B!ìint X.

ii) AnX' = Bnx'.

Dimostrazione.i) sia n e A e r e int V c int X. Se fosse

n e cl(A!ìX!ìCV) c clAn ci xnci CV sarebbe p e C-tCV = C int V da CU1

n eint V contro l'ipotesi. Allora risulta p e Brìint X.

Per nrovare l'inclusione inversa basta provare che B!ìint X c Bnint V

essendo BeA. D'altra rarte si ha Bnint X = Anint(CA U CX U v)nint X ­

- A!ìint((CAnX)UV) = Anint(CA U V) nint X ed analogamente Bnint V =

- Arint(CA U V) n int V.

Sia allora peA e NeT(n) con NcA,NcCAUV ed NCX;ovv1a

mente N c (CA U Y) n int X = ('CA U intX)I1(CA U V)nintX quindi t*CA U V

e poichè è ancheN c. A risulta N c: int V da cui p e Anint(CA U V)nint V.

ii) B!ìX' - int Anint (CA U CX U V)nX' = int(An(CX U V))IÌX' =

- An int (CX U V) nx'.

Ma da

temente l a

cl(X-V) nX' - f'I

tesi. I

•
Sl rlcava X' c int(CX U V) da CU1 se9ue eviden
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Proposizione l. -

Sia (S,,) uno spaZlo topologico ed X,Y due parti di S. Allora

T(X) = ,(V) se e solo se

x - int X = Y - int Y = X'

ct(X-Y) rìX' - ct(Y-X) rìX' = 0.

nimostrazione. - Proviamo che le condizioni date sono sufficienti.

supponendo dapprima Y c X.

Si ha allora B(X) c ,(V) infatti A e T ===> U - AnX - (Arìint X) U

U(ArìY) e T(Y) quindi T(X) c ,(Y).

Si ha inoltre B(Y) c B(X) poi ché per il lemma l A e t ==> V-A() Y ­

= (Anint Y) U (Anx') = (Blìint X) U (BIìX') - BrìX e B(X).

Nel caso ~enerale,posto Z = xny si ha Z - int Z = (xnY)ilC(int Xnint Y)=

= (X 11 Ylì C i nt X) U (X lì Ylì C i nt Y) = (Y lì X') U (X lì X') = X'; i no ltre

ct(X-Z) nX' = ct(Xn (CX U CV)) nX' = ct((XnCX) U (XnCY))IìX' -

= ct(X-Y) nx' = 0 ed analo')amente ct(Y-Z) nX' = 0. Si ha quindi

T(X) = t(Z) = t(Y).

Viceversa, supnoniamo che ,(X) = T(Y) e sia p e Y - int Y.

Sia p t X, posto Y - A U (BIìX) con A,B e T risulta p e A c Y

cioé P e int Y contro l'ipotesi.

Se p e int X e o e N c X con

= int(NnY) U int x(NrìYnX) =Tn

NeT(p) si ha pein\(X)(Nny)­

(int Nlìint Y) U in\nx(NIìYIìX).

In narticolare n e in\nxY ed esiste N' e T(P) tale che p e N' IìX c Y.

Ma peNIìN'cN'nXcY da cui peintY contro l'ipotesi.

Risulta ouindi Y - int Y c X - int X ed in modo analogo si prova l' inclusio
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ne lnversa per cui si conclude che V - int V = X - int X.

Sempre nell 'ipotesi che T(X) = T(V) 'proviamo che c.t(X-V) nx' = 0.

contenente ~ Sl avrebbe:

Se infatti esistesse

ogni aperto O = A U

p e c.t(X-V) nx'

(BnX) di T (X)

e fosse p e N e T allora per

se P e A on (X-Y) :;) An (X-V) F 0

se o e B on (X-Y) :> BnXiì (X-V) - BI1X lì CV - Bn (X-V) F 0

quindi • OIì(X-V) F 0.1n Og01 caso

Poiché,al contrario, l'aperto di T(V) , Nlì V, non intersecherebbe X-V, •
Sl

avrebbe evidentemente che NIìV F O per Og01 O e T(X) e T(V) f; T(X) con

tro l'i potes i .

Analogamente si prova che

Coro 11 ar i o l. -

c.t(V-X) !ìX' = 0.•

Sia (S,T) uno soazio topologico, X e V due parti di S, intX - intY=0.

Allora
T(X) = T(Y)<===> X = V

Dimostrazione. X e T(V) ==> X = A U (BnY) con A,B e l " --->---

===> YJ = int X::> int A U int (BnV) ==>A = int A = 0 ==> X C Y.

Analogamente Y c X.,

Corollario 2.-

Sia

Allora

(S,T) uno spaZ10 topologico X,V c 5 •e STa X'-X-intX.

Y = X-F con ci F = F ed FrlX' = 0 ==> T(X) = T(V)

Dimostrazione.- Si verificano facilmente le condizioni della propos1z10ne l.

Y - int Y = V!ìCFnC(int X!ìCF) = XnCFn(C int X U F) =

=(XnCFnc int X) U (XnCFnF) = X' nCF = X'.

ci(X-Y)nx' = ci(Xn(CX U F))nXnc int X = ci(xrìF)iìxnc int X c

c canFiìXiìC int X = FnX' = 01
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Corollario 3. -

Sia (5,~) uno spazio topologico, X e

X' = X - int X. Allora Y - X U O, O e T ,

Y due parti di 5 e Sla

cf OnX' = 0 ==> T(X) - T(Y).

Dimostrazione.- Poniamo F = cf O-X. Sono allora verificate le condi

zioni del corollario 2 cone se~ue.

Y-F = Yn C( cfOl! CX) = (Y n C cfD) U (Y n X) = (X ri C cfO) U X = X.

F è chiuso infatti cfF = cf(dOIìCX)s:cfO ()cUX~ cfOIìCintX =

- cfOAC(CX'f) X) = cfon(X'V CX) = cfO()CX = F.

Poichè, come si verifica facilmente, int Y = int X U O, risulta anche

Y' = Y - int Y = (X U O)nC(int X U D) = (XnC int Xl'iCO) U (OnC int xnco) ­

= X' lì CO = X!

Infine risulta (cf O - X) l'i Y' = cf On C Xn X' = 0. I

Osservazione l. - Dai corollari 2 e 3 segue che, dati uno spazlo topolo

gico (5,~) e una parte X c 5 che abbia punti interni rispetto a ,

non esistono né un sottoinsieme massimale Mc 5 né un sottoinsieme mlnlma-

le N c 5 tali che ~(r·1) = ~(X) o ~(N) = ~(X).

Il risultato della proposizione l è illustrato dagli esempi riportati

1n figura, nei quali lo spazio topologico è il piano con la topologia na­

turale,

Nelle figure il tratto continuo indica l'appartenenza dei punti di fron

tiera agli insiemi disegnati.

Esempio l. - Evidentemente le condizioni della proposizione l sono verl

ficate e T(X) = T(Y).

xny
a

" X Y, -

fi g. l

'.
Y-x

b

X' = X-int X - Y - int Y

a e X'

b t X'
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Esemoio 2. - Non è verificata la condizione X - int X = Y - int Y e

chiaramente l'aperto U' e ,(V) disegnato.in figura non appartiene a

T(X); dunque ,(X) ~ ,(V).

J,
,,

Xl1y

---.-.-
X-y

~. \,y.; I
,

Esempio 3. - E' verificata la condizione X - int X - Y - int Y = X'

ma ri sulta c.f.(X-Y) nx' = {a} ~ 0. Anche nella figura 3 è disegnato un

aperto U' di ,(V) non appartenente a ,(X); evidentemente T(X)~ T(Y).

~

;/ XI1Y \\

a jv' ]b

X-y

Fi g, 3

Proposizione 2.

a e X', b t X'

a e U'

Dati due s~azi topologici (S,T) ed (S,T') con T estensione semplice

di, , Cl oe T - ,(X) con X c S, risulta che X - c.f.(int X) e l'unio

ne degli aperti di ,
T non contenenti aperti non vuoti di T ,
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Dimostrazione. - Sia p e X - c~(int X) ed N e T(p) tale che

Nlìci(int X) - ~ .

Posto N' - NrìX e T', l'unico aperto di T contenuto ln N' e 0.

Ne segue che X - c~(int X) è contenuto nell 'unione degli aperti di T' non

contenenti aperti non vuoti di T

Viceversa sia U' = A U (BlìX) e T con A,B e T e sia U' # 0.

Se U' non contiene aperti non vuoti di T , deve essere A = 0, cioè

U' = BlìX. Se poi fosse U' rìC(X - c~(int X)) # Il sarebbe BIÌXlìc~(int(X));I0

quindi B" int X sarebbe un aperto non vuoto di contenuto in U' il che

è impossibile.

Quindi U' c X - c~(int X) da cui la tesi .•

Ovviamente si ha il seguente corollario.

Corollario 4. -

Se (S,T') è un'estensione semplice di (S,T) ,T' = T(X) con X c S e

se int X = 0, allora X è l'unione degli aperti di T non contenenti

aperti non vuoti di

Proposizione 3. -

T ••

Se (S,T') è un'estensione ser.1plice di (S,T),T' = T(X), risulta

X' = X - int X = U (U'-int U').
U'€T 1

Dimostrazione. - Se p e X' ed N e T(p), posto N' - NIÌX e T Sl ha

intN'=NnintX quindi Il€N'-intN',

,Viceversa sia U' = A U (BnX) e T con A,B e T. Si ha allora

U' - int U' =[(A U B) rì (A U X)] nC[(A U B) (ìint(A U X)] -

- (A UB) lì (1\ U X) lìC int(A U X),

Sia ora peU'-intU':

se p, X allora n e A quindi p e int(A U X) e p t u' - int U' contro

l'i potes i ;
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se p e int X allora p e int(A U X) quindi p é u' - int U' contro

l'i potes i .

In definitiva p e X - int X. I

Proposizione 4. -

Sia (S,T) uno spazio torolonico, X c S e X' = X - int X.

Sia inoltre F un chiuso di T tale che F("IX = X', c.t(F-X') - F ed

X' c int (F U X). Posto Y = CF U X' si ha allora

T(Y) = T(X).

Dimostrazione. - Osservato che Y = CF U X' = (CF U X) ("I (CF U C intX)=CF U X,

si ha Y - int Y = (CF U X) ("Ic.t(F()CX~ = (CF U X) ("IF = XIìF - X'.

Inoltre c.t(Y-X) nx' = c.t(CFIìCX) ("IX' = C int (F U X) ("IX' = 0 e

c.t(X-Y)IìX' = c.t(XIìFrìCX')IìX' = c.t(F()int X)rìX' = 0 in quanto Flìint X - 0.

Per la proposizione l si ha la tesi. I

Proposizione 5. -

Siano T e T due topologie su S con T c T e Sla

X' = U'U ,(U'-int U').
eT

Condizione necessaria e sufficiente affinché T Sla un'estensione se~-

plice di . T è che esista un chiuso F di T contenente X' e tale che

l) c.t(F-X') - F

2) Vp e X' e VN' e T'(P) ::I N e T(P) tale che N("I (CF U X') e T'(p) e

N("I (CF U X') c N' .

In tal caso si ha, inoltre, T' - T(X) con X = CF U X'.

Dimostrazione. - Sufficienza. Sia F un chiuso verificante le condizioni

l) e 2) e sia X = CF U X. Si ha allora

T' c r{X), infatti se N' e T' e N' n x'= 0 risulta N' - int N' = 0 cioé

N' e T c T(X); se invece N' IìX' = L l' 0 e se p e L, esiste N e T(p)
p

con N ("I X c N' e N lì X e T' (p). Pos to a11 ora N - U N s l ha N e T,
P P peL p
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L c N ed NnX c N' e pertanto N' = L U int N' = int N' U (NnX) € T(X).

Si ha inoltre T n x c T' poiché, osservato che X - int X =(CF U X')nF=X'

risulta:

se N € T ed N c X all ora € '.T ,

se N €'T ed NnCX F l" ed NrìX' = l" allora Nnx.c int X da
•CUl NnX€TC , .

T ,

se N € T ed Nn X' = L F l" si ha Nn i nt X € T C T'
•e per ogm

P € L esiste

caso N' = U
p€L

In defi niti va

N € T(p) con
p

N
p

nX € T' si

T'=T(A).

Il c N
P -

ha Nn X

ed NPn X € T' (p); pos to

= (Nnint X) U N' € T'.

ln tal

Che la condizione sia necessaria segue evidentemente dalle proposizior,i 3e4 .•

Osservazione 2. -

Una condizione necessaria perché un raffinamento T' di sia un'esten

sione semplice é che l'insieme X' = U,U ,(U' - int U')
€T

sia nrlVO di nunti,

interni in T . (Si deduce evidentemente dalla proposizione 3).

Osservazione 3, Nelle ipotesi della • • 5, l'insieme- propos 1Z lOne se

X' = U'U , (U' int U' ) è un aperto di • di punti interni, i l- T !Jrl VO
€T

chiuso S verifica le condizioni l ) e 2) e dunque
,

= T(X').T

Concludiamo con due esempi in CUl riconosciamo che un raffinamento T

di uno spazio topologico (S,T) è un'estensione semplice di T.

Esempio 4. -Sia S = {a,b,c,d,f} , T = {l'',{a},{b}, (d,f) ,{a,b},{a,d,f},

(b,d,fl, (a,b,d,fl, S) è una topologia su S. T' = TV{{d},{a,dl,{b,dl,(c,dì,

(a,c,dì,(b,c,dl;{a,b,dl,{c,d,f},{a,b,c,d},(a,c,d,f},{b,c,d,f)} è un raf-
finamento di T e risulta X' = N'U I (N' - int N') = (c,dì.€T

Poiché risulta X' € T'ed int X' - 0 si ha, per l'osservazione 3,

t=T(X').

Esemni o 5. - S = {a, b , c ,d l , T = {l'', {a} , ( b) , (a , b) ,lc , d l , {a , c , dì, (b, c ,d) , S};

T' = T U{(cl,(a,cì,{b,cl,(a,b,cH è un raffinamento di T

X' = N'U , (N' - int N') = {cl.
€T

e risulta
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Si verifica poi facilmente che considerato il chiuso F = {c,d} con­

tenente X' si ha ct(F-X') = F; inoltre per o'1ni N'€T'(C) si ha che

l'intorno aperto N - {c,d} €T(C) interseca CF U X' = {a,b,c} secondo

l'intorno {c} € T'(C) contenuto in N'.

Per la proposizione 5 si ha allora T' = T({a,b,c}).
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