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~ X,Y e eX e w ft{ e dove 'V è la derivazione

covariante rispetto ad una connessione lineare ed A e S sono

due qualsiasi camp1 tensoriali di specie (2,3) e (1,3) rispetti

vamente.

Sia r2 una connessione del secondo ordine di specie (0,1) definita

in una carta locale

carta sono

allora 
2covarianti D w nella stessa

del campo di

le (1.1.).

w.
1

le componenti

avente componentida ç;~ e sia

(11,~) di Vn,

tensori tri pl i

In particolare se f e 1 le componenti in (U,~) di 02(df) sono:

(1.12) f +
pq

f +
p a f .ai j h C.. h a O.. h1J, pq 1J , P

Per ogni f e 1 il di tensori 03 f = 02(df) • chiama di fferen-campo Sl

ziale covariante terzo di f rispetto a 2 e l'operatorer

3 2o = D od:

2si chiama differenziazione covariante terza rispetto a r .

Si osservi che se r
2

è dedotta da una connessione lineare r. tenen
3do presenti le (1.9) e (1.10) segue che l'operatore <5 coincide con

l'operatore 63 di derivazione covariante terza rispetto a r studiato

i n [11].

2. SPAZI DI COOMOLOGIA ASSOCIATI A 2r . -

L'operatore 0
3

di differenziazione covariate terza dispetto ad una
2

connessione r del secondo ordine di specie (0,1) è un omomorfismo (ri

spetto alle strutture di spazio vettoriale su JR di 1 e~) e quindi

0
3
(1) è un sottospazio vettoriale di Cé~. Un campo di tensori w appar-
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tenente a 03(J) si chi amerà esatto ri spetto a 03,

Da (1.12) segue che Ol e
o
3

è esatto rispetto a 0
3 se e solo se

esiste f e'i tale che, qualunque sia la carta locale (U,~) di V
n

rispetto alla quale w abbia componenti w, 'hlJ
, risulti:

(2. 1) f +
pq

C. , hlJ,
a f+pq

P
D.. h

1J ,
a f ,
P

Un campo di tensori w e o
3

si dirà invece chiuso ri spetto a

se è localmente esatto, cioé se per ogni

(U,~) dalla relazione (2,1).

differenziabile in Uf

esiste una carta 10ca-P e Vn
funzione

,
lndi w

ed esiste unaP e UVn con

componenti

di

legata alle

Indicati con e gli insiemi dei campi di tensori differenzia-

bil i tri pli covari anti ri spetti vamente esatti e chi us i ri spetto a

- 0
3(1J é un sottospazio di o ,

3'

3o ,

inoltre è facile provare che anche

è un sottospazio di o e poiché ogni di
3

campo

0
3

0
3 E3

è anche chiuso rispetto a è un,
r 2

DEF. l. - Lo
,

vettoriale quozientespazlo

tensori esatto rispetto a

sotto spazio di C;2

H3
- C3

/E3

r2 rZ r 2

Sl chiama spazio di coomo10gia di V rispetto a r2
dei campl di tensorin -

differenziabili tripli covarianti.

Allo scopo di studiare lo spazio di cocmologia

temente, si consideri il fascio di funzioni su Vn
do ad ogni aperto A di V 10 spazio vettol"Ìa1e

n

H;2 definito preceden

che si ottiene associan

su R ~ delle funzio-

ni fA di fferenzi abil i , n A tali che

0
3

fA = O

e associando ad ognl coppia di aperti

•
1 n A.,

A e B di V tali che A~ B
n
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l'omomorfismo di restrizione i~: fA e 1? ~ f
A1B

e~ .

Tale fascio si chiamerà fascio delle funzioni a

te terzo rispetto a rZ nullo e 10 si indicherà

differenziale covarian

con ~z(Vn' A,i~ )

o semplicemente con ~2 •

Si premetteranno ora alcune necessarie notazioni e brevi richiami della

teoria dei fasci che saranno utili in seguito.

Se U - (U.). I
l l €

rà con:

è un ricopri mento aperto proprio di V si indiche
n

P~2(U} lospazio vettoriale delle O-cocatene relative ad U e a coeffi

cienti in P2;r

Z~z(U) 10 spazio vettoriale degli l-cocicli relativi ad U e a coeffi-

cienti in t:.z •,

1 'omomorfismo di cobordo

dei cobordi sottospazio di

1
e con Erz(U)-

1
Zrz(U);

spazlo vettoriale

1
'Hrz(U) ;

vo ad U

(u)/aP~Z(U) 10 spazio di coomologia

valori in ~z.

l-dimensionale relati

'tu e Ll

Indicato ora con Ll l'insieme preordinato e filtrante dei ricoprimen-

ti aperti • di V U,U' eLl U' un raffinamento di U (IJ>U' )propn n' se e
Ucon applicazione di raffinamento t, si i ndi ca l' omomorfi smo (checon TU'

[p~€
l

risulta indipendente da t) che ad ogni (U) •

rZ aSSOCla

U l 1
[TU~PU)J e'Hrz(U'). Tali omomorfismi hanno le seguenti proprietà:

T~ = identità

U > UI > UU

quindi {Ll~~z(U)' T~,J e un sistema diretto di spazi vettoriali. Il 1i-
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lmite induttivo di tale sistema diretto si indica con Q.lr 2 e Sl chiama

~azio di coomologia l-dimensionale di Vn a coefficienti in ~2'

Infine, denotato con

l'omomorfismo canonico, valgono le seguenti proprietà:

U' U U
T o TU' = T VU,U' e U '7 I U > Ul

;

(2.2)

-U l U l
T ([p J) = T ([p])<->

U -
U

3U' e U 3'

U l
e TU' ( [p~) =

-
U>U',U>U'

• •

•

Si diDOStrerà la seauente :

Proposizione l. - Lo spazio H~2 di coomologia di V rispetto a
n

dei
•Z10

di tensori differenziabili tripli éovarianti e isomorfo all.o_spa

di coomologia l-dimensionale di Vn delle funzioni a differen-

ziale covariante terzo rispetto a r 2 nullo.

Dimostrazione. - Se we esiste un ricoprimento aperto propr10

di Vn U = (U.). I ed esiste una famiglia di funzioni fU = (f.). l con
1 le 1 le

f. differenziabile in U. tale che
1 1

1
2

=((i,j) e..

(2.3)

Indicato con

Vi € 1
3

6 f.
1

f 0J •
Sl ponga:

(2.4) V(i ,j) € 1
2

f..-f.-f.
1 J 1 J

•

Per la (2.3) e (2.4) risulta:
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a) V(i ,j) 3
6 f .. - O

lJ
•, V(i,j) e

b) = (f .. 1( .. ) 12 e Z~z(U) .
lJ l,J e .,

Poiché si prova facilmente che la l U l l
classe f = T ([fU]) e CU rZ

non varia al variare del ricoprimento U e della famiglia fU' si e co

struita un'applicazione, che risulta un R-omomorfismo:

e quindi, per il teorema fondamentale sugli omomorf~Risulta ker $ = E3
r Z

smi tra spazl vettoriali, dall 'omomorfismo $ si ottiene il w~nomorfismo

è surgettiva e quindi la proposizione sarà com-Si proverà ora che

pletamente dimostrata.

Sia pl e'+l\ ' allora esisterà (per l'ultima delle relazioni (2.2)}un
r

ricoprimento aperto proprio U = (U.). 1
l le

l U l
ta l e che p e T (Q.t.;.z (U) )

e sia [p~ J, con

(TU)-l(pl) .

lP =(
U

l
p.. 1( .. ) 12 eZ z(U), un qualsiasi elemento di

l J l ,J e.. r

Si consideri ora una partizione dell'unità di Vn

raffina~nto relativa ad U e

tiva al ricoprimento U •e Sla
+

h : m e N + h(m)

a {suPP$m i ...,+
m""

e 1

tale

un'applicazione di
+che Vm e N

Per ogni i e I e per ogni +m e f'l 51 consideri la funzione f.
1m

definita ln U. ne l seguente modo:l

) O l n U. - Uh(m}(2.5) f. - l1m I, •,
U/ìUh(m)

,
l

Pih(m)~1!1 ln
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f. è differenziabile in U., essendo ivi localmente differenziabile.
l m l

Per (2.5) risulta supp f. c supp 4> ,ed essendo {suPP4> ì -",T1m- m m m"",

un ricoprimento localmente finito di v , {supp f. } -",
n l m m""

• •e un rl COPrl-

mento localmente finito di Ui • Ne segue che per ogni p e U. esiste1
un intorno aperto U di p ed esiste un sottoinsieme finito Np F IlP
di li tali che • Up

• abbia:ln Sl

1: +meN f. 1m f.1m

A11 ora per ogni i e I

1:
meN

p
la funzione

•

f.
1

definita in U.
l

nel seguente

modo
f.; ~,+ f.

1 m"" 1m

è differenziabile ln U.
1

essendolo ivi localmente.

In questo modo si è ottenuta la famiglia di funzioni fU ; {(U. , f . ) I. I
1 l 1 e

relativa al ricoprimento U per la quale risulta per (2.5):

V( ij )eI~ f.1m f.
Jm

•ln

ed essendo

f. - f. - 4>m - O
1m Jm

risulta:
f.

1m
•ln u.nu. Fil.

l J

Per CU1, solilnando per m vari ab il e i n +N ed essendo - 1 Sl ha:

Ponendo allora per ogni

zioni fU è

fU coincide

determinato da

3
6 f.

l

V( "\ 12
1,JJ e ,....

famiglia fU; (-f.). I coincide con l'l-col le
O, da (2.6) segue che:

V(ij)eI; .

i e I wl u; 63f., risulta che il campo di
'. l

1

così definito,è chiuse rispetto a 63 e la famiglia di funw~
3

ad esso associ ata. Poi ché l' l-coci clo f l
U

con l'l-cocic10 p~, si ha:

tensori

(2.6)
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f l ; TU ( f l ) ;
U

l) ; p

e quindi

cioè è surgettiva e quindi la proposizione è completamente provata.


