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RIGIDITA' DI VARIETA' HERMlTIANE Cor~PATTE (*)

Domenico PERRONE

Abstract.

In tlU6 papVt M.<.rlg a "vanÀ..<lMng theo'Lem" un CCLtab-<- and Ve6e,tLi.>'; [1],

we. ob.ta-<-n a co~on .<.rl o'LdVt that the c.umpR.ex. anal·lftic~.t'LU.ctl.V'le. ù 5

a compact hVtm~yt man-<-6oR.d be. R.ocaUy 'LA.g-<-d.

Nozioni Preliminari.

Sia X una varietà complessa compatta kahleriana avente dim
t

X = n,

con tensore metrico g = (g -l.
0.8

Siano

-O=ae+ea e

l laplaciani complessi operanti sulle

plessi,

D =36+8a

(p,q) forme su X a valori com

e

il laplaciano reale.

- - - -
~ = d6+6d = (a+a)(e+ e)+(0+e)(a+a)

Lichnerowi cz [4J, ha definito l'operatore laplaciano sui p ten

sori T in questo modo:

(K T)
o ··-u

l P
= T

p

o. o
~

T
P J

a .•• ..• • •• Ù t
l P

con 9 derivata covariante,
p

p po.
9 = g 9 , R componenti del tenso-

o. o.kP o.io

re di curvatura e R componenti del tensore di Ricci.
"k~

(*) Lavoro eseguito nell'ambito del gruppo GNSAGA DEL C.N.R.
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'"6 è la generalizzazione del laplaciano reale 6 di G. de Rham de

finito sui tensori antisimmetrici.

'"6 conserva la simmetria o antisimmetria eventuale di T, commuta con

la contrazione ed è autoaggiunto.

Essendo X dotata di una struttura kahleriana, allora si prova

(cfr. [SJ) che

Su X si può quindi definire per i tensori

'"ratore O :

T del tipo (p,o) l 'ope-

PT
= -g 'J_'J T

'( p a. ••• 0. +
l p +

'" -Cl è la generalizzazione del laplaciano complesso u definito sui ten

sori (P,O) antisimmetrici.

Con S denoteremo il fascio dei germi dei campi di vettori olomo~

fi tangenti a X, e con HG(X,g) (q = l, ... ,n) i gruppi di coomolo-

Sia

M con

(t e H)

gia con coefficienti in ~ (per maggiori dettagli si rinvia a [lJ cap.2).

M una varietà (connessa) e~ un fibrato differenziabile su

proiezione n: '\f .... M e tale che ogni fibra V = ii1(t)
t

di ~ sia una varietà analitica complessa n-dimensionale, la

cui struttura complessa è compatibile con la struttura differenziabile

di V
t

indotta dalla struttura differenziabile di '1f .

Lo spazio fibrato qr = {Vt/t e M) lo diremo famiglia differenzia-

bile di varietà complesse n-dimensionali, se: per ogni punto p e qJ

esiste un intorno U di p e un omeomorfismo differenziabile h di

U ,.n "n x - (U) t l h .~ ., a e c e per Ogn1 t e n(U), ht = h!unv è una ap-
, t
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plicazione biolomorfa di Ut"V
t

in [n x{t}.

Riferendoci a un punto base oeM, la varieta complessa Vt = n1(t),

teM, la diremo una deformazione di

Una famiglia differenziabile

v = n1(0).o

cV -2... ~1 di varieta complesse

n-dimensionali la diremo banale, se per qualche punto oeM esiste

una applicazione differenziabile di 't:--> V = .1(0) che applica
o

ogni fibra Vt = n1(t), teM, biolomorficamente in V ; la diremo inveo -

ce localmente banale in oeM, se esiste un intorno N di o in M,

tale che la famiglia ii1(N)__ N è banale.

Rigidita di varieta hermitiane compatte.

Il seguente lemma è dovuto a Calabi e Vesentini (cfr. [rJ pago 48?).

LEMMA. Sia X vari eta kahleriana compatta di Einstein avente dim~X=n.

Siano l
(N = '2 n(n+ l ) i valori propri in ogni punto di X del

la trasformazione lineare

Q
o

E,
po

( l )

operante sui tensori simmetrici di tipo (2,0) .

Se R denota la curvatura

i no ltre

Supponi amo < ......, ~ ÀN e sia À = inf{À1(x):x e X} .

scalare costante, abbiamo R; n(n+l)À ed

(a) se À ~ O e R > O, allora Hq(X,e) = {O} per ogni q > O;

(b) se À < O < R e R+nÀ > O, allora Hq(X,B) = {O} per ogni

n Àq > -
R+nÀ

(c) R < O, allora O <
R n(n+ 1) Hq(X,e) {O)se < e =À ,



per ogni q <
R

n \
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OSSERVAZIONE l. Il gruppo Hq(X,@) è legato con le deformazioni della

struttura complessa di X. Infatti quando per una varietà complessa

compatta X si ha Xl(X,I) = {Ol, allora per un criterio di Fr~licher e

Nijenhuis (cfr. [5J, pago 45) la struttura complessa di
nr 11mente rigida, cioè ogni famiglia v • M di varietà

X è l oca 1-

complesse

n-dimensionali V
t

= TII(t), teM, con fibra V = TIl(O)
o

analitica-

mente isomorfa a X, è localmente banale in O.

Per varietà hermitiane compatte, proviamo il seguente teorema di

rigidità.

TEOREMA Sia X varietà kahleriana compatta di Einstein n-dimensiona

le, con curvatura scalare R, avente

R
\ > zn se R < O, À > -

R
2'1

se R > O > \.

Sia X' varietà complessa compatta hermitiana m-dimensionale tale

che

(p,q) = (0,0),(1,0),(0,1),(0,2).

( i ) X' e X siano isospettral i per il laplaciano con

(ii) l'operatore Q' (operatore (l) riferito a X') ammetta come auto

soluzione relativa a .,
A l il quale verifi-

chi per ogni x e X' la condizione:

(i)
[( p1 )- lg 'l_V '1 n JR •

1 P a~ aB e
(2)

In queste ipotesi si prova che X' è localmente rigida.

DIMOSTRAZIONE. Intanto dalle ipotesi fatte su \, segue facilmente che,

X ha struttura complessa localmente rigida.

z è un numero complesso con [z]Re
z.

indicheremo la parte reale
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Infatti

(R < O), dal punto (c) del lemma, abbiamo

quindi dal
n
R

(R > O > \), allora è anche ,>-

R
À > 2n

R
À > -2n

punto (b) del lerrma abbiamo Hi (X,G) = {O}

se

se

Pertanto dall 'osservazione l segue che X è localmente rigida. ,
La matrice hermitiana su X' sia data, in coordinate locali (z l,da

m -
dsZ 2 2:. " <;

ds2 possiamo= 9 _dz dz a as
aB

a,~=l m -
r-l a~=1

a =
sociare la (1, l ) forma fondamentale "' = 9 -dz "dz-

aB

Essendo la varietà hermitiana X' isospettrale a X per Dro O) ,
, , .

D( l,O) e 0(0,1)
, con X dota ta di metrica kahleriana, aal corol

-

lari o 4.3 di ~31 (pag. 256) segue che l a ( l , l ) forma .' è chiusa os-

sia X' è kahleriana. Quinei X e X' sono varietà compa tte kahleria

ne aventi stesso spettro per 0(0,0) , 0(0, l) e 0(0,2) , con

X di Einstein, pertanto applicando il corollario 4.3 di [2J(pag. 201)

segue che anche X' è di Einstein con curvatura scalare R' uguale a

quella di X. Naturalmente m = dim(x' = dim(X = n, in quanto X e X'

avendo stesso spettro per
0(0,0)

avranno stesso sviluppo asintotico.

Indicando con R _ e R __ rispettivamente le componenti del tensore
01 O:lBv

di Ricci del tensore di di X' , il
'ù

e cur'va tura tensore Dn
":0 di t i po (2,0) è dato da:
~ - - -

(On)aB
p, v_v + R TP R PT

= - 9 n - 9 1 + 9 n
T p aB aT ~B 61 ap

- R
.:tTBv

-
70

9
-vo

9 n
00

Essendo X' varietà kahleriana di Einstein n-dimensionale con cur-
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verifi ca R
R

vatura scalare R, i l tensore di Ricci R - - = - 9aB aB 2n ~ ,
\).;5

pertanto
- R - -

( Òn)aB
PT TP R PT

= - 9 'J_'f n + -g g n + -----zn gB1'g n +
T p aB 2n a1 pB ap

2R p
a 8

o
n

po
= n

00

Dalla condizione (2), per ogni x € X', abbiamo:

R _
- n n 
n aB aB

-
= [(gPT'J 'f n )~ l

- 1 p"aB "aBJRe

ossia

[( RP o n ) Ti -I >
a8 po aB" Re

( 3 )

D'altronde n
00

per ogni X € X', per cu i

la (3) diventa . -
Àjna8n.aB ~

segue che

À "'aB "'aB per ogni X € X', ed essendo

.\' = i nf(>-; (x) : X € X' l ~ À •

Pertanto la condizione (2) geometricamente significa che lo spettro

di Q' si trova dopo ,, .

Hl(X',g') = {Ol cioé X' é localmente rigida; se À >

Essendo À' ~ À • abbi amo:

R
se À > ~ (R < O), anche ,R - d' d lÀ > 2n e qUln 1 a punto (c) de l lemma

- ~n(R>O>\), può

aversi ,\I~ O (R > O) À'> R
(R > O À' ) , quindi daloppure - - >

2n

punto (a) oppure da l punto (b) del lemma segue che X' é localmente

rigida.
C. V_D.
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OSSERVAZIONE 2. In particoiare se il tensore simmetrico n = (n"s)

è a derivata covariante nulla, affinchè si verifichi la condizione

(2) del Teorema è sufficiente che n sia anche autosoluzione di
RD con valore proprio u ~ ( Il + 2À)
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