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iii) ===> iv) Siano a,b € S poiché ab ¥ ba, per 1'ipotesi 2=

e per 1l Teorema 1.1

- A
Da = ba ba = ab ba ba =

= ab (ab)“1 ba €& aS

cloé  Sa ¢ aS; Analogamente aS ¢ Sa.

iv) ==> 1) Siano e,feb, ef%fe quindi esiste xeS tale che
efS = xS, Sx = Sfe. Pertanto, per 1'ipotesi efS = xS = Sx = Sfe = feS

Sef = efS = feS = Sfe.

Allora per i1 Teorema 1.1

ef = ef-fe

it

fe.

3. STRUTTURA DELGI ORTOGRUPPI. -

S1a S un ortogruppo; risultera dal Teorema 3.1 sequente, che S ¢

un semireticolo Y di gruppi rettangolari S {a€Y) e quindi 11 prodotto

X
di un elemento x di Sﬂ e di un elemento y di SE & 1in SuB (aB pro-
dotto di o« e & 1in ij Ma tale teorema non chiarisce 11 modo in cuil
elementi di differenti Srt s1 possono moltiplicare tra loro.

Riprendendo un teorema di strutiura per 1 semigruppi compietamente rego-

lari di Lallement [/7/, 19671 .M. Petrich ottiene[/10/, 1974] un teorema di
struttura "fine" per gli ortogruppi, chiarendo il modo in cui s1 moltipiica-

no gl1 elementi dei differenti S , tramite sistemi di applicazioni soddi-

¢

-

sfacenti certe proprietd; tuttavia M. Petrich non da un procedimento effetti-

vo di costruzione di tali sistemi.

La dimostrazione del teorema di M. Petrich si avrda ora {(ottenendo una

semplificazione della ftrattazione) utilizzandoun risultato di Clifford

i

1/2/, 1972| sugli ortogruppi a "due componenti®.
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Si vuole affrontare lo studio della struttura degli ortogruppi mediante

una particolare decomposizione.

™

Sia S un semigruppo, Y un semireticolo e Z un omomorfismo da S 1n

: C . -] . . .
Y; allora ognuno dei sottoinsiemi @ Z  (aeZ) €& un sottosemigruppo di S. De

notato aZ_1 con S, S & unione disgiunta dei sottosemigruppi Sa(ueY) ed
g

—

e tale che
5SS ¢S

a B— af

dove oB € il prodotto di o e B in Y,

Se ogni Su con aeY & di "tipo A" allora si dice che S & un

semireticolo di semigruppi di "tipo A".

TEOREMA 3.1. - [Yamada M., Petrich,M., Preston G.B.]

Un semigruppo S & un ortogruppo sse & un semireticolo di gruppo rettangola

re.

Dim. -

Sia S un ortogruppo; per il Teorema 4.5 di /4/, S € un semireticolo Y
di semigruppi completamente semplici Sﬂ(aeY). Poiché 1'insieme E degli idem
potenti d1 S € un sottosemigruppo di S, 1'insieme E (a€Y) degli idempotenti

]
di S é un sottosemigruppo di Sﬂ » pertanto S e un gruppo rettangolare.
QL
Viceversa, sia S un semireticolo Y di gruppi rettangolari S (aeY); &
X

chiaro che S € unione di gruppi, rimane da provare che il prodotto di due

idempotenti & un idempotente. Siano e,f idempctenti di S, ee S , f e S
a

per certi  a,BeY; allora posto a =ef, b = fe, entrambi sono in S . ed
a
2
b~ = fefe = fe(ef)fe = bab.
Usando i1 prodotto su un gruppo rettangolare, b2 = bab implica che a = ef &
1dempotente.

Puo sembrare che 11 Teorema 3.1 non costituisca un progresso nello studio
della struttura degli ortogruppi, in quanto i gruppi rettagolari, anche se dj

struttura nota, sono piu complicati dei gruppi. Ma un reale progresso esiste
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ed € nella relazione S BBC S . Infatti, era gia noto che
o B 4

dove £ €& 1'insieme degli idempotenti di S e ogni sottogruppo HE

& laX -classe contenente e, ma non si aveva idea di dove fossero 1 prodotti

di ele, :nti ere ed yer 0 se 1l prodotto di He ed H]c fossero conte-

nuto 1n un singolo Hg.

Tuttavia, anche considerando la struttura dei semireticolil come nota, non

L

é ancora chiara la struttura "fine" di S, poiché sebbene sia S S ¢ SDLB , 11
I

modo in cui elementi di differenti S  possono moltiplicarsi e estremamente com
0 o
plicato. S1 dara in questo capitolo un risultato dovuto a Petrich che migliora

11 Teorema 3.1.

DEFINIZIONE 3. 1. -

Sia S un semigruppo, T un sottosemigruppo di S ed a wun elemento di

S tale che aT c T. Si definisce T-traslazione interna sinistra di a, 1'appll

cazione v da T 1in T tale che

a
A X = ax
d
per ogn1 x € T,
DEFINIZIONE 3.2. -
Sia S un semigruppo, T un sottosemigruppo di S ed & un eiemento d1

S tale che Ta ¢ T. Si definisce T-traslazione interna destra di a, 1'applica-

e Bk B LA WEFTEES ek Fo—mEr -t

zione Da da T in T tale che

ognt  x € T.
| FMMA 9 L

Sia S un semigruppo, T un sottosemigruppo di S ed a,a' due elementi

di S taliche aTcT,a" TcT,TacT, Ta cl.

Allora
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1) Y sono associate
a’ a
11 A = A A = 0
) aa' a'a' ? Paat  PdPa
Dim. -

S1 prova la 1). Per ogni  x,y in T

x(Ay) = x(ay) = xay = (XDa)y

Si prova la i1). Per ogni x € S

b 4
]

SEWEY

>
™
1
>
(o)
ol
I
——
<
Qu
S—
L
H

(xﬁa)ﬂal

Sia X un insieme, 11 semigrﬂppo di tutte le trasformazioni di X riguardate

e

come destre |risp. sinistre| si denota con 4 . X) |risp. J(X)].

Indichiamo inoltre con r 11 semireticolo costituito da due soli elementi

a,8 tali che o >B8 C10é oBf = Ba = B ed a £ B.

DEFINIZIONE 3.3. - Un semigruppo S € un ortogruppo a due componenti sse €

un semireticolo = di gruppi rettangolari.

La struttura di un ortogruppo a due componenti € descritta dal seguente lemma.

LEMMA 3.3, -

i

Siano S G xI x 1 ed S =6 x 1 x AB gruppi rettangolari

a o o a B B B

disgiunti. S1 consideri

(A.T) un omomorfismo t da S in éF(I )
o o g
(A.2) un omomorfismo da S in (A )
ﬂ:B 5 B
(A.3) wun omomorfismo Z  da G in G
a,R o g

Se A= (ajj,u) €5 ed B = (b;i,x) € SB , s1 definiscono 1 prodotti
G
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(1) A = (az)bs (ti,ﬁ)i,z) _

(2) BA = (b(aZ )3 Thu(At, ) .

Con i1 prodotto definito e mantenendo i prodotti in S e S , SB UsS

é un ortogruppo a due componenti.

Viceversa, ogni ortogruppo a due componenti €& isomorfo ad una tale costruzione.

Dim. -
Sjano S =G xI xA. e S =G x I x A due gruppi rettangolari
o o o a 8 8 B B
disgiunti, e siano t s T e 7 le applicazioni delle ipotesi del
o, B a,B a,sB
teorema. I1 prodotto definito su S = Su U SB’ come nel teorema, € associativo.

Lfassociﬁtivitﬁ si ottiene dalla verifica delle uguaglianze

(AB)C = A(BC) , A(CB) = (AC)B , (BA)C = B(AC)
per ogni A,C e Sa e Be SB e, per ogni A € Su e C,B € SB

Verifichiamo, ora che (AC) B = A(CB) con A,C e Sa ed B e SB

Sia A = (a3i,8) , C = (cij,e) , B = (b,i,u) :
(AC)B = ( (ac Z_)b 3 (£)'5) )im)  (per Ta (1))3

3

C ..
A(CB) = A((c Za,B)b : (ta,8)1’u) (per la (1)) =
- ((@Z ez )bsth ((t° )i (perla (1)) =
0B o, f ’ 048 ﬂgﬁ) ds P B
- L AC, .
= ( (ac ZD‘-:B)b, (tu,fi?1 :1—1)
poiché -Za,s e tm“B sono omomorfismi.

Le altre uguaglianze si dimostrano in modo analogo.

Per come & definito il prodotto in S & evidente che S e SB
o
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sono sottosemigruppi di S, inoltre S = Su U SB , pertanto S € completa-

mente regolare. Per provare che S & un ortogruppo, poiché Sa e -SB sono
gruppi rettangolari e quindi ortogrubpi, e sufficiente pfnvare che i prodotti
AB e BA sono idempotenti, se A & un idempotente di S e B € un idempg

o
tente di SB

Sia A un idempotente di S , sia B un idempotente di S :

o 8
A= (e ;i,r) con e unita di G
o a a
B = (EB;j,u) con eB unita di GB
A .. LA
A = ((eZ e 5 (] )iww) = (e () )im)
BA =.(eB(ea2a‘B); J ,h(Bra’B)) = eB;J,A(Btu’B) :

Pertanto, poiché AB e BA sono idempotenti, S & un ortogruppo.

Viceversa, sia S = Su U SB ( @ > B8) un ortogruppo a due componenti; si

indica ancora con S 11 semigruppo isomorfo al precedente con Sa della forma

Gﬂt X Ia X Aa e SB della forma GB X IBx nB.

, L

S1 procede ora alla costruzione delle applicazioni t T .
a8’ a,B a,B

Sia AeS , si consideri le SB-traslazioni interne sinistra e destra di
o .

A, AA € ppo rispettivamente. Si osservi che
A(D3T,u) = A, ((Dsisu) (T57,u) =
= (p(bsian)) (131,u) = (cskom)
(con c € GB’ k e IB , opportuni), con b e GB , 1 € IB e u € AB ed 1
1'unita di GB' In altre parole X, non cambia 1'indice appartenente a IB

S1 suppone che

AA(l;i,u) = (b3d,su) e A, (131,3) = (c;k,?)

A
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ove l1'unita di GB s 1,J,k € IB s U, O€ AB : allora

(b;j:B? = (b;j;U)(];j$3L== (RA(];isU)) (1;j:3) =

H

A ((13150) (133,0)) = 2, (131,3) = (c3K,0)

e quindi j=k e b=c cioé i valori dei due primi indici di AA(l;i,u)

dipendono solo da 1i. Si indichi con BA e ti ] le applicazioni da IB in
GB e da IB in IB , rispettivamente, tali che |
, . AL
kA(1,1,u) = (9A1, (ta,8)1,u) (3)
Analogamente esistono ¢A e Afﬂ . applicazioni da AB in GB e da

AB in AB , rispettivamente, tale che

(Vsismo, = (whpsisu(Ar_ ) (4)

a, B
Poiché si ha

(b33,0) (44(15152)) = (B33am) (8,1 3(E. )i,9) -

=(b(8,i)33,2)  (5)

((b33,3)0,) (131,3) = (033,0) ((1,.m)oy) (15123) =

J)(151,9) =

i

(b;j,u)(uwﬂ;isu(ATQ

2

(b(U¢A);j:3) (6)
per ogni b € GB » 1,] € IB ed u,BEAB , € poiché ) e sono
associate [cfr. Lemma 3.2], segue da (5) e (6) che

b(U¢A) = b(BA i)

per ogni b € GB , 1 € IB e u € AB , pertanto

u wA = BAI
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er ogni enr , 1el.
per 0g H 5 8

Si indichi con Aga A 1'elemento di GB uguale a eAi, per ogni 1 € IB'

Si & provata allora 1'esistenza di tre applicazioni:

3 :AeS »>A¢ € G
B o a

O s > B B

t AeS -» t A eg(1 )
o B Q u!B B
L : A e Su - ATG,B € 5F(AB)

Si verifica facilmente che esse sono omomorfismi, ricordando che AAA' =1A1A,

per ogni A,A' e S [Lemma 3.2]. Si indichi con Z 5 * 1'ap-

Q,

ed paae = PpPpe

plicazione da Gu in GB tale che

(7) azZ _ = (asi,n\)eE

a8 a4B

peroani aeG ,1iel e A€ A
a a a

Tale applicazione & ben posta; infatti, per ogni 1,j € Iu, A ,u € Au ed

a e€G
a!

(a51,0) = ((Tsi,a)(asdsu)(1s5i,1))E

s B B

= (a;J’u)EG,B

poiché 3 o e un omomorfismo.
Qy

 Facilmente segue che Z ] é un omomorfismo dal fatto che gu ] € un omomor-
ﬂ, 2

fismo.

Siano ora A = (a3;j,A) € Sa ed B = (b3i,u) € SB ; allora

AB = 3, (B) = A,((153,u)B) = (3,(T53,u))B =
=((A g, Ib3(th )3 (per 1a (3)

= ((az )bs (B )i.w) (per la (7)
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Si ottiene in modo analogo 1'espressione di BA e quindi si ha la tesi.

Si adotta la notazione <x> per denotare i1 valore costante di una appli-

cazione costante x .

TEOREMA 5.5. -

(B.0) Sia Y un semireticolo; ad ogni @ 1in Y corrisponda un gruppo ret

tangolare S = x I x A . S1 assumi che
a o o o

S NS =@ se a # B.
o B

Per ogni coppia (a,B) € Y x Y tale che o > B8 si abbiano tre omomorfi-
smi
. . Pt . . a7
zﬂ,B . Gc: + GB tu,B' Sa > 5(18) Te.g ° Sc: +J(AB)

soddisfacenti le sequenti condizioni:

(B.1) Se «a €Y ed A= (aj;i,») eSS , allora

a
a’ = a < t,A > =1 < ATt > =)
o 40
04O o0
(B.2) Per a,8 arbitrari elementi di Y, e Ae SOL , B € SB .
t B d
( 3,58)(B,as ) e (ATu,aB)(BTB,uB)
sono trasformazioni costanti di IDLB ed AaB , rispettivamente.
Su S =ugY Su s1 definisce il prodotto di A = (a3;i,r) € S{:l e B = (b;J,u)eSB
come
= b ; < .
(8) AB (aza,aB ZB,aB {tueaﬂ t E,u8> © ATu,uB BTB,aﬂb)
(B.3) Per ogni a,B,ve Y ed AeS , B €S
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se o > B ? Y allora Za,B ZB,Y = Zu,¥ (9)
11 t (AB) = B (10.1
e sy el tge) -gh gE o 00)
AB = A Bt 10.2) .
( )TaB:Y Tasy By ( )

Se queste condizioni sono soddisfatte, allora, con il prodotto definito
a (8); S & un ortogruppo. Viceversa, ogni ortogruppo & isomorfo ad uno

ottenuto con una costruzione di questo tipo.

Dim. -

Per ogni o e Y, sia S G X Iu X Aa un gruppo rettangolare con Y un

a
semireticolo, tale che S N S =f se a#B8 (in" Y). Siano Z t .,
_ O 8 asB a,B
T con o > B (a8 € Y) gli omomorfismi dati nel teorema e inoltre su
ugY §u sia definito i1 prodotto (8) che coincide con quello dato su ogni

singolo Su(ueY) in virta della condizione (B.1).

Proviamo che i1 prodotto (8) é associativo. Siano A,B,C € S con

A= (ai , eS , B=(b; i, ed C = (c3i1 , in S sBsYEY),
( . uu) . ( ] uB) X ( \ uY) § (asB,syeY)

(AB)C = ( (azu,uBbZB,aB)zaB,aBYCZT,aBY; < tu&BuBY tYEaBY} ?
< ABTGB,ﬂﬁY CTY:ﬁﬁY}) (per 1a (8)) =
) (aza,uBTbZB,aBT CZT:HBY;{ tﬂhéﬂ‘f tBE“BY tYEaBT
AT 0By T8, aBy Ty ,aY ;) (per (B.3)) -
A(BC) = (azu,uBY (bZB,BY CZY,BY)ZBY,ﬁBY taAan tBEEaBY ,

< ATu.aBY BCTBT:GBY ) =
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= (aZ bZ . cl-, i<t A t B t C >
a,aBy BBy a,aBy B,aBy Y,aBy

<At > ).

Bt Ct
asaBy BsaBy  vaBy

E' evidente quindi, per il Corollario 5.2, che S € un ortogruppo.

Viceversa, sia S un ortogruppo e sia S = EYS la sua espressione
a o

come semireticolo di gruppi rettangolari e si indichi ancora con S il

semigruppo isomorfo al precedente con gli S della forma G x I x A (a€Y).

a Q a a
Siano a,BeY tali che a>B e s1 consideri gli omomorfismi Z g
Qs
t s T relativi ad S US_ del Lemma 5.4, definendo Z , t .
a8 o, B a B Q40 Q40
T (aeY) come in (B.1). Allora considerati o, B arbitrari elementi
di ¥ ed AeS , B eS si vuole provare che t A tB é una applica-
ol B8 o 08 s OB
zione costante. Si1a ) € AuB , per ogni 1 € IaB S1 ponga
l,= (]ﬂB; 13 A )
dove 1 e 1'unita di G , allora
apf o.B _
Bi = (bZ y (t B )1,
- ( B,aB ( B:EB) l)

per il Lemma 5.4 (si tenga conto che g > aB) e quindi

(11) A(Bi) = (aZ bZ 3 (t A tB )i, A)

- a,aB B,aB a,al  B,aB

per i1 lemma 5.4 (si tenga conto che o > aB).

Posto AB = (c3;j,n)

A(Bi) = (AB)i = (c3J,) (12)
Confrontando (11) e (12) seque che t A tB é costante e
asaB  B,aB
<t A tB =J ed ¢ =aZ bZ : i :
a,aB B8 vap Plg o 3 COSTpure At Bt . @ costante
ed {AT BT > = u .

o, 0 Bsof
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A questo punto & immediata 1'uguaglianza (8) del teorema.

S1 verificano ora le (10.1) e (10.2). Siano A,B,C € S

9

A= (asi u ) €5 , B = (b:i €S C = (c;i € S
( aaﬁﬁr . ( BSUB) 3 p ( 9 Y,MY) y

COon aR >y

(ABIC = ({al bl V7 c ; {(t AB ) 1
(AB) ( SN BaﬂB} o oY ( aB,y ) Y HY)

per la (8) che si & ottenuta ed i1 Lemma 5.4, inoltre A(BC)=A(bZB Yc;

(t B )i s M ) (Qﬁ"!" 1l Lemma 5.4 s B > aB > Y) =
Bsy Y ki - ‘

={aZ bBZ ¢y (vt A)(t B
( ﬁeu""f BQYL { {IHY )( BIIY ) Y HY)
(per Lemma 5.4; o« > aB > y) ne segue, dalla associativita di S, la (10.1).
Da C(AB) = {(CA)B seque analogamente la (10.2), mentre dall‘'uguaglianza

(AB)C = A(BC) con A e S , B e SB e C e SY tali che o > 8 > vy Si
: L

ottiene la (9) (applicando pit volte il prodotto nella forma del Lemma 5.4).

COROLLARIO 5.6. (Petrich, /8/). -

Sia Y un semireticolo; ad ogni o € Y corrisponda una banda rettango-

lare E =1 x A tale che E M E =0 se o # 8. Per ogni coppia
o o o o B
(a,B) € ¥ x ¥ tale che o > g si abbiano due omomorfismi
t E - (I T B =>9 (A
QB a pf( B) a8 G 7 ( B)
soddisfacenti le seguenti condizioni:
(C.1) Se «aoe¥Y ed A= (i;1) € E , allora
o
<t A> =1 . <At > = )
., Ol o (X
(C.2) Se o 5, B sono arbitrari eémenti di Y, e Ae £
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B € EB , allora
(t,,08 1t 8g ) ed (At g)(BTg g
sono trasformazioni costanti di 1 e A , rispettivamente,

o B oB

Su E =U, E si definisce il prodotto di A = (i,A) e E e B = (j,u)et ,

a€Y o | Q

come

(13) AB = (<t A t B > ,« At Bt >)

a, af B, aB 0 ,0B BsaB

(C.3) Per ogni a,B,yEY e A€ Ea , B € EB , S& aBf>y , allora

t B =t A t B (14.1)
aB 5 Qs Y Bs Y
ABt = AT Bt (14.2)

B,y Oy By

Se queste condizioni sono soddisfatte, allora, con 11 prodotto defini-
to da (13), E & una banda. Viceversa, ogni banda & isomorfa ad una

ottenuta con una costruzione di questo tipo.

COROLLARIO 5.7. - (Clifford, /4/)

Sia Y un semireticolo; ad ogni oY € associato un gruppo G&

tale che Garﬁ GB =P se a#R. Ad ogni coppia (a,B) € Y x Y tale che

o > B , assegniamo un omomorfismo / ] da G in GB tale che
. . . . . O o . Ql
(D.1) qu sia 1'omomorfismn identico di G .
o
(D.2) Per ogni a,B,yeY tali che a>B>y

il
—

AR B,y Qs

Sia S 1'unione di tutti i gruppi Ga (a€Y), e definiamo i1 prodotto

di due elementi a , b eS (a eG , b eG ) come
B B o Q B B

dove Y e i1l prodotto «af nel semireticolo Y.
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Allora S € un semigruppo unione di gruppi e in cui gli idempotenti
commutano (o equivalentemente, un semigruppo inverso che €& unione di grup
pi). Viceversa, ogni tale semigruppo € isomorfo ad uno ottenuto con una

tale costruzione.

Accettato pen La-pubblicazione su parere favorevole
del Prof. Franco MIGLIORINI



