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DUALITY THEOREMS FOR REGULAR HOMOTOPY

OF FINITE nIREeTED GRAPHS. (')

RIASSUNTO. - Dati uno spazio topoLogico normaLe e numerabiLmente

paracompatto S ed un grafo finito ed orientato G si prova che tra
,

gLi insiemi Q(S,G) e Q (S,G) deLLe cLassi di o-omotopia e di

o'-omotopia esiste una biiezione naturaLe. NeLLe stesse condizioni,

se S' è un sottospazio chiuso di S e G' un sottografo di G, esiste

ancora una biiezione naturaLe tra gLi insiemi Q(S,S':G,G') e

Q'(S,S' ;G,G') deLLe cLassi di omotopia. Si mostra infine che in con

dizioni meno restrittive per Lo spazio S Le precedenti biiezioni

possono non sussistere.

IN'fR.ODUcrI01lT

In the extension from the undirected graphs to the directed ones, we have two

possible definitions of regular function. In fact, given a tooological space

and a finite directed graph G, a function f: ,<; .... G is called o-reguLar (resp.

o'-reguLar) if for alI v,w E G such that v i w a~d v + w, it is f- 1 (v) n f-1(w)

= ti> (resp. f- 1
(v) n f- 1

(w) =tI». Therefore we can deal with two different

oomotopies, the o-oomotopv and me o' -oomotoDY. lience we examine the problem
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of seeing if, under suitable conditions for the space S, the o-horrotcpy and

the o*-horrotopy get to coincide necessarily, i.e. if there exists a natural

bijection between the sets of horrotopy classes Q(S,G) and Q*(S,G). As we

observed in [ 2 l , by the Duality Principle the o-horrotopy and 0* -horrotopy are

interchanged by replacing the graph G by the dually directed graDh G*; thus

we can identify the four sets Q(S,r;), Q'(S,G), Q(S,G'), Q'(S,G') at the

sarre tiJre.

Briefly we show how to solve the foregoing stateJl'ents. In Part one , at first,

we just consider functions and horrotopies that are completely roeguÙI:t', Le.

without singularities; hence we examine the sets of cOJl1l)lete o-horrotoPy classes

Qc(S,G) and the ones of complete o'-hornotooy classes Q~0~,G). Then we obtain

some properties which characterize the regular and completely regular functions

(§ l) and we give the definition of pattern, by which we oonstruct a relation

frorn the set of completely o-regular functions to the one of cornpletely

o'-regular functions. Consequently, we have (§ 3) the Duality Theo:rern for

complete hornotopy classes (Theo:rern 9): "Theroe exists a naturoal bijection between

the sets or complete homotopy classes Q (S,G) and Q'(S,G)".
c c

Now we recall the results obtained in r 31, Theorems 12, ~ 12', 16, 16':

i) If the soace S is normal ('), in every class of Q(S,G) (resp. Q'(S,G)) there

exists a completely o-regular (reso. o' -regular) function.

ii) If -SxI is nonral, two oompletely o-regular (resp.- completely o'-regùlar)

functions, which are hornotopic, are also completely hornotopic.

Hence i t follows (§ 4) that if S and S"I' are nomal spaces, the:re exis1:s a

natural bijection frorn Q (S,G) to Q(S,G} and from Q' (S,G) to Q'(S,G). From here
c c

and Theorern 9 the Duality Theorem follows. Now if we reC'.all that a normal space

S such that the pror'lct SxI is nomal, is said a countably paroaaompaat noromal

(') Vie distinguish between norrnal space and T4-soace, acoording to whether i t is

a T 2-space or noto
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spaae (see [ 121, pp.168-l69) we can enunciate the Duality Theorem (Theorem

11): "If S is a aountabZy paroaaompaot normaZ spaoe, then there ~sts a natur>aZ

bijeotion from Q(S,G) to Q·(S,G)".

In Part ~ we consider the sarre oroblem for couoles of topologìcal soaces

(S, S ' ) _and of directed graphs (G, G ' ) • That is not a trivial generalization of

Part one, because new difficulties rise. In general, indeed;_ we CBr.not construct

patterns of completely o-regular functions, then we rrnst add the further

condition that the completely regular functions are bal.anced in S' as regards S

O 5), Le. such that for aH x' E S', for a11 v E G, x' E f-1(v) implies that

x r E f -1 (v) n S r • Thus we can repeat the construction of patterns (§ 6).

A second difficulty rises in that the so constructed patterns are not in general

balanced functions. Hence we rrnst choose as subspace S' an open subspace (§ 7)

and under this condition the duality for complete horrotopy is solved.

Unfortunately we cannot deduce the Duality Theorem since the Normalization

Theorems proved in [ 3 J for S and ,c:xI normal spaces hold only if S' is a closed

set. We eli'l!inate this last difficulty (§ 8,9) by considering the ilEoreasin(fly fil

troated set of open subsoaces including S r and the induotive Zimit af the functions

balanced in any open neighbourhood of S'. Thus by proceeding as in Part one

we obtain the Duality Theorem (Theorem 32): "If S is a oountabZy paroacompaot

noromaZ spaoe and S' a cZosed subspace of S, then there exists a natuPaZ bijeotion

from the set of o-homotopy cZasses Q(S,S';G,G') to the one of o'-homotopy

alasses Q'(S,S' ;G,8') ".

In § 11 we generalize the Duality Theorem to the case of (n+1)-tuples of

topological spaces and of (n+1)-tuples of graphs. In § 12 we obtain the Duality

Theorem far absoZute and relative homotopy g'roups and we- provethat- the--nai:ural

bijectians are isorrorohisms. At last in § 13 we give some counterexamoles and

anong these we l'erraòe 13. li and 13.5 which show that under weaker conditions

far the space S (quasi compact, T
O

but not Tl:) the t= Dualitv Theorems do not

hold.
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O) Baakground.
------------------------

Graphs and their subsets. (See [ 2] § l; r 3J § 1).

Let G be a finite direated graph.

If v, w are t= vertices of G, we use the symbol v ... w (resp. v + w) to denote

that vw is (resp. is oot) a directed edge of C. If v ... ùJ, we call v a predeaessor

of w and w a suaaessor of v.

The graph G* with the sarre vertices of G and such that (u'" v in C) .. (v ... u

in G*), is called the duaUy direated graph as regards C. (H C ;; G~, Le. ii for

alI v,w E G we have (v ... w) .. (w ... v), the graph is called undireated).

Let X be a non-eJJ1Dty subset of G. A vertex of X is called a head (resp. a

tail) of X in G, if it is a oredecessor (reso. a successor) of all the other

vertices of X. We denote by PG(X) (resp. TG(X)) or, simoly, bv P(X) (reso. T(X))

the set of the heads (reso. tails) of X in G. If H(X) t ~ (resp. T(X) t ~), X is

called headed (resp. tail-ed); otherwise, X is called non-headed (reso. non-tailed)

Finally, X is called totally headed (resp. totall~ tailed), if all the non-empty

subsets of X are headed (resp. tailed). H X is a singleton, we agree to say that

X is headed.

Regular and aompletely regular funations. (See [ 21 § 1,[ 31 § 2).

Let S be a topologiaal spaae.

Given a function f: S'" G from S to G, we denote by caoital letter V the set of

aH the f-ccunterimages of v E G, and if we want to e!Pphasize the function f, we

write vf = f-1
(v).

A function .f: S ... G is called o-regular (resp. o*-regular.), ii for aH v,w E G

such tOOt v t w and v + w, i t is V (' W = ~ (reso ii' 1"1 W = ~).

Let I = [0,11 be the unit interval in Rl . Two o-regular (reso. o*-regular)

functions f,g: S ... G are called o-homotopia Crespo o'-homotol'ia), if there exists

an o-regular (resp. o*-regular) function F: SxI'" G, such that Nx,O) = f(x) and

F(x, l) = g(x), far alI x E S. The o-regular (reso. o' -regular) function F is



called an o-homotopl/ (reso. o"-homotopy) between f' and g. The O-hollOtoDV (resp.

o"-horrotopy) is an equivalence relation and we denote by Q(S,C) (resp. Q"(S,C))

the set of o-holJDtopy (resp. o*-hollOtopy) classes. We note that Q*(S,C) coincides

with Q(S,C") and Q'(S,C') with Q(S,C),

OOALI'IY PRINCIPLE; - Every t-rue proposition in which appeaP the concepts of

headed set, taiZed set. o-reguZ~:tu, o*-reguZarity, o-homotopy, o"-homotopp,

O(S,G), O"(S,G), remains true if the concepts of headed set and taiZed set,

o-reguZarity and o*-regularity, o-homotopy and o'-homotopy, 0(S,8) and O'(S,G),

aPe interchanged throught the statement of the proposition.

Given an o-regular (resp. o"-regular) function .f': 5 -+ G, a n-tuole X = {VI"'"

V
n

}, (n'>2) is called a singularity of f if:

i) X is non-headed (resp. non-taiIed):

ii)~n.,.n~f.tP,

An o-regular (reso. o' -regular) function f: S -+ C from S to C is called

completeZy o-regular (resI'. completeZy o'-reguZar), or simpIy c.o-reguZar (resp.

c.o*-reguZar), if there are no singularities of f. (If the graph G is undirected,

then aH the singularities are couples and the c.regular functions are called

strongZy regular functions),

Functions between pairs. (See r 21 §S,r 31 §2).

Let S' be a subspace of S and G' a subgraph of G.

A function f: S~S' -+ C,C' is called o-regular (resp. o"-regular) if both f: S -+ C

and i ts restriction f' = f / S': S' -+ G' are o-regular (resp. 0* -regular)

functions.

'IWo o-regular (resp. o' -regular) functions f, g: S, S' -+ C, G' are called o-homo

topic (resp. o'-homotopic), if there exists an o-regular (resp. o"-regular)

hollOtopy F: SxI, S'xI -+ C,G', between f and g. The o-hollOtopy (resp. o'-hollOtopy)

is an equivalence relation and we denote by Q(S,S';G,G') (resp. Q (5,8'.;G,C')) the
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fo Uows 1 n ... n ~ n Q~ n
-- -

it resuUs ·1 n ... n ~ n 1)

b

set of o-homotopy (resp. o"-homotopy) aZasses. We note that Q'(S,S':G,8')

coineides with Q(S,S',G', G'") and Q(S,S';G,G') with Q"(S,S':G",8").

A fillletion f: S,S' -+ G,G' is called a.o~r>eguZar (resp. a.o'-reguZar) if lxlth

f: S -+ Gand f': S' -+ G' are e.o-regular (resp. e.o'-regular) ftmetions.

As before, the DuaUty Prine:ipZe ho1ds for fillletions between pairs.

Main resuUs of [ 2J , [3J .

R : X c G 1:S totaUy headed, iff it is totaUy taiZed. (See r 3J ,Proposition 4).a

If S is a normaZ topoZogiaal spaae and S' is a aZosed subspaae of S, we have:

~: (T'ne first N:Jrnalization Th=oremL Let f: S -+ r, (resp. f: S,S' -+ 8,8') be

an o-regular funation. Then ther>e eX1:sts a a.o-regular funation, o-homotopia to

f. (See [ 31 , Theorems 12, 15).

R : (Extension Theorem between ooirs). Let f: S,S' -+ 8,G' be an o-reguZar funation.e

Then there exist a aZosed neighbourhood \.! of S' and an o-reguZar funation g: S,S'

-+ G,G', whiah is o-homotopia to f and suah that the funation g: S,\.! -+ G,G' is

o-regular, i.e. g(U) ~ G' and the restriation g: U -+ G' of g to 1J is o-r>eguZar.

(See [ 2J , Theorem 20).

Rd:In the aonstruation of Re' if there exist n vertiaes P1, ... ,Dn E Gand m vertf
f f f'T ::rr

aes q1""'C1m E G', suah that P1 n ... n Pn n Q1 n ... n Qm = d>, then aZso it
- """"1"-

... n o! = 1/>. SimilarZy, from Pi n n P~ n X = d>

= d>. (See f 21 , Corollary 2l).

l'breover, if SxI is normal , then i t results:

R : (The firstNorna1ization Theorem for horrotoDiesL Let f,g: S -+ G (resp. f,g:e

S,S' -+ G,G') be two o-homotopia a.o-reguZar funations. .Then, betù'een the :f'unations

f and g, there also exists an o-homotopy, whiah is a a.o-reguZar funat1:on. (See [31,

Theorem 16).

By Duality Prineiple, the results dua1 to the previous ones are also true.
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l. ORTOGRUPPI. -

Un ortogruppo S è un semi gruppo completamente regolare (c.r.) in cui

l'insieme E degli idempotenti è un sottosemigruppo.

I semi gruppi idempotenti (o bande) e i semi gruppi inversi c.r. sono esem

pi di ortogruppi.

Si perviene a delle caratterizzazioni degli ortogruppi in termini di rela

zioni di Green (~,..1,2',9l,)t'); inoltre, si studiano i legami tra le relazioni di

Green su S, ortogruppo, e le relazioni di Green sulla banda E degli idem

potenti di S e si perviene ancora ad altre caratterizzazioni.

Se a è un elemento c.r. di un semi gruppo S, si indica con a l'idempo
-ltente dellaJ.f-classe di S contenente a e con a l'inverso di a nel

la stessa Jf'"classe.

TEOREMA 1.1.-

Siano a,b elementi c.r. di un semi gruppo S, allora

i) a9lb sse

ii) a2'b sse

B - - -a = b, b a = a
- - - - -a b = a, b a = b

Dim.-

Si prova la i). Si osservi, dapprima, che se s

un semi gruppo S, poiché sS c 5 s S c 5 S ed 5 S

si-ha
s S = s S

è un elemento c.r. di
-l

=ss ScsS

( l )

Siano a,b elementi c.r. di un semi gruppo S tali che a9lb; per la
- - -(l) a9lb, quindi esiste un elemento x di S tale che ax = b, pertanto

ab = a(ax) = ax = b; in modo analogo b a = a. Viceversa, poiché
.. ... ...... ... ... ...
a S = b a S c b S e b S = ab S c a S, per la (1) a9lb.

La ii) si dimostra in modo analogo alla i).
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TEOREMA 1.2. -

Sia S un ortogruppo; per ogni a,b in S

Dim.-

a!idb
........

sse a = a b a
... ........
b = b a b

Siano a,b due elementi di S, ortogruppo, tali che a!idb, quindi

a~x , x9lb per un certo x e S. Allora (cfr. Teorema 1.1)

a~x , x9lb (2)

Poiché ~ è una congruenza destra e jf una congruenza sinistra,

a 6.?X b

per le (2) e per il Teorema 1.1

a 9l a b

pertanto, ancora per il Teorema 1.1

,b=ba6

Il viceversa è immediato; infatti per il Teorema 1.1

quindi a!idb.

a 6~b
- .

e a b.'Jla,

Il Teorema 1.2 può essere utilizzato per caratterizzare gli ortogruppi co

me sottoclasse dei semi gruppi regolari e dei semi gruppi co~pletamente regolari.

TEOREMA 1.3.-

Sia S un semi gruppo regolare ed El 'insieme degli idempotenti di S.

Sono equivalenti:

i ) S è un ortogruppo;

i i ) Per ogni e,feE e Jf sse e = efe f = fef;

i i i ) Per ogni e,f e E . e!idf sse e = efe f = fef;.

iv) Per ogni a,xeS . 2 2. a = a x a ;;;=> a = ax a .
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Dim. -

i) => ii) Se S é un ortogruppo, la ii) è Vel"a pel" il Teorema 1.2,

poiché ~ =.1.

i i) =>i i i) E' noto che ~ c.1 pertanto, per ogni e ,feE ta l i che

e~F, per l'ipotesi e = efe, f = fef.

Viceversa, se e,feE tali che e = efe, f = fef, allora f~ef,

e@!2, quindi e~f.

a = axa

iii) =>iv) Siano a,xeS tali che a = axa, poiché ax~xa ed aX,xa

sono elementi i dempotenti di S, per l'i potes i

ax = ax(xa)ax

( )
2 2= axxaax a = ax a .qui ndi

i v) =>i) Sia a un elemento di S; poiché a é t'ego l are esiste

xeS tale che Allora, l'i po tes i , 2 2
S

2 pertantoa = axa. per a - ax a e a a ,

per il Teorema IV.1.6 di /9/ S é completamente re90 -I è'"'ò.

2
fxe = f(xefx)e = (fxe)

Siano e,f elementi idempotenti di S ed x inverso di ef in S, al

lora

ef(fxe)ef = efxef = ef .

Per l'i potes i 2 2 c,
ef = ef(fxe) (ef) = efxef(ef) = \"f :,'-

pertanto ef é un idempotente, quindi S è un ortogr~ppo_

COROLLARIO 1.4.--

Sia S un semi gruppo completamerlt€ regolare sono equivale"t-;:

i) S é un ortogruppo;

ii) Per ogni

iii) Per ogni

a,b e S

a,x € S

a~b

a = a x

sse a = a b a

a => a = a x2 ?
a'-.

b = b a b

OSSSERVAZIONE. -

L'equivalenza tra i) eiii) é nota (cfr. /10/).
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Sia B un sottosemigruppo di un semi gruppo S; indichiamo con

:Y!',:I',~B,ç}, ,,s le relazioni di Green #',ft?,.iYi~,.$ relative al se

mi gruppo B.

TEOREMA 1.5.-

Sia S un ortogruppo ed E il suo sottosemigruppo degli idempoteneti.

Allora

i) gtl\ (EXE) =fJ.E

ii)S!'1\ (EXE) =~

i i i ) jt' (\ (EXE) =.}'f.E

iv) ~() (EXE) =~E

Dim. -

La dimostrazione è immediata dal Teorema 1.1 e dal Teorema 1.2, tenendo

conto che E è un ortogruppo.

Le i),ii),iii) del Teorema 1.5 valgono per situazioni più generali

(!:fr. /5/; Prop. 4.5,p.50J. La iv) può venir utilizzata per caratterizzare

gli ortogruppi come sottoclasse dei semi gruppi ortodossi cioè dei semi gruppi

regolari nei quali l'insieme E degli idempotenti è un sottosemigruppo. Va

le infatti, il seguente teorema [Cfr. /5/; Prop. 3.3, p.204J:

TEOREMA 1.6. -

Un semi gruppo ortodosso S con banda degli idempotenti E è completa
Emente rego lare sse ~ () (EXE) =~ .

Dim. -

La necessità della condizione è immediata. Infatti, un semi gruppo orto

dosso completamente regolare è un ortogruppo, quindi,per il Teorema 1.5

~() (EXE) =~E. Viceversa, sia a un elemento di S; poiché S èi'regolare

esiste a 'eS tale che



a = aa'a
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, a l = a I aa 1 (3 )

Posto aa' = e, a' a = f, poi ché e ,feE ed t.@f, per l'i potes i
E

e.@ f, allora per il Teorema 1.2

Sia a = ea'f

e = efe f . fef (4 )

aaa = a(ea'f)a = aa'a(ea'aa'aa'f)aa'a (per la (3))

= a(a'aea'a)a'(aa'faa')a = a(fef)a'(efe)a =

= afa'ea (per la 4)) =

i no ltre,

aa'ea = aa'a = a

aa = a(ea'f) = (aa'a)e(a'aa' )f

= a(a'aea'a)a'f = a(fef)a'f =

= afa'f (per l a (4) ) =

= aa'f = ef

aa = (ea'f)a = e(a'aa')f(aa'a)

= ea'(aa'faa')a = ea'(efe)a =

(per la (3)) =

(pe r l a (3 ì )

= ea1ea

= ea'a = ef

(per la (4)) =

Si é provato che ogni elemento a di S é completamente regolare, qUl~

di S é completamente regolare.

COROLLARIO 1.7. -

Un semi gruppo ortodosso S con ~anda degli idempotenti E é :ornpleta-

mente regolare

Di rn. -

c
sse ., 11(EXE) =.".

Un sernigrupno ortodosso comp,letamente regolar~ é un ortogruppo, quindi
>'

poiché '!/J=J-. per il Teorema 1.5 J- n(EXE) =1".

-
Viceversa, supposto .'1 ') (EXE) =.F, poiché çp ~ .!J

E .
e!:/=rI
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!0()(EXE) ~.f()(EXE) ;.fE ;!0E.

Inoltre, è noto che !0E ~ !0 n (EXE), pertanto per il Teorema 1.6, S è

completamente regolare.

Si osservi che in un semigruppo ortodosso, in generale !0F.f,

DEFINIZIONE lJ. - Una banda

sse ef; fef [ri sp. ef; efe:J

E si dice regolare destra J-risp. sinistr~

per qualsiasi e,feE.

LEMMA 1.8. - [cfr. /8/, Teorema 8J

In una banda E, sono equivalenti

i) E è una banda regolare destra !risp. sinistral

ii) f!Ii;!0 [risp.!E;!0 J

Di m. -

E' noto che f!Ii ~!0 . Siano a,b elementi di E tal i che

allora per il Teorema 1.2 a; aba , b ; bab, quindi, poicB E è una

banda regolare destra

ab ; (aba)b ; (ba)b = b

ba = (b<:~)a = (ab)a = a

pertanto per il Teorema 1.1 af!li b.

Viceversa, per ogni a,b in E, [loiché ab!0ba e ,@ è una congruen-

za, aba!0ba. Allora essendo ffIi =!0, ab~a, pertanto per il Teorema 1.1

ba = (aba)ba = aba

TEOREMA 1. 9. -

Se S è un semi gruppo ed E l'insieme degli idempotenti di S, sono

equivalenti:

i ) S è un ortogruppo CC'l E bnnda regolare destra

i i ) S è ortodosso e .f()(EXE) ~ ffliE

i i i ) S è ortodosso e !01i(EXE) =,0l!E
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Dimo -

i) => i i) L'art' gruppo c e ortodosso; i no 1tre, poi che ~= J e
~

per il Teorema 1.5,.J'1ì (EXE1 = cf'- o La banda E e reqo1are destra, 'iuindi,

per i 1 Lemma 1.8

i i ) =>i i i) E' noto che ~rF da 11 ' i potes i segue•.'. < ,

,@ (ì
L

(EXE) ~.J'IÌ(EXE) = .91r... .
~ E E

E' noto che X ~~ ed è immediato veri fi care che~I1(EXE) =~ ,

l'
quindi @ lì (EXE) =~-.

iii) =>i) Poichè ~E ~~(ì (EXE) e ~E ~~E, dalla ipotesi segue

che ~E =ge'- cioè ~er il Lemma 1.8 E è una banda regolare destra.

Inoltre, ~rì (EXE) =~E =~E implica, per il Teorema 1.6, che 5 è un orto

hruppo.

Sussiste, inoltre, il seguente teorema in cui l'equivalenza tra i) e

iii) è nota [cfr. /5/, po 9~

TEOREMA 1.10. -

Se 5 è un semi gruppo ed E l'insieme degli idempotenti di S, sono

equi va lenti;

i) 5 è completamente regolare e inverso.

i i) 5 è regolare e J(ì (EXE) = lE

i i i ) 5 è regolare e ~ 11 (EXE) = L
t

Dimo-

i) ==> ii) Ovviè~ente, un semi gruppo 5 c.ro e inverso è regolare.

Inoltre, poichè ~= ,l' e per il Teorema 105 .J'11 (EXE) =.J'E; ma è noto

che l'insieme degli idemr,ot02nti di 5 è una banda commutativa (semi reticolo) ,
L

quindi .F = lE' pertanto .J'rì(EXE) = lE'

ii) --> iii) Sia 5 un semi gruppo regolare; è immediato verificare che
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.'lJ n(EXE) ~f)(EXE) quindilE ~.'lJ()(EXE), inoltre, poiché .'lJ~..f'

dalla ipotesi segue che .'lJ1ì (EXE) = \.

iii)==> i) Sia a un elemento di S; poiché S é regolare esiste un

elemento z di S tale che a = aza. Allora, poiché az.'lJza ed az e

za sono elementi i dempotenti di S, per l'i potes i az = za.

Siano x ed y due elementi di S inversi di un elemento a di S;

poiché ax.'lJya, xa.'lJay, a~a, per l'ipotesi ax = ya,xa = aY,ax = xa,

pertanto
x = xax = axx = yax = yxa = yay = y.

Per l'arbitrarietà dell'elemento

pletamente regolare.

a si conclude che S é inverso e com-

2. UNA CLASSIFICAZIONE DEGLI ORTOGRUPPI. -

In questo capitolo si caratterizzano tramite le relazioni di Green gli

ortogruppi con banda degli idempotenti di tipo P, ove P é uno qualsiasi

dei tipi di banda classificati da M. Petrich in /8/.

Risulta utile l'introduzione del concetto di congruenza

ni strciJ, come pure l'i ntroduzi one della banda S/ p dove S

e p é una congruenza A-destra [A-sinistr<i].

A-destra [A-S.!

é un ortogruppo

Di tutti i teoremi si sono omessi i "duali" che si ottengono scambiando

]P con 5f , il termine "destra" con "sinistra" e in modo opportuno le ugua-

glianze presenti nella (iv) di ogni teorema.

Tutti i risultati di questo capitolo sono dovuti all 'autore /12/.

S, si indica con

(c.r.) di un

l'inverso dil'unità di-a
é un elemento completamente regolare

-lH e con aa

aRicordiamo che se

semi gruppo

A i n H .
a
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DEFINIZIONE 2.1 - Sia S un semigruppo c.r. e

di equivalenza su S; p è una A-relazione se

p una relazione

a p a Va e S

Le relazioni di Green su un semi gruppo c.r. sono esempi di A-relazioni.

DEFINIZIONE 2.2 - Sia S un semi gruppo c.r. e p una A-relazione su

S; p è una çongl'uenza

[des tra] ed

A-destra [A-sin 1 se è una congruenza sinistra

a p b => a c p b c

[a p b => capc6

Vc e S

Vc e S

(a,b e S)

(a,b e SjJ

Si osservi che una

p è una congruenza

A-relazione p è una congruenza se e solo se

A-destra e A-sinistra.

Sia S un semi gruppo c.r. e una congruenza A-destra; si ln-

dica con a la p-classe di a (a e S) e con S/p l'insieme delle clas

si-di equivalenza su cui è definito il seguente prodotto

a b = a b

per ogni coppia (!,~) di

Si osservi che se una

è il semi gruppo quoziente.

TEOREMA 2.1.-

p-classi di S.

A-relazione p è una congruenza, allora S/p

Se S è un ortogruppo e p è una congruenza

è una banda.

Di m.-

Per ogni !,~, ~ e S/p

A-destra, allora S/p

-
(!,~) c = (!~) c = a b c = (a b)c = a(bc) =

= a bc =! (~ ~)

i.e. il prodotto è associativo.
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per ogni a e S/p quindi S/p è una

Sia S un semigruppo c.r .. Se {Pi}iei è una famiglia di congruenze

-destre di S contenenti una relazione

p ; °1 p.1 e 1

J<, allora

è una congruenza A-destra e contiene J< • Si indichi con J<' l' interse-

zione di tutte le congruenze A-destre di S. tali che J< c o

Si ricordi che una banda E è detta regolare sinistra [destri~ sse ax;axa

[risp. xa ; ax~ , per ogni, a,xeE.

TEOREMA 2.2.

p

In ogni ortogruppo

tali che S/p

Dim. -

S.91' è la più piccola delle congruenze

è una banda regolare sinistra.

A-destre

Dal Teo,ema 2.1, S~' è una banda; inoltre. per ogni a.xeS, axS ; àxàs,

quindi àX9i'àxà, pertanto S/91' è una banda regolare sinistra.

Sia p una con~ruenza A-destra p

sinistra ed a,b due elementi di S

tale che S/p è una banda regolare

tali che a.;llb.Allora a91b in

S/p pertanto, poiché S/p è una banda regolare sinistra. a; b , così

9lc p, quindi 9l' .E:P.

In ogni teorema che segue l'equi va lenza di (i) e (i i) è sta ta prova ta da

M. Petrich in /8/.

DEFINIZIONE 2.3. Una banda. E è detta una banda semiregolare destra

[risp. sinistra] sse yxa; yxyayxa [risp. axy;axyayxyJ per ogni a,xyeE.

Una banda E è detta una banda regolare sse axya; axaya, per ogni a,x,yeE.

TEOREMA 2.3.

Per un ortogruppo S con insieme degli idempotenti E, sono equivalenti:

i) E è una banda semiregolal"e destra;
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1· 1') ""E ,
~ e una congruenza;

i i i ) Eil è una congruenza A-destra;

iv) Per ogni a,x e E ed y eS: axyS = axayS.

Dim.-

i) => ii) Siano e,feE tali che eglEf, cioè ef = f, fe = e

(cfr. Teorema 1.1). Allora per ogni g e E

fg = efg = efegefg = egfg.

analogamente eg = fgeg, Allora, per il Teorema 1.1, eggtfg; pertantoalE

è una congruenza.

ii)=>iii) Siano a,b due elementi di S tali che a%:>, al-lora ci:;t5. Per

il Teorema 1.5, ~b e, per l'ipotesi, aOatbc per ogni ceS; inoltre,

acE = bcE implica acES = bcES e quindi àcs = 5cs, essendo ES = S.

Tenendo conto che scS = scS per ogni S€S, si ottiene che àcs = bcS cioè

a~c.

iii) ===>iv) Siano a,x elementi di E, allora axHaxa con ax ed axa

idempotent i, pertanto da 11 ' i potes i, axy!Ji axay per ogni yeS .

iv) =>i) Siano a,x,y elementi di E; per l'ipotesi, yxa9lfxya, quindi

per il Teorema 1.1

yxa = yxyayxa.

TEOREMA 2.4.

Per un ortogruppo S con insieme degli idempotenti E, sono equivalenti:

E è una banda regolare
""E, rcE
;:Il .;r; sono congruenze

i )

i i )

i i i )' ~ è una congruenza A-destra, !f è una congruenza A-sinistra

iv) Per ogni a,xyeE: axySxya = axaySxaya.

Dim.-

i) => ii) Se E è una banda regolare, allora

golare destra e sinistra, infatti, per ogni a,x,ye E

E è una banda semi re-
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yxa = yxayxa = (yxay)xa = (yxyay)xa = yxyayxa

axy = axyaxy = ax(yaxy) = = ax(yayxy) = axyayxy.

Per il Teorema 2.3 e il suo duale g,E e ,2'E sono congruenze.

ii) ===> iii) e iii) ====> iv) Immediate dal Teorema 2.3 e duale.

iv) ===> i) Per ogni a,x,ye E

3axy = (axy) = (axy)a(xya)xyeaxySxyaS =

= axaySxayaS ~ axayS

3
axay = (axay) = (axay)a(xaya)xayeaxaySxayaS =

axySxyaS ~ axyS

cioé axyS = axayS; analogamente Sxya = Sxaya. Pertanto per il Teorema

1.1

axaya = (axay)a = (axy.axay)a = a(xya.xaya) = axya.

DEFINIZIONE 2.4.- Una banda E è detta seminorma1e destra [sinistra]

sse yxa = yayxa [axy = axyay] per ogni a, x,yeE; una banda E è detta

normale sinistra [destra] sse axy = ayx [risp. yxa = xya] , per ognl

a,x,yeE.

TEOREMA 2.5.

Per un ortogruppo S con insieme degli idempotenti E, sono equivalenti:

. l )

i i )

E

§lE
è una banda semi normale

è una congruenza e

destra;

Ef.Ui è una banda norma'le sinistra

i i i) i!#. è una congruenza A-destra e SIi!#. è una banda normale sinistra,

iv) F,'r ogni a,x,y e E axyS = ayxS.

i) ===> ii) Se E è una banda seminorma1e destra, allora E è una

banda semiregolare destra; infatti, poiché per ogni a,x,yeE

2
yxa = (yx) a = yx(yxa) = yxyayxa
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per il Teorema 2.3, f!)E è una congruenza. Da questo,

axyE = axayE;

per ogni a,x,yeE, pertanto

ayxE = ayaxE

(axay)ayax) = axayax = axa(ya)x = a(ya)x = ayax

(ayax)(axay) = ayaxay = aya(xa)y = a(xa)y = axay

cioè ayaxE = axayE (cfr. Teorema 1.1), quindi axyE = ayxE.

"ii) =>iii) ~" è una congruenza, quindi per il Teorema 2.3 .~ è una

congruenza A-destra. Inoltre, per ogni a,x, re S/8ll, poichè E/rJ,E è una

banda normale sinistra e vale il Teorema 1.5

pertanto S/!!! è una banda normale sinistra.

iii ).-=>iv) Siano a,x,y elementi di E; poiché S/fIt è una banda nor

male sinistra

quindi axy = ayx, cioè axyS = ayxS.

iv) =>i) Per ogni a,x,ye E yxaS = yaxS, quindi esiste zeS tale

che yxa = yaxz. Allora

yayxa = ya(yxa) = ya(yaxz) = yaxz.

DEFINIZIONE 2.5. Una banda E è detta quasinormale destra [sinistra]

sse yxa = yaxa [axy = axaX], per ogni ax ,yeE. Una banda E è detta norma l e

sse axya = ayxa

TEOREMA 2.6.

per ognI a,x,yeE.

Per un ortogruppo 5 con insieme degli ide~otenti E, sono equivalenti:

i) E è una banda quasi normale destra;

ii) 5(E,~o sono congruenze e E/!!!c è una banda normale sinistra;
iii) 5(f una congruenza A-sinistra, (jl è una congruenza II-destra e

S/f!) è una banda normale sinistra;
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iv) Per ogni a,x,y e E axySxya = ayxSxaya.

Dim. -

i) :=;> ii) Se E è una banda quasi normale destra, allora E è una

banda seminorma1e destra e semireaolare sinistra; infatti

yxa = y(yx)a = ya(yx)a = yayxa

axy = axy(axy) = axy(ayxy) = axyayxy

per ogni a,x,y e E. Allora per il Teorema 2.5 e il duale del Teorema

2.3, vale la ii).

ii) ===> iii) e iii) > iv) Immediate dal Teorema 2.5 e dal duale

del Teorema 2.3.

iv) ===>i) Per ogni e,f,g e E

3e f 9 = (efg) = (efg)e(fge)fg e efgSfgeS =

= egfSfegeS ~ egfS

analogamente egf e efgS, pertanto efgS = egfS (l).

Inoltre, per og~i a,x,y e E

3yxa = (yxa) = yx(ayx)a(yxa) e SayxSyxa =

= SaxySyaxa ~ Syaxa

2yaxa = (yaxa) = ya(xay)axa =

= ya(xyaxay)axa (per la (l) e il Teorema 1.1)

= y(axy)axa(yaxa) ~ SaxySyaxa ~ SayxSyxa ~ Syxa.

Allora, per il Teorema 1.1 e per la (1)

yaxa = yaxa·yxa = ya(xa)y(xa)a = y(xa)a = yxa.

TEOREMA 2.7.

Per un ortogruppo S con banda degli idempotenti E, sono equivalenti:

i) E è una banda normale;
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.. ) /iJ)[ E EI E. b d l' . t E' E11 "" .!!! sono congruenze, lA e una an a norma e s1nl S ra, l5t'

è una banda normale destra;

iii) 9l è una congruenza A-destra, SI.u;. è una banda normale sinistra,

!!!è una congruenza A-sinistra, SI!!! è una banda normale destra.

iv) Per ogni a,x,y e E : axySxya = ayxSyxa.

Dim. -

i) ===> ii) Se E è una banda normale, allora E è una banda quasi-no~

male sinistra e destra. Infatti

axay = axayaxay = ((ax)ay(ax))ay = (axyax)ay =
= ax(y(ax)ay) = ax(yaxy) = axy

yaxa = yaxa yaxa = ya((xa)ya(xa)) = ya(xayxa) =

= (ya(xa)y)xa = (yxay)xa = yxa

per ogni a,x,y in E. Allora, per i Teoremi 2.5 e duale vale la ii).

ii) ~ iii) e iii) ~iv) Immediate dal Teorema 2.5 e duale.

iv) > i) Per ogni a,x,ye E

3
axy = (axy) = (axy)a(xya)xy e axySxyaS = ayxSyxaS ~ ayxS

analogamente ayx e axyS, quindi axyS = ayxS;

inoltre, in modo analogo, anche Sxya = Syxa. Allora per il Teorema 1.1.

axya = (axy)a = (ayxaxy)a = a(yxaxya) = ayxa.

Si ~icordi che una banda E è detta regolare destra Osini stra]

sse xa = axa [ax = axaJ

Teorema 2.8.

Per un ortogruppo S con insieme degli idempotenti E, sono equivalenti:

i) E è una banda regolare destra

i i) 9lE = r;}

iii)~=f2

iv). Per ogni a,x e S xaS = axaS
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Dim. -

i) => i i)
E E

E' noto che [ll. c q) . I no ltre, se a q)E b (con a,b i n E)

aba ; a bab ; b.

Allora, a = aba = ba b ; bab ; b; pertanto per i l Teorema 1.1
F

a!]f- b

ii) => iii) E' noto che ~ c~. Inoltre s," a!l1b con a,b e S aq) b,
• E· • E·

al10ra per il Teorema 1.5 a q; b e quindi a [ll b. Per il Teorema 1.5

à & b e pertanto a 9l b.

iii) > iv) Per ogm a,x e S

-l
SxaS ; SxaaS ; SaxaS ; Sa axaS c SaxaS

e qui ndi SxaS = SaxaS e, da 11 'i potes i, xaS ; axaS.

iv) =>i) Per ogni a,x e E, poiché per l'ipotesi xa 'axa, per il Teore

ma l. l
xa ; axaxa ; axa

TEOREMA 2.9.

Per un ortogruppo S con insieme degli idempotenti E, sono equivalenti:

i ) E è una banda normale destra;

i i ) JfE = q)E 2'~ una congruenza e Ed- è una banda normale destra;
l

i i i ) & =q), 5!' é una congruenza A-sinistra e SIlE è una banda normale

destra;

iv) Per ognl a,x,Y e E

Dim. -

xa Sxya ; axaSyxa.

i) ~ ii) Se E è una banda normale destra, allora E è una banda

regolare destra e normale. Infatti

xa ; x(aa) ; xaa ; axa

axya ; a(xya) ; a(yxa) ; ayxa

per ogni a,x,ye E. Allora, per il Teorema 2.8 e per il Teorema 2.7 vale

la ii).

ii) ~iii), iii) =>iv) Immediate dal Teorema 2.8

Teorema 2.5.

e dal duale del
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iv) =>i) Per ogni a,x e E

2xa = (xa) = (xa)a(xaa) e xaSxaa = axaSaxa c axaS

analogamente axa e xaS, pertanto xaS = axaS (l).

Per ogni a,x,ye E, per la (l)

xyaS = x(ya)S = (ya)x(ya)S = y(a(xy)aS) = y(xy)aS =

= yx(ya)S = yxayaS ~ yxaS

analogamente

Inoltre

yxaS ~ xyaS, pertanto xyaS = yxaS (2) •

2
xya = (xya) = (xya)a(xya) e xyaSxya = yxaS x ya (per la (2)) c

c SxaSxya = SaxaSyxa ~ Syxa

2yxa = (yxa) = (yxa)a (yxa) e yaxaSyxa (per la (l)) c

c SaxaSyxa = SxaSxya ~ Sxya

cioé Syxa = Sxya. Allora, gli idempotenti xya ed yxa sono nella stessa

Jf·c l asse, pertanto xya = yxa.

TEOREMA l. l O. -

Per un ortogruppo S con insieme degli idempotenti E, sono equivalenti:

i ) E é un semireticolo;

i i ) (jfE =:1'E =9E

i i i ) [ff =:1'= 9

iv) Per ogni a e 5 aS = Sa.

Dim. -

i) ~> ii) Immediata per la definizione delle relazioni di Green.

ii) =--> iii) Sianr a,b e S

a ~ b <=> a 1ft ii <=> a:1' ii <=> a:1'b

i no ltre

a:1'b <=> a:1' b <=> a 9 ii <=> a9b
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iii) => iv) Siano a,b e S

e per i l Teorema l. l

poiché ab~ba,perl'ipotesi ~=.tJi

/.... /' /'-

ba - ba ba = ab ba ba =
= ab (ab)-l ba e aS

cioé Sa c aS; Analogamente aS c Sa.

iv) => i) Siano e,feE, ef~fe quindi esiste xeS tale che

efS = xS, Sx = Sfe. Pertanto, per l'ipotesi efS = xS = Sx = Sfe = feS

Sef = efS = feS = Sfe.

A11 ora per il Teorema 1. l

ef = ef'fe = fe.

3. STRUTTURA DELGI DRTOGRUPPI. -

Sia S un ortogruppo; risulterà dal Teorema 3.1 seguente, che S é

un semireticolo Y di gruppi rettangolari S (eteY)
et

e quindi il prodotto

é in S (etS pro-
etS

il modo in cui

di un elemento y di S
S

tale teorema non chiarisce

si po,sono moltiplicare tra loro.

struttura per i semi gruppi completamente rego

lari di La11ement [/7/, 1961J ,M. Petrich ottiene[flO/, 197'D un teorema di

struttura "fine" per gli ortogruppi, chiarendo il modo in cui si moltiplica

no gli elementi dei differenti S ,tramite sistemi di applicazioni soddi-
et

di un elemento x di S e
et

dotto di et e S in Y) • Ma

elementi di di fferenti S
et

Ri prendendo un teorema di

sfacenti certe propr'ietà; tutt~V'i3 M. Petrich non dà un pr"ocedimento effetti

vo di costruzione di ta'l'j si sterni.

La dimostrazione del teorema di M. Petrich si avrà ora (ottenendo una

semplificazione della trattazione) utilizzandoun risulta:o di Clifford

1j2/, 1972] sugl i ortogruppi a "due componenti".
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Si vuole affrontare lo studio della struttura degli ortogruppi mediante

una particolare decomposizione.

Sia S un semigruppo, Y un semireticolo e Z un omomorfismo da S in

Y; allora ognuno dei sottoinsiemi a Z-l (neZ) è un sottosemigruppo di S. De

notato nZ- l con S, S è unione disgiunta dei sottosemigruppi S (aeY) ed
n a

è tale che
S S c Sn e- ne

dove ne è il prodotto di n e e in Y.

Se ogni S con n e Y è di "tipo A" allora si dice che S è un
n

semireticolo di semi gruppi di "tipo A".

TEOREMA 3.1. - [Yamada M., Petrich,M., Preston G.BJ

Un semi gruppo S è un ortogruppo sse è un semi reti colo di gruppo rettangol~

re.

Oim. -

Sia S un ortogruppo; per il Teorema 4.5 di /4/, S è un semireticolo Y

di semi gruppi completamente semplici S (o.eY). Poiché l'insieme E degli idemn
potenti di S è un sottosemigruppo di S, l'insieme E (neY) degli i dempo tent i

n
di S è un sottosemigruppo di S pertanto S è un gruppo rettangolare.o. n

Viceversa, sia S un semi reticolo Y di gruppi rettangolari S (neY); èo.
chiaro che S è unione di gruppi, rimane da provare che il prodotto di due

idempotenti è un idempotente. Siano e,f idempotenti di S, e e So.

per certi o.,eeY; allora posto a = ef, b = fe, entrambi sono in S
o.e

ed

b
2 = fefe = fe(ef)fe = bab.

2Usando il prodotto su un gruppo rettangolare, b = bab implica che a =ef è

idempotente.

Può sembrare che il Teorema 3.1 non costituisca un progresso nello studio

della struttura degli ortogruppi, in quanto i gruppi rettagolari, anche se di

struttura nota, sono più complicati dei gruppi. Ma un reale progresso esiste



- 20 -

ed è nella relazione 5 B c 5 Infatti, era già noto che
" B- "B

5 = U H
eeE e

dove E è l' i nsieme de gl i idempotenti di 5 e ogni sottogruppo H
e

è laJf·classe contenente e, ma non si aveva idea di dove fossero i prodotti

di ele,,·;nti xeH
e

ed yeH
f

o se il prodotto di H
e

ed H
f

fossero conte-

nuto in un singolo Hg.

Tuttavia, anche considerando la struttura dei semireticoli come nota, non

poiché sebbene sia5, 55c5,il
"B- "B

modo in cui elementi di differenti 5 possono moltiplicarsi è estremamente com
"plicato. 5i darà in questo capitolo un risultato dovuto a Petrich che migliora

è ancora chiara la struttura "fine" di

i l Teorema 3.1.

DEFINIZIONE 3. 1. -

5ia 5 un semigruppo, T un sottosemigruppo di 5 ed a un elemento di

5 tale che aT c T. 5i definisce T-tl"aslazione interna sinistra di a, l'appl.!-

cazione À da T i n T ta le che
a

À x = ax
a

per ognl x e T.

DEFINIZIONE 3.2. -

5ia 5 un semi gruppo, T un so ttosemi gruppo di 5 ed a un elemento di

5 tale che Ta c T. 5i definisce T-traslazione interna destra di ii, l'applica-

zione D da
a

T ln T tale che

ogn i x e T.
l p41'f\ 1.?_

= xa

5ia 5 un semigruppo, T un sottosemigruppo di 5 ed a,a' due elementi

di 5 ta l i che a T c T, a' T c T, T a c T, T a' c T.

Allora
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À,p sono associate
a a

i i ) , p aa l = Pap a I

Dim, -

Si prova 1a i). Per ogn i x,y i o T

Si prova la ii). Per ogni x e S

À ,x; aa'x ; a(a'x) ; À (À ,x)
aa a a

Sia X un iosieme, il semi gruppo di tutte le trasformazioni di X riguardate

come destre Irisp. sinistrel si denotò coo g.,X) Irisp. §(X)I.

Indichiamo inoltre con n il semiretico10 costituito da due soli elementi

a,B tali che a > B cioè aB; Ba ; B ed a ., 8.

DEFINIZIONE 3.3. Un semi gruppo S è un ortogruppo a due componenti sse è

un semireticolo n di gruppi rettangolari.

La struttura di un ortogruppo a due componenti è descri tta da l seguente l elTlT1a .

LEMMA 3.3. -

Siano S ; G x I x A ed S ; G x I x A
8

gruppi rettangolari
a a a a 8 8 8

di sgiunti . Si consideri

(A. l )
~

un omomorfi smo t da S in §( 1
8

)
a,8 a

(A.2) un omomorfi smo T da < in §(A
8

)~

a,8 a

(A.3) un omomorfi smo Z da G in G
a,8 a (>

Se A; (a;j,Jl) e 5 ed B; (b;i,À) eS
a 8

si definiscono i prodotti
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AB = (al )b; (l )i,À)a,a a,a

BA = (b(al ); i,II(AT » ..a,a a,a

Con il prodotto definito e mantenendo i prodotti in Sa e Sa'

è un ortogruppo a due componenti.

S U Sa a

Viceversa, ogni ortogruppo a due componenti è isomorfo ad una tale costruzione.

Dim.-

Siano Sa = Ga x la x "a e Slf = Ga x la x "a due gruppi rettangolari

disgiunti, e siano t , T e l le applicazioni delle ipotesi dela,a a,a a,a

teorema. Il prodotto definito su S = S U S , come ne] teorema, è associativo.
a a

l~associativ1tA si ottiene dalla verifica delle uguaglianze

(AB)C = A(BC) , A(CB) = (AC)B (BA)C = B(AC)

per ogni A,C e Sa e B e Sa e, per ogni A e S
a

e

Verifichiamo, ora che (AC) B = A(CB) con A,C e S. a

Sia A = (a;i ,o) , C = (c;j, €l , B = (b,i,lI) ..
(AC)B = ( (ac l )b (t(AC) )i,lI) (per 1a ( 1) ) ;aa a,a

A(CB) = A«c l )b C (per la (l» =(t a'i ,Il)a,a a,

= (a l )(c l )b; l ( (éa li ,Il) (perla (1» =a,a a,a a,a $

= ( (ac l )b; (tACli ,Il)
a.6 a,S'

poiché l e
- a, a t sono omomorfismi.a,a

Le altre uguaglianze si dimostrano in modo analogo.

Per come è definito il prodotto in S è evidente che Sa e Sa
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sono sottosemigruppi di S, inoltre S = S u Sa ' pertanto S è comp1eta-(l
mente regolare. Per provare che S è un ortogruppo, poiché S e S sono(l a
gruppi rettangolari e quindi ortogruppi, è sufficiente provare che i prodotti

AB e BA sono idempotenti, se A è un idempotente di

tente di Sa

S e B è un idempo(l

Sia A un idempotente di S , sia B un idempotente di S :(l a

A = (e ; i ,À) con e unità di G(l (l (l

B = (ea;j'\I) con e unità di G
a a

AB = ( (e Z )e , (t
A

a)j'\I) = (e . (t
A

a)j'\I)(l (l,a a (l, a' (l,

BA = (e (e Z ); j ,À(B, )) = eo;j,À(B, o)a (l (l,a (l,a p (l,p

Pertanto, poiché AB e BA sono idempotenti, S è un ortogruppo.

Viceversa, sia S = S U S (l > a) un ortogruppo a due componenti; si
(l a

indi ca ancora con S il semi gruppo isomorfo al precedente con S della forma(l
G x I x h e S della forma GaxlaXha·(l (l (l a

Si procede ora alla costruzione delle applicazioni t , ,Z oa,a ~ a,B a,1-l

Sia A eS, si consideri le S -tras1azioni interne sinistra e destra di
(l a

A, ÀA e PA' rispettivamente. Si osservi che

(con c e G
a

, k e I , opportuni), con b e Ga ' i e la e \I e ha ed
a

l'unità di Ga· In altre parole ÀA non cambia l'indice appartenente a la

Si suppone che
ÀA(l;i ,\I) = (b;j,\I) e ÀA(l;i ,a) = (c;k,a)
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ave l'unità di G ,i ,j,k e l \l, ae Ila allorae e p

(b;j,a) = (b;j'\l)(l;j;a~ = (ÀA(l;i'\l)) (l;j,a) =

= ÀA((l;i'\l)(l;j,a)) = ÀA(l;i,a) = (c;k,a)

e quindi j = k e b = c cioé i valori dei due primi indici di ÀA(l;i,\l)

dipendono solo da i. Si indichi con A6
A

e t le applicazioni da I in
a,e e

i n l e

À
A
(l;i ,\l)

rispettivamente, tali che

= (6Ai; (l )i,\l) (3)a,e

Analogamente esistono e A~ applicazioni da Ila in Goa,e p p
e da

Ile in Ile ' rispettivamente, tale che

Poiché si ha

(b;j'\l)(ÀA(l;i,a)) = (b;j'\l)(6Ai ;(t:Ji,a) =

=(b(6Ai);j,a) (5)

((b;j,a)PA)(l;i,a) = (b;j'\l)((l,j'\l)PA)(l;i,a) =

= (b;j'\l)(\l~A;i'\l(A~a,J)(l;i,a) =

= (b(\l~A);j,a) (6)

per ogni b e G
e

,i,j e le ed \l,aell
e

,e poiché ÀA e PA sono

associate [cfr. LermJa 3.~, segue da (5) e (6) che

per ogni b e G ,i e l e \l e Il ,pertanto
e e . e
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per ogni

Si indichi con l'elemento di G
Il

uguale a

Si è provata allora l'esistenza di tre applicazioni:

~ : A e S -+ A ~ e G
IlCL,Il CL CL,Il

t A e S -+ t A eg{Ill)
CL ,Il CL CL,Il

T A e S ..- AT e !1(A
Il

)
CL,Il CL CL,Il

Si verifica facilmente che esse sono omomorfismi, ricordando che À
AA

, =ÀAÀA,

ed per ogni A,A' e S [LelTl1ld 3.~. Si indichi con l , l'ap-
CL CL,e

plicazione da G
CL

(7)

in G
Il

tale che

a l = (a;i ,À)~
CL,Il CL,Il

per ogni a e G , i e I
CL CL

e À e A
CL

Tale applicazione è ben posta; infatti, per ogni

a e G ,
CL

= (a;j,~)~ QCL,p

i,jeI,À,~eA ed
CL CL

poiché ~ è un omomorfismo.
CL,Il

i Facilmente segue che

fi smo.

l è un omomorfismo dal fatto che ~ è un omomor-
CL,Il CL,Il

Siano ora A = (a;j,À) e S ed B = (b;i,~) eS
CL e ; allora

AB = ÀA(B) = ÀA((l;j,~}B} =

=((A ~ Q}b;(tA )j,~)
a,1-) a,S

= ((al }b; (tA )j,~}
CL,Il CL,Il

(ÀA(l ;j,~)}B =

(per la (3)}

(per la (7)
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Si ottiene in modo analogo l'espressione di BA e quindi si ha la tesi.

Si adotta la notazione <x> per denotare il valore costante di una appli

cazione costante X .

TEOREMA 5.5. -

(B.O) Sia V

tango lare S =
a

Per ogni coppia

smi.

un semi reticolo; ad ogni a in V corrisponda un gruppo ret

x I x A . Si assumi che
a a a

S () Se = 0 se a f. e.a

(a,e) e V x V tale che a > e si abbiano tre omomorfi-

l : G + G
a,e a e

t :S +,o/(I}
a,e a e T S + f/( A )a,e a tl

soddisfacenti le seguenti condizioni:

(B.l) Se a e V ed A = (a;i,À) eS, allora
a

al = a
a,a

< t ,A > = l
a,a a,a

(B.2) Per a,e arbitrari elementi di V, e Ae S
a

sono trasformazioni costanti di I
ae

ed

ed A , rispettivamente.
ae

Su S =aMV Sa si definisce il prodotto di A = (a;i,À) e Sa e B = (b;j,~}eSe

come

(8) AB = (al bl ;<t A t B >,< AT BT >)
a,atl tl,atl a,ae e,atl a,ae e,ae

(B.3) Per ogni a,e,ye V ed A e S
a
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a > a > y allora l l = l (9)a,a a,y a,V

aa > y allora t à~~f = t A ~,~
(10.1 )a,y

(AB)T = AT BT (10.2)aa,y a,y a,v

Se queste condizioni sono soddisfatte, allora, con il prodotto definito

da (8); S è un ortogruppo. Viceversa, ogni ortogruppo è isomorfo ad uno

ottenuto con una costruzione di questo tipo.

Oim. -

Per ogni a e Y, sia S = G x l x A un gruppo rettangolare con Y un
a a a a

semi reticolo, tale che \ " Sa =" se a F a (i n' Y). Siano l t ,a,a a,a

T1 o con a ~ a (a,a e Y) gli omomorfismi dati nel teorema e inoltre su
a,~

sia definito il prodotto (8) che coincide con quello dato su ognia~Y ~a

singolo S (aeY)
a

in virtù della condizione (B.1).

Siano A,B,C e S conProviamo che il prodotto (8) è associativo.

A = (a;i ,jJ ) eS, B = (b; io,jJo) X ed
a a a p p

c = (c;i ,jJ )
y y

in S (a,a,yeY),
y

(AB)C = ((al bI )l cl ; < t AB t C >a,aa· a,aa aa,aay y,aay aa aay y,aay

< ABT CT » (per la (8)) =aa, aay y,aay

= (al bI cl ;<-t A t B t C >a ,aay a,aay y,aay a,aay a,aay y,aay

(per (B.3)) =

A(BC) = (al (bI cl )l ;< t A t BC >a,aay a,ay y,ay ay,aay a,aay ay,aay

< AT BCT » =a ,aay ay,aay
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;<t A t B t C >,a,aay a,aay y,aay

E' evidente quindi, per il Corollario 5.2, che S è un ortogruppo.

Viceversa, sia S un ortogruppo e sia S = u SaeY a
la sua espressione

come semiretico10 di gruppi rettangolari e si indichi ancora con S il

semi gruppo isomorfo al precedente con gli S della forma G x I x" (aeY).
n a a a

Siano tali che a>a e si consideri gli omomorfismi Za,a

t
a,a Ta,a

relativi ad del Lemma 5.4, definendo Za,a t a,a

T (aeY) come in (B. 1). Allora consideratia,a arbitrari elementi

zione costante. Sia

si vuole provare chedi Y ed A e S
a

-
À e "aa

per ogni

t A t B è una app1ica-
a,aa a,aa

e I si ponga
aa

-i=(l ;i,ÀaR

dove 1 è l'unità di G allora
aa aa

Bi = (bZ ; (ta~aa)i , À)- a,aa

per il Lemma 5.4 (si tenga conto che a > aa) e quindi

(11 ) A(B.!J = (aZ bZ ; (t A t B li, À)a,aa a,aa a,aa a,aa

per il lemma 5.4 (si tenga conto che a ~ aa).

Posto AB = (c;j,~)

A(B.:!J = (AB).!- = (c;j,À)

Confrontando (11) e (12) segue che t A t B
a,aa a,aa

(12 )

è cos tante e

<t A t B = j
a,aa a,aa ed c = aZ bZ ; cos ì pure AT BT è cos tantea,aa a,aa a,aa a,aa

ed <AT BT > = ~ .
a,aa a,aa
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A questo punto è immediata l'uguaglianza (8) del teorema.

Si verificano ora le (10.1) e (10.2). Siano A,B,C e 5

A - (a;i ,~ ) e 5
"" CI

con etS > y

, C = (c;i ,~ ) e Sy y y

(AB)C=((aZ bI)Z c;(tAB)i;~)
" ,aS S,"S aS ,y aS ,y y y

per la (8) che si è ottenuta ed il Lemma 5.4, inoltre

(t B)i ,~) (per il Lemma 5.4 ; B > "8 ;> y) =8,y y y

= (a Z bZ c; (t A) (t B) i ~ )a,y 8,y a,y 8,y y y

A(BC)=A(bZ c;8,y

(per Lemma 5.4; a ~ a8 > y) ne segue, da 11 a associatività di S, la (10.1).

Da C(AB) = (CA)B segue analogamente la (lO. 2), men tre dall'uguaglianza

(AB)C = A(BC) con A e 5 , B e 58 e C e 5 tali che a > 8 > y si
a y

ottiene la (9) (applicando più volte il prodotto nella forma del Lemma 5.4) .

COROLLARIO 5.6. (Petrich, /8/). -

Sia Y un semireticolo; ad ogni a e Y corrisponda una banda rettango-

lare E = I x A tale che Ean E
8

= 0 se a f 8. Per ogni coppia
a a a

(a,8)eYxY tale che a > 8 si abbiano due omomorfismi

t : E -+.9'( I )a,8 a 8 T E~ -+:!/ (A
Q

)a,8 ~ ~

soddisfacenti le seguenti condizioni:

(C. 1) Se " e Y ed A=(i;À) e E a11 ora
a

< t A > = i <AT > = Àa,a a,a

(C.2) Se a , 8 sono arbitrari eèmenti di Y, e A € Ea
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(t A )(t B
a,ae e,ae

, a11 ora

ed

sono trasformazioni costanti di I e A ,rispettivamente.
ae ae

Su

come

E = U E
·.aeY a

si definisce il prodotto di A=(i,À)eE
a

e B

(13) AB = «t A t B > ,< A1 B1 »
a, ae e, ae a,ae e,ae

(C.3) Per ogni n,S,ye Y e A e E B e E
e

, se ae>y , a11 ora
a

t AB t A t B (14.1 )
ae , y a, y e, y

ABT = AT BT (14.2)
ae,y a,y e,y

Se queste condizioni sono soddisfatte, allora, con il prodotto defini-

to da (13) , E è una banda. Viceversa, ogni banda è isomorfa ad una

ottenuta con una costruzione di questo tipo.

COROLLARIO 5.7. - (C1ifford, /4/)

Sia Y un semireticolo; ad ogni aeY è associato un gruppo G
a

da G
d

. a
l G •

a

tale che G lì G = 0 se a~e. Ad ogni coppia
a e

a > e , assegniamo un omomorfismo Z
(n-:-l) ~ sia 1 'oJ11orlor-Fisrlo irlentico a,e

aa
(D.2) Per ogni a,e,yeY tali che a>e>y

Z Z = Z
a,l3 B,y a,y

(a,e) e Y x Y tale che

in Ge tale che

Sia S l'unione di tutti i gruppi G (aeY), e definiamo il prodotto
a

di due elementi a
Q

, b eS (a eG ,b eG) come
"e a a e e

ab=(aZ )(bZ)ae a,y e,y

dove y è il prodotto ae nel semireticolo Y.
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Allora S è un semi gruppo unione di gruppi e in cui gli idempotenti

commutano (o equivalentemente, un semi gruppo inverso che è unione di gruE

pi). Viceversa, ogni tale semi gruppo è isomorfo ad uno ottenuto con una

tale costruzione.
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