
INTRODUZIONE. -

NegL<. uLti.nU. GU'lM .IJ.i. Mno 6a..t:U.. mo./'...U pItOgJtu.IJ.i. neLt' aMU6.i. !Li. mw!Li.

muLt.ù.tep A-.lJtabili peJt il tJta.ti:ameYlto ru.uneJt.i.c.o !Li. .IJ.i..lJtem.i. !Li. equaz.i.olt-i. !Li.i

6eJtenz.i.a.u !Li. tipo ".lJti66".

E' rtO to c.he peJt taL<. 6.i..IJ tem.i. .i. mw!Li. ce.1LM.i.U a..Ue !Li. 66eJtenze, peJt U.IJ eJte

e66.i.ueltt-i., Jt.i.c.h.i.edono urta .um.i.taz.i.one tJtoppo OrtOJtOM .lJul rMM !Li. fuc.JteUz

zaz.i.orte. MuovendM.i. .i.nvec.e, neLe.' amb.i.to deLta teow !Li. .6tabili.-tii. a.U.a. u.a~

nov .IJ.i. 6ono oUeltUt.i. notevoL<. 6v-il.upp.i. .IJ.i.a c.on l' .i.lttJtoduz.i.one !Li. mW!Li. muR.ti

6tep upL<.Uti A-6tabili non L<.neaJt.i. (ved. peJt U. [4],[5],[6]) .IJ.i.a c.on l'a~

lli.i. p.{.ù appJto6oltCida !Li. mw!Li. L<.neaJt.i. muLt.ù.tep .i.mpL<.Uti A-.6tabili. (E' noto

c.he un mwdo L<.neaJte A-.lJtabile non può U6eJte upL<.Uto (ved. [7] I). •

I n un lavoJto deR. 1978 Valqu.i..lJt pJtova c.he la G-.6tabili..tii è equ.i.vale.n-te aR.R.a

A-6tabili..tii (ved. [2]).

AR.R.a luc.e !Li. tale Jt.i..IJuitato -<.n quuta nota .6.i. d.i.mO.6tJta c.he, c.olt.6.i.deJtando urta

c.R.aMe !Li. meto!Li. lùeaJt.i. k-6tep A-.6tabili appL<.c.ata a un 6.i..lJtema !Li.66eJtenz.i.a-

b.i.R.e auto nomo mo IlOto IlO ,6.i. può c.o.IJtJtu.i.Jte urta matJt.i.c.e G!Li. oJt!Une k6~etJt.i.-

c.a e de 6.i.1t.i.ta po.IJ.i.tiva e qu.i.n!Li. urta nOltJna, Jt.i..IJ petto a.U.a. quale, F: I / , 6TI'n n n+
T T

···,6 k 1) è dec.Jtuc.ente lungo la Mluuone ru.uneJt.i.c.a.n+ -

SUc.c.u6.i.vamente utiR..i.zzamio quuta pJtopJt.i.eta 6.i. c.M.t!u.UJ.,c.e urta UM6 e !Li. mW

!Li. G-6tabili!Li. oJt!Li.ne JnaM.i.mo e 6.i. d.i.m0.6tJta c.he l'.i.It.6.i.eme de.<. pultt-i. !Li. equil-i.

bJt.i.o è globalmeYl-te 6tabile ù R.IJ e neR. c.a60 !Li. 6tJtetta mo noto It.i.a il puYlto !Li.

equil-i.bJt.i.o è globalmente M.i.Yltotic.amente 6tab.i.R.e.i.J1 R.6 .
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§ l. Fondamenti teorici.

Siano À.(A) per i = l, .. ,rngli autovalori della
1

di ordine s e sia <.,.> un prodotto scalare in

guenti teoremi:

matrice complessa A

es . .. Suss 1 stono l se-

Teorema l. - Se Re < Al,Z > < O per ogni

per i = l , .. ,m.

s
Z € e allora ReÀ.(A) < O

r

Oimo- Indicato con l. l'autovettore corrispondente all 'autovalore Ào(A)
l 1

s i ha:
Re <Az. ,lo> = Re <À.Z. ,Zo> = Re À.II z.11 2 < O

1 l 11 l 1 1-

dove II-II è la norma corrispondente al prodotto scalare considerato.

Teorema 2. - Se A è in particolare una matrice

(.,.) un prodotto scalare in RS ese (Ax,x)<O

reale di ordine s ,

per ogni x € RS allo-

ra Re À . (A) < O
1 -

per i = l, .. ,m.

Oimo - Per ogni z = x+iy, w = u+iv scon l,W € e si ponga

< Z,W > = (x,u) + (y,v) - i(x,v) + i(y,u).

Resta così definito il prodotto scalare <o 'o> in eS e si ha:

Re <Az,z> = (Ax,x) + (y,Ay) < O

e quindi per il teorema l si ha la Tesi.

Sia f : RS
-> R

S
una funzione con derivate parziali prime continue e si

denoti con J (x) la matrice Jacobiana della f.

Teorema 3.

(J(x)u,u) .2 O

Se (f(x) - f(y),x-y) < O per ogni

per ogni x,u € RSo

sx,y € R allora

Oimo- Si supponga per assurdo che riesca per qualche

(J (x ) u , u ) >0 .
o o o

x ed
o

uo

Per le ipotesi di continuità esiste

(J(x)u ,u ) > Oo o

+
o € R tale che

per ogni x € S(xo,p)

avendo indicato con S(x ,p) la sfera di centro. o x e raggio po
o
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Preso Ile R tale che x = Xo +iJUo e S(xo'p) si ha :

x l
= f J(x)dx = f

Xo o

-é l'integrale di linea esteso al segmento di estremi Xo e x.dove
-x

f J(x)dx
Xo

Componendo scalarmente con IlUo si ha

1
(f(x) - f(xo)' IlU o) = f (J(xo+lltuo)IlUo ,IlUo)dt =

o
1

11 2 f (J(xo+lltuo)uo.uo)dt > O contro l'ipotesi.
o

Dai teoremi 1 e 3 discende il corollario seguente.

Corollario 1. - Se (f(x) - f(y). x - y) ~ O per ogni x,y e RS si ha

che Re Ài(J(x)) ~ O per ogni x e RS e per i = 1•..•m .

Si consideri ora il sistema di equazioni differenziali ordinarie autonomo

~ = f(y)

con f RS
+ RS • f e Cl e tale che soddisfi alla condizione di monoto-

nia

1.2 (f(u) - f(v). u - v) ~ O

per ogni u.v e RS

. Se y(t) e u(t) sono due soluzioni della (1.1) si ha:

l)~ Ilf(y(t))1I 2 = 2(J(y(t))f.f) ~ O

cioé la Il f(y) Il é una funzione non crescente lungo la traiettoria.

2) ~ Il y(t) - u(t)iF = 2(y(t) - u(t) • f(y(t)) - f(u(t))) :.. O

cioé la (1.2) é una condizione necessaria e sufficiente affinché liy(t)-u(t)11

sia una funzione non crescente di t, per tutte le coppie di soluzioni

de 11 a (1. 1) .
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Se in particolare f soddisfa alla condizione di stretta monotonia
2

l .3 (f (u) - f (v) • u - v) ~ - III ~ - vii con Il > O

e per ogni u,ve RS
• f é bigettiva e bicontinua e l'insieme

Il = { y e R
S

: f(y) = O }

si riduce ad un solo punto .
••

Indicata con J(x) la matrice Jacobiana della funzione g(x) = f(x) + IIX •

con I la matrice unitaria di ordine s , per la (1.3) risulta (g(u)-g(v).u-v) < O

"per ogni u,v e RS
• e per il teorema 3 (J(x)u.u) = ((J(x) + III)u,u) .: O e

quindi

1.4 (J(x)u,u) Il s
< -Il II U11

2 x,u eR .

Inoltre la funzi one V RS + R definita da V(y) = (f(y). f(y)) é tale che:

a) V(y) = O Il y e Il V(y» O Il Y t. Il

b) ~ V(y(t)) = 2(J(y)f(y),f(y)) < O Il Y t. Il

dove y = y(t) é una soluzione della (1.1).

Pertanto[l] l'insieme Il è globalmente asintoticamente stabile in RS •

cioè il punto di equilibrio è globalmente stabile e attrattivo in RS .

§2. Richiami sulla A e G-stabilità.

Si consideri la (1.1) con la condizione (1.2). Il generale metodo lineare

a k-passi può scriversi

2 •l
k k

Jor=o a.y . = h .r Sof .J n+J J=o J n+J

dove aj e Sj sono costanti ed fn+j = f(Yn+j) per j = O•..• k.

Il metodo (2.1) sarà nel seguito indicato brevemente con (p,a) dove

k o

p ( ç) • .r a. çJ
J=o J

k .
a(ç) = jgO Sj çJ
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Con l'aiuto de" 'operatore traslazione E • EYn = Yn+l la (2.1) si può

scrivere

p(E)Y n = h o(E)fn
Si richiamano ora alcune definizioni e risultati ottenuti nella teoria di

discretizzazione di Dalquist.

Definizione l. - Un metodo (P.o) si dice A-stabile se

Definizione 2. -

per2.2

T
..• xn+k- l )

Re .el.!J. >O
o(ç)

Siano xj e R j = 0.1 ••••• e posto Xn = (xn.xn+l •...

la condizione di G-stabilità si esprime dicendo che esiste

una matrice G di ordine k. simmetrica e definita positiva tale che per

tutti i numeri reali xo.xl •..• xk si abbia

2.3

Teorema 1.[2] - Ogni metodo A-stabile (p.a) é G-stabile per almeno una

matrice G reale simmetrica e definita positiva.

Corollario l. - Sia {y } una arbitraria successione di vettori din neN
s T T T T

R e Yn = (Yn .Yn+l •...•Yn+k-l) .

Se il metodo (P.o) é A-stabile posto

s i ha

k
= .l; l1-

k
.1: 1J=

2.4 Il Yn+l il~-

Teorema 2.- Un metodo lineare multistep esplicito non pUò essere A-sta-

bile. L'ordine di un metodo lineare multistep implicito A-stabile non pUò

essere maggiore di due.

La regola del trapezio é il metodo lineare multistep implicito A-stabile

con il più piccolo coefficiente nell 'errore di troncamento.
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Le condizioni cui deve soddisfare un metodo k-step del secondo ordine so

no:
k

a) .L Cl. = O
J=O J

k k
b) .[ S = .LljCl .J=o J J= J

k l k
.2

c) j~l jS. = "2 j~lJ Cl.
J J

§3. Alcune consideraLioni sul e-metodo ed estensione a una classe di meto-

di lineari multistep A-stabili.

La classe di metodi lineari ad un passo del primo ordine è data da

3. l

usualmente chiamata "e-metodo".

Tale metodo è A-stabile se e solo se e <

si ritrova il metodo di Eulero, per
le = -
2

l (3)
2 in particolare per e= O

la regola del trapezio risultan

do solo in questo caso del secondo ordine.

Se la f soddisfa alla condizione (1.2) risulta:

3.2 V n € N

Infatti componendo scalarmente la (3.1) con f
n
+l - f

n
si ha:

O >((l-e)f ,+ef ,f l-fn)=(2e-l)(f ,f l)-el~ 11
2 +(l-e)llf 1112- n+ n n+ n n+ . n n+

e tenuto conto che 2e-l < O e che

lI(x,y)1 ::. llxll 'I! yll ::. z( Il xF +11 y112)

5 i ha:

svx ,y € R



- 6 -

Se la f é strettamente monotona si ha:

La (3.3) consente di dire che la successione {llfnll IneN é convergente

ed é tale che

V n e N

e quindi la successione é limitata. Inoltre si ha:

3.4 lim Il Yn+l - Yn Il = O
n_

-Indicato con Y il limite della successione convergente {Y lk neN
n

{Yn}neN per la (3.4) ancheestratta dalla

Considerando la (3.1) relativamente alla

{Yk +llneN converge a y.
n

{Yk IneN e passando al limite
n

per n -> - segue che necessariamente y é il punto di equi-

-librio e per l'unicità di esso anche (Ynl neN converge a Y .

Si consideri ora la classe di metodi a k-passi

3.5
k

J'~o B· f .J n+J
per

e si ponga

Si dimostra che se il metodo (3.5) é A-stabile ed f soddisfa alla (1.2),

esiste una matrice G di ordine k reale simmetrica e definita positiva

tale che:

3.6

Infatti componendo scalarrnente la (3.5) con p(E)fn si ha:

(Yn+k-Yn+i,fn+k-fn+i) = h(o(E)fn,p(E)fn) ~ O

ed essendo il metodo A-stabile quindi G-stabile [2] esiste una matrice

G simmetrica e definita positiva tale che :
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e pertanto è verificata la (3.6).

Si noti che per il e-metodo è k = e G =

§4. Una classe di metodi lineari mu1tistep G-stabi1i del secondo ordine.

Si consideri la classe di metodi a k-passi, k > 2

4. 1 Y -y = h[a(f k+f .)+Bn+k n+ì n+ n+ 1

k-1
.1:

1J=l+

i-l
f ."+ y- .1:

n+J J=O
f .]n+J

O<i<k-1. --

m
con la convenzione che le .1: sono da ritenersi nulle quando m < n.

J= n

Si vogliono ricercare metodi G-stabili dalla (4. l) e di ordine massimo.

Si verifica facilmente che le condizioni

b) k - = 2a + B(k - i - l) + Y i

k2 .2 k-l i-l
c)

-1
(k+i)a+ 1: j 1: j-- = B + Y2 j=i +l j =l

sono soddisfatte se e solo se y = O e 2a + (k-i-l)B = k-i.

In questo caso i polinomi p(ç) e o(ç) associati al metodo (4.1) per

i F O hanno divisori comuni e pertanto la classe di metodi (4.1) è ricon

ducibile alla seguente classe

4.2
k-l

1:
j=l

f .]n+J

Per lo studio di tali metodi si consideri la matrice G reale e sifTllle

trica di ordine k

( 2 8 .... B B \
a \I

I B 2a B B I
G = li . .. . . . . . . .. .. . . . . . . . .

)I
I ..... ... . ............
\ B B B 2a
\
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= l, •• k minori principali si vede faci1-

l1 i = (2<:1-B) i-l [2<:1 +(i-1 )B]

e pertanto la matrice G riesce definita positiva se O <B< 2<:1

oppure se B < O e 2<:1 > (l-k)B.

Considerando la "''I~ già definita precedentemente ri sulta

Il 2
o k 2 k-1

/Ifn+i 11
2

]IIFn+1 - IIF II~ = 2<:1[ i~l Ilfn+i Il - ., +G n 1=0

k-l
2Bl' "11=

k k-2 k-l
j~i+1 (fn+i ,fn+j ) - i~o j~i+1 (fn+i ,fn+j )]

2B [
k-l
i~l(fn+i,fn+k) +

k-2 k-l
i~l j~i+l (fn+i ,fn+j ) -

k-l k-2 k-1
"l(f,f .)- "1 .,. l(f .,f .)]=1= n n+1 1= J=1+ n+1 n+J

2<:1 [ 11
2

] + 2B [(fn+k,
k-l k-l

fn+j )]
2

Ilfn f ) - (fIlfn+kll - "1 "1 =J= n+j n' J=

k-l
2(f k - f ,<:1(f k+f) + B ., 1 f . ) = 2(p(E)fn,a(E)fn) =n+ n n+ n J= n+J

per l'ipotesi (1.2).

Si può quindi affermare che i metodi che si ottengono dalla (4.2) sono

G-stabili e per essi si ha:

V neN

Pertanto dalla (4.1) si ottengono metodi G-stabi1i di ordine massimo per:
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o < B < 2a

B < O

e

e

2a+(k-l)B = k

2a+(k-l)B=k.

Inoltre se la f soddisfa alla proprietà di stretta monotonia (1.3) si ha:

4.3
;> , 2

II' F Il - Il F Il < 2(o(E)f ,p(E)f ) < -2~liY k-Y il < On+ l G n G - n n - n+ n

2
La (4.3) consente di dire che la successione fl! FnllG ln€N è convergente ed

è tale che
\In e N

e quindi la successione {Ynl neN è limitata.

Inoltre si ha

4.4 lim II Yn+k-Ynii = O
n--

Se {Yp ln€N è una successione convergente estratta dalla (Yn:ne~ ri
n

sulta per la (4.4) che è convergente allo stesso limite anche la successione

{Y 1P +k'neN
n

Si vede facilmente che si può estrarre dalla una successione

(Yh ln€N tale che le successioni
n

(Yp ln€N
n

{y l per i = O, .. ,k-l siano conver
h +i neN
n

genti.

Pos to a11 ora
l im Yh +i = l i
n_ n

=O, ... ,k-l.

considerando la (4.2) relativamente alle k successioni estratte e passando

al limite per n + 00 si ottiene un sistema omogeneo di k equazioni in k

incognite, la cui matrice dei coefficienti è la matrice G.

-Il sistema ammette quindi soltanto la soluzione nulla ed essendo n = {YJ

ne consegue che
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e che la successione

l.=y per i=O, .. ,k-l
l

{Y } definita dalla (4.2) converge al punto din neN

equilibrio.

Osservazione l. - Se si considera la funzione

si ha che

= OV(y)

V(y)

Il Y e n

Il y é n > O
2 2

6V = Vn+l - Vn = Il Fn+l Il G Il Fn Il G < O lungo la soluzione numerica e per-

tanto per il teorema di Liapunov[8] l'insieme n é globalmente asintotica-

mente stabile in RS per l'equazione (4.2).

Osservazione 2. - Tutto quanto si é ottenuto in questa nota porta a con

getturare che se le condizioni iniziali soddisfano ad opportuni vincoli di

disuguaglianza. se p(l) = O C·) ed f soddisfa alla condizione (1.2) allora

un generico metodo k-step A-stabile soddisfa alla stesse proprietà della

classe di metodi (4.2).

Osservazione 3.- Oalquist [2J ha provato nell'ipotesi (1.2) che se in

luogo di un generico metodo k-step A-stabile si considera il corrispondente

metodo one-leg
k k

4.5 ." a. Yn+j = h f( ." Bj Yn+j )J=o J J=O
si ha

Il Yn+ l Il ~
2

4.6 < Il Yn Il G

T T T T
ove si é posto Yn = (Yn ' Yn+l , ...• Yn+k-l) • Yn =

"

"

(Yn}neN sono due successioni di vettori arbitrari che soddisfano all'equa-

(_) La condizione p(l) = O é una condizione necessaria come risulta evidente
da 11 'equazi one test Y = V+q con Re À < O e q preso opportunamente.
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zione (4.5). Simula in tal modo la proprietà (2) del § 1.

Si noti però che tali metodi non soddisfano alla (3.6) e viceversa

metodi lineari k-step A-stabili non soddisfano alla (4.6).

5. Risultati numerici.

3All'equazione y = -y ,y(O) = 1 si sono applicati i metodi

I

e

I I

usando come predizione il metodo ad un passo A-stabile del 2° ordine [4]

Y ( l_hf')-lhfn+1 = Yn + "2" n n

Nella tabella sono riportati in alcuni punti la soluzione teorica,
2

la soluzione approssimata con il metodo I e Il Fnll G per h = 0.01 .

Nella tabella 2 ci sono gli analoghi risultati ottenuti con il metodo Il.



2
Punto Soluzione Soluzione Il FnIl li

finale teorica approssimata

0.5 0.707106 0.707095 0.124988

1. 0.577350 0.577342 0.037033

1.5 0.500000 0.499994 0.015623

2. 0.447213 0.447209 0.007999

2.5 0.408248 0.408244 0.004629

3. 0.377964 0.377961 0.002915

3.5 0.353553 0.353550 0.001953

4. 0.333333 0.333331 0.001371

TAB. l Ri sul tati ottenuti con i l metodo I .



Punto

finale

Soluzione

teorica

Soluzione

approssimata

0.5 0.707106 0.707077 0.507520

1. 0.577350 0.577327 0.149616

1.5 0.500000 0.499982 0.062962

2. 0.447213 0.447199 0.032188

2.5 0.408248 0.408236 0.018609

3. 0.377964 0.377953 0.011710

3.5 0.353553 0.353543 0.007841

4. 0.333333 0.333324 0.005504

TAB. 2 - Risultati ottenuti con il metodo II.


