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(8) A= T, m(yn) A c NN

L'"inclusione Rm C Agﬁfl,h+m(2)] e evidente. L'inclusione opposta si prova

ey,

come segue: se xe [y, +m(Z)] , allora x-x e [0,m(Z)] e percio esiste B ¢ Z,

=

con B el , tale che m(B) = x-x . Essendo A€ N esiste A c Y tale che

m(A) =X , e poiche AMB =9 risulta m(A UB) = i+(x-1) = x.

Poniamo a =

He 8

I m(yn). Dalla (7) e (8) si vede che, nel caso in cui gli atomi

S

sono in numero finito, Rm e unione finita di intervalli chiusi, mentre nel caso in

cul gli atomi sono un'infinitd numerabile, si hanno i sequenti casi:

a) se A= [0,a] , allora Rm = 10,a+m(2)] = 0,m(X)]

b) Se A & unione finita d'intervalli disgiunti, oppure & un insieme tipo Cantor

ed e m(Z) > 0, allora Rm e unione finita d'intervalli chiusi. Se p & il primo

e

indice per cui vale la (5) ed & m(Z) > Ayt va g 2ap - 1, dove a =m(y, ),

allora R = [0,m(X)].

In breve possiamo dire:

Proposizione (Z2). Se m @€ una misura non negativa e limitata sulla o-algebra

A di parti di X, allora Rm ¢ finito, o coincide con [0,m(X)], o & unione finita

d"intervalli chiusi, ed & un insieme tipo Cantor solo nel caso in cui m{Z) & uguale

a zero, c10é € nulla la componente continua.

(uesto enunciato & pil esauriente del noto risultato richiamato col teorema (1).

6 - Consequenze del Teorema (2) per le masse. -

Sia m :H(X) - [O,+m) finitamente additiva e sia Rm infinito. £' noto (cfr. |[3]

Teorema (3.3) che esiste {Xn c X5 x € N} partizione di ¥, con mixn) > 0, su cui

m € numerabilmente additiva. Considerata la o-algebra A generata da {X ;neN}
n

<

m risulta numerabilmente additiva su A . Osservato che:

A = (U X 5 AchN



m(X } 3 AcN} c Rm C [O,m(X)I

) ) = (g

La (9) c¢i nermette di enunciare la seguente:

-

Proposizione (3).5e m :%(X) » {0,+) @& finitamente additiva, allora R o0 @

finito oppure contiene un insieme del tipo P (cfr. (2)).

Tale proposizione & pil esauriente del noto risultato: R e finito oppure e den
P ” pp o

so in sé (cfr. [3]). Nel caso in cui si conoscono le X si ha per esempio:

sono ordinate in modo che (m(xn)) sia decrescente

Proposizione (4). Se le X

n n
OO - 27
e risulta m(X ) <, = .m(X,) vper ogni neN, allora necessariamente R = [0,m(X)|.
N k:ﬂ"l“] k ' m L. ;i
(E' una semplice consequenza della d) del Teorema (3).)
La condizione della proposizione (4) affinché sia R = fﬂ,m(X)E ¢ piu debole

i -
della continuita della m, come mostra |'esempio d) e la segquente

Proposizione {5). Se m & continua, allora esiste {EP; neNt , partizione su cui

9

m € numerabilmente additiva, tale che m(Kn) < ek nﬂ)ﬂ( per ogni N e IN.
2 k=R

Dim. - Considerata una successione (X ) su cui m & n.a., se non risulta

— n'n
Eﬂ [ L} E
m(X]) < kH2 m(xk), si ripartisce X, In X{ e X? in modo tale che risulti m{Xi) =
ok |

- m(X?) = 1 ﬂﬂxi}. Indicando ora Xi come X], X? come KE, ecc,, risultera

m(X1)qi kgznﬂxk). Si confronta ora m(Xz) con i, m(XkE e si procede come prima. | |

Un'altra Infoermazione su Rm pud essere data usandc le consequenze del teorema

di rappresentazione di Stone (cfr. [5] pag. 23 e pag. 201 e [6]).

Sia m una massa sull'algebra . Denctiamo con A 1o spazio di Stone associa-
to ad A : lA] & 1'insieme degli ultrafiltri su ¢A. Esiste un omomorfismo h  tra
A e PlAl), definito da

h(A) = {5 € @AE : Ae sl = A per ognil  Ae-A
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C * 2 . | : .
La famiglia A ={A : Aed}l , considerata come base degli aperti su @{},

induce una topologia che rende hAI spazic topologico compatto e totalmente di-
sconnesso. Inoltre A coincide con 1'algebra dei sottoinsiemi contemporaneamente
chiusi ed aperti (clopen) di LA}.

* X . % o .
Su A pud essere definita una massa m ponendo m (A ) = m(A) bper ogni

i | . #
AeA. Tale massa & una misura in quanto se @ # An e A e Aq{wﬂm =}, necessa-
| ik

Q0
_ ¥ ¥ . ¥ * ,
riamente nU An ¢ A . Prolungata m sulia o-algebra A generata da A, ri-
— :j‘

sulta

R = (m (A7) Afe AT = fm (A) heh )
(

Da ¢i0 seque:

—

Prooosizione (6). Se m & una massa suli'algebra A, allora per Rm valgono le
l

stesse alternative della Proposizione (2).
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