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(8) A ~ I LA m(y ) ; A c lN} .ne n

L'inclusione R c U [À,.l.+m(Z)]
m ÀeA

e evidente. L'inclusione opposta Sl prova

À+(X-À) - x.

come segue: se xe [À,À+m(Zll '

con B e.A ,tale che m( B) 

m(A) ~ À ,e poiché AnB ~ 0

allora X-À e [O,m(Z)]

X-À . Essendo ÀeA

risulta m(A U B) -

e perciò esiste B c Z,

esiste A c Y tale che

00

Poniamo a = "l m(y ). Dalla (7) e (8) si vede che, nel caso 1n CU1 gli atomi
n= n

sono in numero finito, R e unione finita di intervalli chiusi, mentre nel caso 1n
m

cui gli atomi sono un'infinità numerabile, Sl hanno i seguenti casi:

a) se A [O ,al a11 ora R [O,a+m{Z)] [ l- O,m(X)J- , - -m

b) Se A è unione finita d'intervalli disgiunti, oppure • • tipo Cantore un 1nS1eme

ed • m(Z) O, a11 ora R unione finita d'intervalli chiusi. Se • i l •e > e p e pnmo
m

indice per cui vale la (5) ed e m{ Z) > a + ... + a l +- l p-
2a

p
- l, dove

allora R = [O,m(X)j.
m

In breve possiamo dire:

Prooosizione (2). Se m e una m1sura non negativa e limitata sulla o-algebra

solo nel caso in cui m(Z) è uguale

è finito, o coincide con..A di parti di X, allora

d'i nterva 11 i chi us i, ed e

R
m

un insieme tipo Cantor

[O,m(X)], o è unione finita

a zero, cioé è nulla la componente continua.

Ouesto enunciato è più esauriente del noto risultato richiamato col teorema (l).

6 - Conseguenze del Teorema (2) per ~ masse. -

finitamente additiva e sia

Teorema (3.3) che esiste

{X ;neIN},
n

R i nfi nito _ E' noto (cfl-. [3J
m

X, con m(X) > O, su cui
n

cA generata daa-algebra

partizione dic X; x e IN}

Considerata la

m : 'S(X) -> [0,+00)Sia

IX n
m è numerabilmente additiva.

m risulta numerabilmente additiva su ~ . Osservato che:

cA = { U
A

X ; A c IN}
ne n
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m(vi) = { cA m(X ) ; .A c lN) c R c [O,m(X)j .
ne n m

f •>;

._-

La (9) Cl oermette di enunciare la seguente:

Proposizione (3) .Se m: C:S(X) -> [0,+=) è finitamente add'itiva, allora

finito oppure contiene un insieme del tipo P (cfr. (2)).

R o e
m

Tale proposizione è più esauriente del noto risultato: R è finito oppure eden
m

so in sé (cfr. [3J). Nel caso in cui si conoscono le X
n

• •SOl ha pel' esemplO:

Proposizione (4). Se le X sono ordinate In modo che (m(X))
00 n n n

e risulta m(X n) ~ k=~+lm(\) per ogni nelN, allora necessai'iamente

(E' una semplice con sequenza della d) del Teorema (3).)

sia decrescente

R = [O,m(X)].
m

La condizione della proposizione (4) affinché sia

della continuità della m, come mostra l'esempio d) e

R = [O,m(X)'[
m

la seguente

e più debole

Proposizione (5). Se m e continua, allora esiste

m è numerabilmente additiva, tale che m(X ) < c
n - k=n+ l

nell'H ,partizione su CUI

per ogni N e lN.

Oim. - Considerata (\)n
• è risultauna succeSSlOne su CUI m n .a . , se non

CC

m(X , ) < k~2 m(X k),
• ripartisce X,

• X' X" modo ta l e che risulti m( Xi)SI l n e Hl -l l

= m(X") - l m( X, ) . Indicando ora X' come Xl ' X" come X2' ecc. , risultel-à
l - 2 l • l

OQ

m(X, ) < k~2 m(\). Si confronta ora m(X2) con
<=
k~3 m(X k) e si procede come prima. I_l

può essere data usando le conseguenze del teoremaUn'altra informazione su

di rappresentazione di Stone

R
m

(cfr. [51 pago 23 e Dag. 201 e [61).

per ognI Ae-J'.

Sia m una massa sull 'algebra cA. Denotiamo con [;41 lo spazio di Stone assoc'la-

to ad .A: [lA] è l'insieme degli ultrafiltri su r.A. Esiste un omomorfismo h tra

lA e If( ~J ), defi ni to da

h(A) - {s e ~1 : A e S) - A"



La famiglia "'" }.A = {A : A e.A
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, considerata come base degli aperti su lAJ,
induce una topo1ogia che rende [di} spazio topologico compatto e totalmente di-

"sconnesso. Inoltre oA coincide con l'algebra dei sottoinsiem'i contemporaneamente

chiusi ed aperti (clopen) di lA].

" '"Su.A può essere definita una massa m

A e.A. Tale massa è una misura Hl quanto se

riamente U
n=l

..
A ~.A.

n
Prolungata

..
m sulì a

.. "Donendo m (A )

'"~iA e.A e
n

a-algebra

= m(A) per ogn1

A nA = 0, necessa
n m

"genera ta da J\ , ri-

sulta

Da ciò segue:

---_._-----
- * ~ :10( * .t'R - {m (A ) : A etA) - {m (A) :
m

PrODosizione (6). Se m è una massa sulì 'algebra A, allora per

stesse alternative della Proposizione (2).

B I B L I O G R A F I A

-
R valgono le
m
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