SUL CODOMINIO DI MASSE £ MISURE DI PROBABILITA®

'
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F. Barone °
1- Introduzione. -
[ &3
Data la serie a termini vositivi T, an, convergente ad a, € noto che, posto
n=
m(A) = o a per A cN,m definisce una misura (limitata: in particolare, se

nef n

. . o ) ) Y I
a = 1, una misura di probabilita) su SN} (7'

i

insieme delle parti di  IN). Se si

suppone che a_ > 0 per ogni n, & altresi noto che, detto Rm = m3(N)) 11 codomi
0w pEmogn L, Eatiies b HULO LhRE, delio R = MWy ) 1 toduml

nio di m,Rm & un sottoinsieme perfetto di [0,z . Precisamente si ha:

Teorema (1). - Se A e una c~alaebra di parti di X ed m :d - ?U,m(x}j e

1

una cualunque misura limitata (numerabilmente additiva) su of , allora R & fi-
nito o perfetto.

Tale informazione sul codominio di m, che oud essere riguardata come una conse-
guenza di risultati dovuti a Kai Rander Buch, P.R. Halmos, A.Sobczgk e P (. Hammer

,[2],13]), in alcuni casi non & del tutto esauriente. Ad

(cfr. rispettivamente |1

esempio, nel caso cui considerato di misura definita mediante una serie, non con-

sente di rispondere alla domanda: sotto quali condizioni sulle a  risulta R =/0,al?
. Usa]

Oppure: quali valori di |0,a! sono esclusi da R 7 Questo tipo di informazione &
) ) fl

importante anche nelle aoplicazioni, essendo legata in modo evidente al problema

della valutazione (anche soggettiva) delle probabilita.

In questo Tavoro ci proponiamo di caretterizzare pienamente Rn quando m € una
- [
misura finita (paragrafi 2-5), e nella parte finale (paragrafo 6) mostriamo che ta
le caratterizzazione consente anche di ottenere informazioni sul codominio delle mas

se, cioé delle funzioni d'insiemi Timitate e finitamente additive.

(0) Lavoro esequito nell’ambito dei aruppi di ricerca del CNR.
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Z. Caratterizzagjone di Rm.

Possiamo Timitarci a supporre che sia (a ) = decrescente e I, a = |

Costruiamo delle partizioni di ¢ (N) via via pid fini nel modo seguente.
Sia
Npo=fAc N:leh ed N = M) - N,

Successivamente definiamo:

\ = { : N, = : 2
N 1AEN] : 2 e A}, 10 AEN1 ¢ N}
N.. = {AeN : 2 epA] , N = {AeN : 2 ¢ A}
01 0 00 0
Al passo n-mo ogni N con o, e {0,1} verrd suddiviso in :

5110‘.2... X k

n
N 1 = {AeN : n+lep)
&1&?...0! Ct.lt‘}:q...OL

n e n
N = {AeN T n+1€A%
ulaz...ano ulaz...an

Posto A] = A e A° =N-A s ha:

N = {AcN : keA K per k = 1,2,...n}
@1{12...{)'.” - ,
Risulta evidentemente
n n
— L < <1 - T » :
AENa1az *, k=1 %k %k - m(A) =1 k=1 (1 O“k)ak ’
pertanto posto
n n n
Iulﬂ Coag “hh e g U “k)akl
vale T'inclusione
m(N Yo I'
1y 0o mn HqGin . an
e gli estremi dell'intervallo chiuso " appartengono ad m(N

U.lf,‘:r)...fi ChyQin e v
Y, n 1
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Poiché risulta, per ogni nelN fissato,

si ha

(1) R = U m(N ycu 1"
m (110&2...(1 Ci} 6

n n

, . n . : L Ficcat
dove 1'unione & estesa a tutte le (al,...,un) e {0,711} corrispondenti all'n fissato.

La (1) vale per ogni n, pertanto se indichiamo con Pn tale unione, si ha

2 R ¢ p =p,
(2) m nelN n
Osservato che, per costruzione
n+1 n+1 n
I 0 U1 c 1
oy o ,..t::n ula2...uni aluz...an

si ha che (Pn)n € una successione di pluriintervalli chiusi e descrescenti.

Se xeP allora ¥neN ,3(&1,...,an) € {0,1}” X € " . e poiché gli estremi
(‘tl...,
n n
dell'intervallo sono elementi di R e 1'ampiezza di In él - v, . a , si ha:
m ‘ 0.]...0. k"—'l k

. . £ n_o ..
per ogni ¢ > 0, Jy e Rm tale che |[x-y! < e, cioé XERW e quindi
i

(3) PcR

Ma essendo m numerabilmente additiva sula o-algebra Qm), Rm & chiuso (cfr. [1]

e [2]) e quindi si ha i1 sequente

TEOREMA (2). R =P

S1 osservi che ogni plurintervailo Pn € simmetrico rispetto ad } e contiene
sia 0 che 1: Rm e 11 Timite di una successione di pluriintervalli chiusi e decrescen

ti, formati da intervalli chiusi non degeneri.

Osserviamo che da

a.ta,t...+a < ] per ogni  neN
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seque che
n-1

(4) a_ < 1 - REREIE

Inoltre, per ogni nelN, si possono distinguere le due seguenti alternative:

(5) IR T 1 - (a] + ...+ an) e quindi
1 n-1
(5) 77 U7y ay)
oppure
1 n-1
< - (1 - 1
(6) 3, Lo gy )
La (4), valida sempre, ci dice che 1'intervallo 12 o] ed 11 suo simmetrico
n . . - .
IH 10 (non solo sono non vuoti ma) hanno la cardinalita del continuo.
La (5) ci dice che qli intervalli successivi 1" e 1" (ed i loro sim-
00...0 00...01

C . 1 _ .
metrici rispetto arg} sono disgiunti.

Possiamo pertanto enunciare il sequente

TEOREMA (3).

a) Se la (5) vale per almeno un n, Rn non € connesso e precisamente gli interval-
|

11 aperti (11&1+...+an),an} e (]—an,a +...+an) hanno intersezione vuota con Rm
A ¥

]

b) Se 1a (5) vale solo per un numerc finito di n, allora R & unione finita di

m

intervalli chiusi

c) Se la (5) vale per infiniti valori di n (non necessariamente tutti), allora

Rm e un insieme tipo Cantor
d) Se la (6) vale per ogni n allora Ry [0,1].

Si osservi che nel caso d) si ha anche: Pn = {O,]j per ogni n.



3 - Esempi.

a) Data la serie

2 1 ] . 1 - 2 :
-— — ————— = 5 = — —,-!
3 + 3 n§1 o 1 si ha Rm [O, 3 JU [é J
, 2
b) Poniamo a, = —— per k = 1,2, ,n e
k k
3
1 1 ,
ak = ; n per k = n+l,n+2,... .
3 2

Se S & l1'insieme di tutte Te possibili somme che si possono formare con i primi

n termini della serie, i1 codominio Rm sara

1 1
R = [0, —3_] U U [s.s+ 3nj

. . N . ) X
cioé esattamente T1'unione di 2 intervalli aventi la stessa ampiezza.

c) Se b > 2, basta porre a = b-1 per avere la (5) per ogni n.

bn

In particolare per b=3 si ha come Rm 1'insieme di Cantor.

Se si vuole una serie i cui termini con indice dispari verificano la (5), mentre

quelli con indice nari verificano la (6), basta porre ay > %— e
1 < . .
jﬁ 5 se né dispari
nel ° [1-(a,+a_+...+a )] -« con o = {- 9 ) '
— se n & pari
3
2 1 1 1 1 1 1 1
Es. - + + + + + - + + -
3 -
2 -3 32 22 32 2.32 23 33 =2 a0 o0 N
d) Oltre al caso banale o -%-: 1 la cui misura associata da 1o sviluppo
2

diadico dell'intervallo [0,1] » S1 pud considerare il caso an = 9:%- con T<b<2.
b



4 - Ulteriori osservazioni.

Osservazione (1).

. . . : _ .. n
Sia £ la misura di Lebesgue su [0,1]; osserviamo che ogni intervallo I ha am-

n

piezza 1- 7. a

.. . . N -
KB Ao ed essendo tali intervalli in numero di 2, risulta

ep ) = 2" - a

1 k)'

He1 23

q. \ E v - . ‘E ,
Siccome ‘(Rm’ Tim (Pn)

k n

L(R ) pud assumere gualunque valore o« , con O <a <1,

Csservazione (2).

Posto En = Znan le condizioni (5) e (6) diventano

b €k “n
(5“) ‘Z £
k=n+1 2k 2n
£ . £,
n K
(6') — < I
2n k=n+1 2k

Si vede allora che la (5") sard verificata se e > € per ogni k elN e la

n-+k

(6') se e < ¢

0 < Enp Per ogni k e IN.

Da questa osservazione si deducono i seguenti criteri:

Proposizione (1).

i . n .
Considerata la successione (2 an), se questa risulta:

a) crescente, allora R = [0,1]
b) definitivamente crescente, allora Rm e unione finita di intervalli chiusi

c) strettamente decrescente o tale che esista una sottosuccessione strettamente

decrescente, allora Rm € un insieme tipo Cantor.



Osservazione (3).

Dal Teorema (2) seque che Rm & una famiglia diadica (cfr. [41 pag. 151) e risul

ta

- N n
Rm (al,ag,...)EiO,Hm nelN L RRRL

P | . . : C . o .
Poiché (I )n e una successione decrescente di chiusi non vuoti i1 cui diametro

n

tende a zero, per un noto teorema (cfr. [4] pag. 150), 'Q I si riduce ad un punto,

e quindi appare evidente (come del resto & gid noto) che Rm ha la cardinalita del
continuo. Tale risultato & pit "forte" dell'affermazione: ”Rm e una famiglia diadi-
ca", perché, data la caratterizzazione di tali famiglie (cfr. [Aj pag. 154}, sarebbe

come affermare semplicemente che Rm € un compatto: ma cid @ ovvio, dato che Rm

e perfetto. D'altra parte esistono perfetti che non sono né intervalli chiusi, né
unione finita di intervalli chiusi, né insiemi tipo Cantor (in nessuna parte). Ad

esempio si consideri

P={(0}U U, I con I =[ , LR ] e & =1/3n(n+1)
= n n n

n=2

5 - Conseguenze del Teorema (2) per le misure. -

Sed & una c-algebra di parti di X ed m :A + [0,4<) & una misura, allora R

& sempre chiuso {cfr. [2D, ma pud essere finito o no. Considerato i1 secondo caso e
detti Yy oYgsee gli atomi di X, che possiamo considerare come ounti di X, 1'insiem
Y = {y],yz,...} € al pil numerabile, perché per ipotesi m(X) <« + = . Posto Z=X-Y

risulta m non atomica su 7 e quindi continua {(nel senso che per ogni ¢ > 0 esi-

ste una partizione finita di X in insiemi Xk eA  tali che m(Xk) < g). Pertanto
i1 codominio di m su Z sard tutto [0,m(Z)].
Ne seque:
= [ 7 \ - Y4 T )
(7) R = lo,m(z)] + 0,m(y)} + O,my,) + ... = RgAEA’ o m(Z) ]

dove

m

e

3



- g -
= p 1
(8) A {néA m(yn) s A ¢ N

L'inclusione Rm c Agf[A,.Hm(Z)] & evidente. L'inclusione opposta si prova
A

come segue: se xe [A,x+m(Z)] , allora x-x e [0,m(Z)] e percio esiste B ¢ Z,

con B edd , tale che m(B) = x-1 . Essendo XEA esiste A ¢ Y tale che

m(A) =X , epoiche AMNB =9 risulta m(A U B) = i+(x-2) = X.

Poniamo a = oL m(yn). Dalla (7) e (8) si vede che, nel caso in cui gli atomi
sono in numero finito, Rm e unione finita di intervalli chiusi, mentre nel caso in
cui gli atomi sono un'infinitd numerabile, si hanno i seguenti casi:

a) se A= [0,a] , allora R = [0,a+m(Z)] = [0,m{X)]

b) Se A @& unione finita d'intervalli disgiunti, oppure & un insieme tipo Cantor
ed € m(Z) > 0, allora Rm € unione finita d'intervalli chiusi. Se p & i1 primo
indice per cui vale la (5) ed & m{Z) > ay ot ap&1 + 2ap - 1, dove ak=m(yk),
allora R = [0,m(X)].

In breve possiamo dire:

Prooosizione (2). Se m @& una misura non negativa e limitata sulla o-algebra

A gj parti di X, allora Rm ¢ finito, o coincide con [0,m(X)], o & unicne finita
d'intervalli chiusi, ed & un insieme tipo Cantor solo nel caso in cui m(Z) & uguale

a zero, cioé e nulla la componente continua.

Ouesto enunciato & pill esauriente del noto risultato richiamato col teorema ({1).

6 - Conseguenze del Teorema (2) per le masse. -

Sia m :H(X) > [0,+=) finitamente additiva e sia R infinito. E' noto (cfr. 3]
Teorema (3.3) che esiste {Xn c X5 x € N} partizione di X, con m(Xn) > 0, su cui
m e numerabilmente additiva. Considerata la  «-algebra A generata da {Xn;ndN},
m  risulta numerabilmente additiva su A . Osservato che:

cA:{ngA X 5 Ach



(9) md) = ( 1

XY 3 Acy cRrR ¢ [0,m(X)]
Ia m ( n) c N} ¢ hm c (0,m(X)}

La (9) ci nermette di enunciare la seguente:

Proposizione (3).5e m c (X)) - EO,+m) & finitamente additiva, allora R 0 &

- s - - m

finito oppure contiene un insieme del tipo P (cfr. (2)).

Tale proposizione & piu esauriente del noto risultato: R e finito oppure & den
p m p r '—

so in sé (cfr. [3]). Nel caso in cui si conoscono le X  si ha per esempio:
n

Proposizione (4). Se le Xn sono ordinate in modo che (m(Xn))n sia decrescente

OO
e risulta m(Xn} < T oom(X

=R per ogni neN, allora necessariamente Rm = [0,m(X}].

"
(E' una semplice consequenza della d) del Teorema (3).)

La condizione della proposizione (4) affinché sia Rm = TS,m(X)i ¢ piu debole

della continuitda della m, come mostra 1'esempio d) e la seguente

Proposizione (5). Se m @& continua, allora esiste {XP; nelNt , partizione su cui

m € numerabilmente additiva, tale che m(Xn) <y ?+1 m(Xk) per ogni N e IN.
2 k=h

Dim. - Considerata una successione (Xn)n Su cui m & n.a., se non risulta

(aa]
m(X]) < kgznﬂxk), si ripartisce }<.,i in X{ e X; in modo tale che risulti m(Xi) =
= m(X%) = 1 ﬂWXi). Indicando ora Xi come X], X? come XE’ ecc., risultera

T : - \ : . 1
m(X]) _szz m(Xk). Si confronta ora m(XZ) con kEB m(Xk; e si procede come prima. | |

Un'altra informazione su Rm pud essere data usando le consegquenze del teorema
di rappresentazione di Stone (cfr. [5] pag. 23 e pag. 201 e [6]).

Sia m una massa sull'algebra . Denotieamo con 4] 1o spazio di Stone associa-
to ad A :lA] & 1'insieme degli ultrafiitri su ¢A. Esiste un omomorfismo h tra

A e @(M)n definito da

h{A) = (g e EA} cAe gt o= At per ogni  Ae-A
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s * * : ‘ . .
La famiglia A ={A : Aedl , considerata come base degli aperti su @A},

induce una topologia che rende ﬂAE spazio topologico compatto e totalmente di-

sconnesso. Inoltre A coincide con 1'algebra dei sottoinsiemi contemporaneamente

chiusi ed aperti (clopen) di  [A].

* R .. + ® % )
Su A pud essere definita una massa m ponendo m (A ) = m(A) per ogni

. . . #

A edA. Tale massa € una misura in quantoc se @ # An e A e Aq(\Am = {}, necessa-
) # % . * * .
riamente nU An ¢A . Prolungata m sulia s-algebra A generata da A, ri-

= g

sulta

R - A%y s a%e A" = m(A)  AeA)

a

Da cid segue:

Provosizione (6). Se m & una massa sull'algebra A, allora per R valgono le

stesse alternative della Proposizione (2).
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