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Teorema (11. 5)

Per ogni cr- -a l gebra esiste un (T-campo '}< ed un C)-ideale:J

ta l e che J1 è i somorfa ad

Preci samente

Se X è lo • di Stone di .}, i l più piccolospazlo Sla
*con tenente J1 (l'insieme dei clopen di X), J.=(B€:J< •

•

ca tegori a l (è un C> - i dea l e) . All ora cP è isomorfa ad .'} / J
*te h : j\ ..",;.

,
isomorfismo surgettivo, allorase e un

(J" -campo

B di la

e preclsamen

è un isomorfismo di J. su .J/;]

(Per la dim. cfr. [lJ pago 117).

Il teorema precedente non vale per

•

m>7<o

VA €.j.

•

§ 12 - Applicazioni alla teoria della mlsura.

Data una misura I:' su un campo J< (cfr. §2 -c) non è sempre possibile esten

derla ad una ()-misura t' sul o--campo 3<' (j'-genel'ato da J«j' è il più

piccolo cr--campo contenente J< ).

La condizione necessaria e sufficiente che permette tale estensione è la se

guente:

( 1) V ~ A ; n e IN] c J< disgiunti, se
n

a 11 ora

•

Ricordato che se ~

non vuoti e disgiunti di

,
e un campo

, non

perfetto, ogni unione numerabile di elementi

appartiene ad :r (cfr: Prop. 15,§ 6), si ha:

Prop-:- (12.1). Ogni mlsura su un campo perfetto, può essere estesa ad una

C)-misura.
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D'altro ca~to ogni campo ~ di sottoinsiemi di X è isomorfo ad un campo

perfetto d'insiemi J<', ottenuto aggiungendo ad X qualche punto (cfr. § 7

Esempio 6). Se h ; :y -"J.' è l'isomorfismo (su) e si pone-

(2) t'(h(A)) = r(A) VA G j1

a11 ora

sura.

,
t è una mlsura su J.' che verifica la (1) e quindi è una (T'-m l

In particolare si può considerare come J<' il campo ;}* dei clopen del-

lo spazlo di Stone [;}] di JI e in tal caso scriveremo in luogo della

( 2) :

( 2) , * *t(A)-t'(A) VA f; ]< •

C'è un altro Inodo per ottenere t' (cr-misura) da t senza passare attraver

so l' isomorfismo h, occorre però che t sia finita.

Sia J = tA f;J< : [(A) - DJ, consideriamo j.- 3< /J e definiamo

(3) VA f; J< •

t risulta una misura finita e strettamente posi tiva sull 'algebra Booleana j.,

ed induce una metrica su j., ponendo

(4) VA,B ecA .

(A'f) è uno spazio metrico, in generale non completo.

-
Se chiamiano J1' il completamento (Cantoriano) di j., risulta j. =j.'.

Poiché risulta che (4)

(5) I i(A) - I"(B) \ < ) (A,B)

l a t è continua su e quindi può essere estesa ad una funzione reale
-

e continua t:' su J1'. Estendendo le opel-azioni Booleane di J1 su j.',

.J.' diventa una c:r-algebra Booleana ed f è una (j-mlsura strettamente

positiva su }l', isomorfa alla t' definita dalle (2), nel senso che :3 h'
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tale che

t'(A) =t' h'(A) VA €.Y'

Un'altra interessante applicazione è l'interpretazione delle funzioni mlSU-

rabili nello spazio di Stone.

DEF. Sia -un (f -campo di sottoinsiemi di X ed f' X-lR .

Si dice che f è J-misurabile {.) Va GlR : lx lO X : f(x) < a} lO3'.

Nel seguito scriveremo serrpl icemente ! f < a J in luogo di I x € X : f(x)<a} .

Molto spesso conviene identificare funzioni misurabili modulo un ,,-ideale J

di;} . Precisamente diremo che due funzioni

valenti

f 1,f 2 J.mi sUl'abil i sono J -equi

(Nella teoria della misura si

identificano le funzioni misurabili, diverse solo su un insieme di misura nulla).

Denotiamo con 'tll = '!Tl.(X,/I) l !insieme delle funzioni reali ;'-misurabili,

dove ;'è un () -campo di sottoi ns i emi di X. Consideriamo lo spaz io di Stone

*LA] di ...A
• h :}-+}\ l'i somorfi smo i ntrodotto ne l Teorema 16 de l § 7,e Sla

di CUl conserVlamo le notazioni.

Se f € TIL allora per definizione

(6) Va€lR :lf<a}€.j..

Se ~ € [}\ 1 allora Va € lR, risultando [f < a} €)\, deve essere

U < a} € ~ oppure - ì f < a} = [f ~ a} € J3 il che porta che definj.to

(7)

lR, = fa € lR : t f ~ a} € f>}

lRz = f a c lR : [f < a} € Il }

risulta (lR" lRz) una pa rt i zi one di lR . Osserva to,che

a < b --> Lf > b j c ~ f ~ a} (b € lR 1 >J- IXJ ,1;,] c D~ 1 )--

a < b > ~ f < a} c t f < b} (a € lR
Z

__o> [ a, +" ( c lR
Z

)
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si ha che Ml'~) costituisce una copp1a di insiemi separati e quindi contigui.

Se chiamiamo con l l'elemento separatore risulta

(8)

Orbene definiamo

sup JR 1 - l = i nf JR
2

.

(g) y ~ c [j\] .

Ri:ordiamo che se 9 è un filtro di .} ed f: X-)JR Sl definisce (cfr. ad

esempio [2J)

mi nl im f - sup inf f(A) - l'
'P ACf

maxlim f - inf sup f(A) t'l- -

'f A€ tP,

Risulta

( 11) inf f(X) < l' < l" < sup f(X)

se accade che l' = l" allora Sl definisce

( 12) limf=l'-l"
Cf

Orbene pt'ov1amo che, con le notazioni introdotte, si ha

Proposizione (12.2)

( 13)

DH1 .

*f (lì) -
I

l i m f
r>

*Essendo f (r»1 'elemento selJaY'atol'e di lR
1

ed lR
2

, fissato E. > O

3 Q € JR
1 3 be/R ~

2
b-a<1:

Risulta A = l. f .2. a} cf-' ' B=tf<b} E~

Pertanto .3 A,B e (>
,

-3 a < inf f(A)

•

e sup f(B) < b e p01
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sup f(B) - infKA) < b - a < I:..
cvd

*Ci proponiamo di provare che l'applicazione f :[}] ~ lR

A tal fine è utilissimo il seguente

Lemna (12.3)

è continua.

Va c lR risulta

* * *( 14 ) if < a l c 1f < a 1 c ti < a J•

* * *[f > a } c l f ~ a} c Li > a}

( 15 )
* * *{f < a J -

b~a U < b] (" - if ~ a J )-

* *! f > aJ .,

b~a l f > b J

DIM.

*
~c~f <a.\

vlceversa

*<--> f (r) < a
*

=~> a c lR2<=~> [f<a} € !" <=> PéU<a}

* * *J> ci f < aj <=> [f < aJ € p <==> a c lR 2 <--> f (~) < a <---> r ejf ~ aj

Per provare la (15) basta osservare che

•
f (r) < a <=> :J b

<=> :J b

*'.7' f (0) < b < a

< a 3'if < b) cf-'

<=> ::I b < a

<=> :J b < a

.3' b c lRz
*

3' ~ c l f < b}

Anòlogarnente si provano le altre.

Proposizi~ne (12.4)

*f definita dalla (13) se f € 11(, è continua.

DIM.

cvd

Basta fòre vedere che
'. -1f (]a,b[) è un aperto Va,b c lR c on a < b .
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*-1
f (Ja,b[)

per ognl

*{f < cì

cvd

* *= l f ) a Jn lf < b} , quindi per la (15) del Lemrna (12.3)) poiché

*C c lR r i su Ha t f < c } , tt ) c j € j. e qui ndi i f > c} e

* *(e} ) di [j.J, risulta {f <bJ un aperto di [j.J
...

) a} (si ricordi che J. è base per la topologia su

sono i clopen

*stesso vale per t f

cfr. osserv.5 § 7).

e lo

[]I]

, come S1 è visto induce l 'appl icazione

l'insiene delle funzioni redl i continue su [J.].Denotiamo con C(Cj\])

L'i somorfi srno h di J.

hl : '/1l(X,}) -'> c(rj\]) ,3 *= f •

Osserviamo che Vx e X ri sul ta

Infatti detto l - lirn f, per definizione
l'.

V é. ) O 3' Vy e A : If(y) - 11 < [ •

Poiché x e A VA e ~x deve rsiultare

f(x) = 1.

If(x)-ll(E- V€)Oequindi

Dalla (16) segue subito che

PROPOSIZIONE (12.5)

è una bigezione la CU1 inversa : C(Cj\J)--dl1 , 9 -- 9 è definita

Vx c X .

DIM

La è ingettiva 1n quanto se * *f - 9 deve anche essere

Vx c X , c i oé f - 9 per l a (16).

La h
1

è surgettiva, infatti se 9 e C([,P.J), posto g(x) = glf') Vx € X,

S1 prova che '9 : X~lR è rnisurabile. A tale scopo proviamo a parte il

seguente
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Lemma (12.6)

\la,b (lR con a < b =j A EJ'. tale che

( 17)

DIM.

tg~bJ cAcL9>a}

Se 9(x) > b > a a11 ora 9 (f') ?b>a ~ Px ( \ 9 ~ b1c i 9 > a) .

Essendo 9 continua risulta t 9 ~ b.1 chiuso e t 9 > a} aperto in CA] e

quindi (cfr. Teorema 16 §7 e Teorema 13 §6) 3 ì A.; i € I] cj. 3'
1

*t 9 ~ bJ c i 9 > a} = i ~ I Ai .

Per la compatezza di [j. ] e quindi di {g ~ b} ::J J finito c I tale che

f 9 ~ b}
*c .U

J
A.

1 E 1
c {g>a} .

Risulta, posto A- .U
J

A. , A € .;.
l € l

e

*[g?.b} c A c~g>a}.

Da qUl segue la (17) infatti

*
(l, € A => A (r, => x ( A ;rl; J~

'"=> g(fx) > a => g(x) > a.

g(x) ~ b => 5:([g ~ b} =>

*
X € A => A € f"x => 5\ € A

Continuazione della dim. della Prop. (12.5)
----

cvd

Dal l.emma (12.6) segue che \la ( Hl Vn € ]N 3 A ( j. .3 l

n

~ 1
A cL9>a111~a+n} c

n

00 1 "'"~

=l'9>a} =Lg>a}e poiché n~11g~a + - } segue che U A i l che pro-
n n=1 n

va : i9 < a } E JI • cvd
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Corollario (12.7)

V9 € C([j.J) risul ta g(X) - g(rj.J) che è un compatto.

DIM.

Essendo Cj.J compatto, tale è anche g(lj.J). Ricordato che {J"x; x e XJ è

denso in [j\] segue

Si (X) = I 9 (1\); x € XJ - 9(rj\J ) cvd

(Si ricordi che per le funzioni continue g(A) c g(A))

Osservazione (12.1)

Oa quanto detto segue che l a funzi one

una ~-algebra) corrispondono (mediante

è l i mi ta to,*f ([j4-J)a11 ora-: CA.] -? lR

•f : X IH )I-mi surab i lt (dove j\ è
* -una bigezione) alle funzioni f : CJI}-tlR

*fcontinue. Poiché se si considerano

per quanto detto nel Corollario (12.7) si ha che queste funzioni corrispondono

(nella bigezione precedente) alle funzioni jI-misurabili e limitate.

Osservazione (12.2)

Nel caso in cui j\ è solo un'algebrae non una cJ-algebra, allora la

definizione di funzione j\-misurabile data, non è più soddisfacente. In topo

logia non è più vero che:

(18) (Va €lR: if < a}ej\) <=> (VB Boreliano di lR: f-
1

(B) e}.).

Anche se si dà come definizione la propOS1Z10ne a destra della (18), non Sl )-eg2

stra un notevole migl ioramento. In particolare la classe delle funzionj j\-misu

rabili potrebbe essere molto esigua, come mostrano i seguenti esempi.

9.i-MPIO (12.1). Sia X un insiemi' infinito ed } l'algebra dei suoi sottoinsie

m1 finiti o cofiniti. Orbene se si usa la definizione

f: X-}Dl )I-mi surabi l e <=> 'IB Borel iano di lR
-1

: f (8) €j\ s i ot-

tiene che
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f € 'Yl1 =) f(X) è finito •

(il 1° è infinito, mentre

ma ciò è assurdo

essere

Infatti supposto f € 'YTt, se per assurdo il codominio f(X) è infinito, al

lora possiamo trovare due suoi sottoinsiemi numerabil i e disgiunti

Poiché A e B sono Boreliani (perché numerabili) di ffi, deve
-1 -1-1

f (B) fi.J.. Necessariamente f (A) e f (B) sono cofiniti,
-1 -1

1n quanto da A c ffi-B segue che f (A) c - f (B)

il 2° è finito).

ESEMPIO (12.2). Sia X ~ ffi e Sla } l'algebra generata dagl i intervalli di

ffi l i mita t i o non, c i oé

A €} <=)

(è l'algebra dei plurintervall i finiti di ffi). Orbene Sl prova che

f : R~ffi jI-misurabile =) f(ffi) è al più numerabile.

Osservazione (12.3)

Se (X,?;) è uno spazio topologico, qual'è la più piccola v-algebra che
•

rendep-misurabih tutte le funzioni real i continue, cioé tale che

( 19) c(X; IR) c 1n. (X, JA.) ~ •

Poiché se f: X ffi è continua I VA aperto di ffi e VC chiuso di ffi,
-1 -1

risulta f (A) aperto di X ed f (C) chiuso di X, sicuramente la (l-algebra

di Borel (di X) verifica la (19), ma non è la più piccola possibile.

La ~-algebra 1n oggetto è quella generata dai clopen di X e prende il nome

di a-algebra degl i insiemi di Baire.

Se la denotiamo con J3 risulta <13 C B.
o o

Osse~azione (12.4)

Le considerazioni precedenti suggeriscono di definire le funzioni reali}

-misurabili, nel caso in cui} sia solo un'algebra, come le fUllzioni cornspon
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denti a C(C}]) mediante l'applicazione definita da

Vx € X Vg € C(C}]) •

•

definizione di funzione j\-misura-

3 l im f
('>

la (17) può essere assunta come

v~€r}J

Pertanto

bil e.

In tal caso tali funzioni godono delle proprietà (17) del Lemma (12.6).

Viceversa se f: X~ ffi è una funzione che verifica la (17) si può provare

* *e posto f (~) = l im f ri sulta f € C([}l).
i'

che

In [8] G. Greco dà una definizione ancora più generale e pl'ecisamente, se

j. c CS" (X) e 0 €} , si dice che

-
f : X->IR è }-misurabile <' > Va,b e ffi con b > a j A €}I

,
3

{f.?-bJ cAc{f>aJ.

Non si richiede cioé neanche che }I Sla un'algebra.

Denotato con 'lIl+ = ?ll+(xJ\)n [O,+""J
X

sempre in (3] Sl prova i'l seguente

teorema.

Teorema (12.8)

1) f dJt
2)fe\ll,

e a e [O, + co) = > a· f, f il a,

'1': [O, + 00] ~ [O, + "'] è con t.

+
(Ua) - a e 11L

+
e crescen te e '1'(ù) , 0=> 'Pef G 'lTl

3) f e nl
n

e f
n

n
-> f uni formemen te =>

+
f lO 'n'L .

4) Se vA è un'algebra (o più semplicemente un anello) allora

+
f,g lO 111: => f r.. g, f y g, f + g, f •

5) Se ~ è una ~-algebra allora

f }-misurabile <=> '+ a € ffi: t f < a 1e ~

O~ervazione (12.5) Se }I è solo un'algebra ed f,g enL non è affatto detto

che sia f + g e71t. Infatti se ad esempio j\ = {A c IN; A finito o cofinitoJ
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dire che f:]N rn sia jI-misurabile, equivale a dire che 31 im fin) ~ R
n

pertanto nel caso In cui lim f(n)=+oo e lim'g(h)=-oo risultano f,gen.ma non è
n n

affatto detto· che s'ia f+g e 11',. Se lA è invece una a-algebra allora'/Il è chiu

sa rispetto alla somma.

Un particolare tipo di funzioni} misurabili sono le funzioni jI-serrplici

S = S(X,}) che sono combinazioni lineari di funzioni caratteristiche Cf' A con

A E}. Orbene in r BJ si prova che ogni funzione1'-misurabile è il .l.mite uni

forme di funzioni }-sempl ici.

In altre parole introdotta su 1Tl. la metrica (della converg.-unifonne)

d(f ,g) = su p ì. i a l-C tg f (x) - a rc ta n9 (x) I : x € ]i{ J

O~,d) diventa uno spazio rretrico ed
-
S =11l.

Denotato con 'YlL
b

l'insieme delle funzioni j\-misurabili e limitate,

quest'insieme è invece un'algebra di funzioni 'isol11Orfe a11 'algebra delle funzio

ni continue e l imitate definite sullo spazio di Stone [}l associato ad }

(cfr. Osso (12.1) (12.4). e CB}).

Tra le tante conseguenze del teorema di rappresentazione di Stone, segnal ia 

mo la seguente proposiz-ione che dà utili informazioni sul codominio di una mi-

sura.

Proposizione (12.9) Se t è una misura su11 'algebra allora detto

RC = l t- (A) : A E}} , r i suHa che R(

su una cr--algebra.

DIM.

è il codominio cii Un'l <l'-misura

Oefini ta

su 11' a l gebra

* *t(A)=t(A)

*..A (dei clopen

VA E}, per

di CA)) .

quanto visto * è una (j"-nn sura

* * *Denotata con ). l a (j" -algebra gene)-a ta da } , t può essere esteso

*ad
~

}. Risulta R- chiuso (questo è un risultatouna <l" -ml sura t su • va-
L

l i do per l e • o-a1gebl-e, cfr. [9]) da RC'* c R- segue che(J' -mI sure su e
t
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c R
C

co

U A
n=l n

. Viceversa se

*con A Gj.
n

- 50 -

a c R
t

tale che 'E-(A)=a.Ma
no

a = L ;; (A ) _
n=l L n

ro

- L (* (A ) _
n= 1 n

'"
l~m t, t* (AI()' c i oé - R - •

(

L'asserto ora segue dal fatto che Rt = Rt * cvd.

Osservazione (12.6) . In [10J si d~ un'altra definizione di funzioni m1sura

bi1 i. Se t è una misura sull 'algebra) di parti di X, S1 definisce

r : es' (X)-3'IR ponendo, e

e B € ~ 1J .

f , f € iRx
n

e se

\I ~ > O

S1 dice che f -7 f
n t

l~m te t)fn-fl >.:}= O.

se e solo se

è al solito 1 'insienl" delle funzioni semplici, si dice cheSe

f è

S = S(X,j)

VX,t)-misurabi1e se e solo se n €lN}c S ta1e che s ,f.
n I:

Questa definizione è ben diversa da quella data precedentelTente, in quanto

qui interviene anche la misura ( ; è pertanto arduo legare in generale le due

definizioni.

Riportiamo qu.i alcuni eserrpi tratti da

delle due defini zi oni. Denoteremo con

surabil i.

[11J, che illustrano la differenza

l'insieme delle funzioni U\,t)-mi

Esempio 1. Sia j\ l'algebra generata dagli intervalli contenuti in [0,1J .

Le funzioni }-misurabi1i sono tutte le funzioni f: [O,1]-+lR tali che i se

guenti 1imiti esistono in IR:

I," 1im f(x) ,
X."l-

1 im f(x) , 1 im f(x), 1 im f(x)
x~o+ x+y+ x+y-
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Se t è la mlsura di Peano-Jordan su .J una funzione f limitata è

0A,r)-misurabile se e solo se è integrabile secondo Riemann.

Esempio 2.

Se } ~!A ~IN ; A finito o cofinito} ed f: IN ->lR risulta

f € 1YL <=> 31imf(n)€lR.
n

Se t: CY(IN)-->[O,l] è la mlsura definita da

A c FN , risulta m
O

~ ~N cioé mc'l1l.
0

•

Citiamo il seguente risultato (cfr. [llJ).

t (A) - L
n€A

•per ognl

Proposizione (12.10) Se t è una mlsura su" 'algebra } ~ G;'(X) ri sul ta

} ={H ~ X : li <:. > O .:3 A,B € Y. con A c H c B e t (B-P,) ([. J un'algebra

contenente A.

Si ha

-
f : X ... lR è I)'t) misurabile <=> f è}-ffiisurabile e

lim t'e\\f\> n}= O.
n -+.00


