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& 9 - Algebre Booleane m-complete.

Sia (A un'algebra Booleana ed m un cardinale infinito. Se accade che

v A,

1;iﬁ1}cg4'c0n card I = m, 3_.U " A. (o equivalentemente I 2% A.), allora

1€l i = el 1’

-

diremoc che A & m-completa o0 € una m-algebra . In particolare se m .

allora diremo che (A & una ¢-algebra.

Diremo poi che A & completa se & m-completa Y m.

e A L8 2 ke

Un campo d'insiemi & si dice m-completo o m-campo se ¥ {A st e Tlck

con card T = m risulta th At e S (unione insiemistica) o equivalentemente
Y
tﬁlte?.

oe questo accade ¥m 1l campo si dice completo..

Osservazione (9. 0). Per la (4) di §8 se A ed A' sono isomorfe: A m-com

pleta (completa) = A' m-completa (completa).

Osservazione (9.1). Un campo d'insiemi X pud essere m-completo come algebra

Booleana ma non essere un m-campos; mentre i1l viceversa € vero per quento detto

nella B) del §8.

ESEMP I

| *
A) Sia A =%2(X) dove X & infinito. Sia h :LA~41ﬁfr dove A & il solito

campo dei clopen dello spazio di Stone [ Al. Poiché A & un'algebra Boolea-
.1 .1
na completa e poiché A & isomorfa ad A, anche A & un'algebra Boo-
*
leana completa, tuttavia A non & un o<~ctampo (cfr. Prop. 15 e Teor.16),

= *
in quanto se {A 5 e IN}]  sono a 2 a 2 disgiunti e non vuoti, U, h(An) ¢ p.
l p—
. .. _ SN0 .
B) Se A & una o -algebra Booleana infinita, allora card A > 2 . Infatti

poiché per ipotesi A e infinita - %-An; néN!} c A con le An a 2 a ¢

2

A =1 (unitd dell'algebra). Posto

disgiunte e non vuote tali che N

o

N



_2?..

F=%(N) possiamo definire un isomorfismo h :J—-_A ponendo # B e€X:h(B) = nyBAn

(Essendo A 6-algebra, risulta sempre h(B) e A. La sottoalgebra h(3) di A & quindi

isomorfo ad & e card A > card J= 2&0.

S1 ha 11 seguente criterio

Teorema (9.1) (di Smith e Tarski)

A

Se {Ai; ic %} c A, card I = m, le Ai sono a 2 a 2 disgiunte ed 3131 Ai

allora A & m-completa

(cfr. [1] pag. 68). In altre parcole basta verificare la condizione per le famiglie

disgiunte.

DEFINIZIONE. Diremo che un'algebra Booleana A verifica la condizione di m-cate-

na seper ogni iAi; ielj c A a2 a2 disgiunti, segue che card I 2 m.

Teorema (9.2) (di Tarski)

A algebra Booleana m-completa con la condizione di m-catena = A é completa.

DIM.- Per il Teorema (9.1) é sufficiente provare che -%-iAi; iel} CA

a 2 a2 disgiunte risulta %g&ﬁi e A. Ma se le Ai sono a 2 a 2 disgiunte, per

la condizione di m-catena non pud che essere card I £ m e quindi essendo A

DEFINIZIONE. Se A @& un'algebra Booleana ed m : A —([0,+«<] , diremo che

-

m € una n-misura se

1) SAD EA 3 m(A ) < +eo

2) #‘{Ai; ie I} ¢ A disgiunti con card I £ n e tale che U A EeA

risulta



dove Ta somma ¢ cosl intesa: sem(A.) =0 ¥ iel - J cond al piu numerabile

X 1 _
e Talh) - c< oo allora Snia) - c altrimenti £ (A ) =+ w
1€J 1 1el i 1€ 1 ]

Nella 2) la condizione U Ai e A diven ta superfiu a nel casc in cui A
1€l

o

e una n-algebra.

— £

Diremo che m @ una ¢4--misura o che e ¢ -additiva se e una 'Eb—misura.

o

Prop. (9.3). Se m & unag-misura 11'algebra A , fA 50 e N} c A e

O

Hﬂ] An e A, allora:

20 Lo S
mi U A ) £;4£~WNA ) (g-sub-additivita)
n:] N ﬂ"_-} n

(1a dim. € 1'usuale).

NB. La prop. (9.3) si estende al caso di m m-misura su una rn-algebra (cfr.
111 pag. 73)

La def. dj misura o-finita e la solita.

- TAL =t -ve

Diremo che m e strettamente positive se

D e RF T T EEEE R LT R S

m(A) >0 ¥A e A - {0}

Osservazione (9.2). Se dm g-misura strettamente postivia & g-finita su A,

allora esiste anche una ¢ -misura strettamente positiva e finita m' su A.

OO
Infatti se {A ; nel} c A disgiunti 3 L A =1 e 0cm(A )< +0o0
n - n=1 n g

allore posto

o)

m ' (A) - --'z‘- il ( A [}_Fr_l )Efc ({\ ¢ Lﬁ_

= zﬁ ﬂ]{ﬁn-}
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si ottiene una ¢-misura <trettamente positiva e finita.

PROPOSIZIONE (9.4). Se A € una s-algebra Booleana avente una misura

finita (o g-misura ecfinita) <trettamente positiva allora AN completa.

DIM. Per i1 Teorema (9.2) basta provare che A verifica la condizione di -

g-catena.

Sia{As ielfch e aza? disgiunti e diversi da 0. Posto

[ = §iel :m(A) 2 1} eper nelN sia
. ] ]
= ) == &L
In {1e 1 -5 £;m(Ai) . }
risulta {IO,I],...] una partizione di I.

Poiché nell'ipotesi in cui siamo Se {A1,A2,--- }c p o SONo disgiunti risulta
N oV

\J p ) e quindi per n—=<

o1 MRk 21 M e ™A Tk
-?_‘:’ o
/. ~ w
— omlA ) £ ml T Ay )

seque che le T ,I

T YIRS devono essere necessariamente finite altrimenti

se per esempio I » infini ' '
P o e infinita, s1 potrebbe considerare un suo sottoinsieme nu

merabile J e risulterebbe

|

o= (1+1+. ..

51 conclude che card I < K .
-~ 0

Una dim. analoga si fa se

m e o-misura e o-finita

cva_
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Osservazione (9.3)

[] tisu]tato precednete vale anche se (A & solo un'algebra ed

m e una msira finita strettamente positiva su A.

Infatti basta sostituire nella dim. 1 a A ed .A.A

1k ied 1

it =8

K
(m(1) < + = per ipotesi).

§ 10 - m-ideali, m-filtri. Algebre quozienti.

DEF. Se A € un'algebra Booleana m-completa ed J € un suo ideale, diremo

che e m-completo ¢ m-ideale se

(As 1el}c] ecard I€m = UATie,’J
1€l

Definizione analoga (la duale) si da per gli m-filtri.

Esempio. A) J={A ¢ X; card A < m} & un m-ideale dell'algebra S(X) e
F=¢A cX; card(X -A) ¢ m} & un m-filtro.

DEF. SeJ & un ideale di A posto
AMB &> A-B eJ e B-A eJ (&> AoB e€d cfr. §2 prop. 1) risulta ~ una

relazione di equivalenza su A e 1'insieme delle classi di equivalenza {{AJ; A et}



