
ti , alI ora A- U
iEI

A. ;J..
l
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Dm. Se'G è la topologia definita nel teor. 13, per quanto visto nell 'os­

servo 4, (X,b) è compatto. Se per assurdo A EvA allora A è chiuso e quindi

J fi nitoc I , A -'!l - U
iE:J

A.•
l

Questo è in contrasto con l'ipotesi che I è

infinito e le A. sono non vuote e mutualmente disgiunte.
l

cvd

§ 7 - Il teorema di rappresentazione di Stone (1934~1938)

Nel §l abbiamo visto che i campi di sottoinsiemi· di un dato insieme X,

sono particolari algebre Booleane. In questo paragrafo faremo vedere che

data un'algebra Booleana~, questa può sempre essere riguardata, a meno di

isomorfismi come un campo di sottoinsiemi, ridotto e perfetto, dello spazio

X = (A J degl i ultrafi ltri di J.

e un campo ridotto e perfetto di sottoinsiemi di X.

VA € j\, allora

Teorema 16 - Sia

~ h(A)=t~€X
* J

suJ. = h0\), che

~. un'algebra
*

:A€~}=A

Booleana, X =L/l1. Posto h :J~'5'(X)

h è un isomorfismo divA

DIH.

* * * * * * * *,Si tratta di provare che (A U B) - A U B , (AnB) - A nB , (A') ,"""A )

A tal fine basta osservare che, per definizione:
*A€J->'{ }~€A

Infine *(AnB) <.~
* * *.A ~ ~ € B ~. ~ €A n B

* * *f:>€(A') <=7A'Ej> ~ A/~~NA <=>~€(A)'.

Per provare che h è ingettiva basta provare che h(A) = 1J ~ A - O o equl-

valentemente O l A E~ ='?> h(A) i 0.

Se O I A €j\, posto 'f =t B €J. : BJA L risulta <p un· filtro divA. Se l''
e un ultrafiltl'o contenente, risulta ~ E h(A) e quindi h(A) t %. Quindi

*h è un isomorfismo di J. su';' .



Proviamo

che ::1 A eJ1

*che J. e ri dotto.

" A€ f1 -f'Z'
*
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Siano ~1' ~Z e X

Conseguentemente

e P1 I l"z;
*

f'1 e A e

questo significa
*

~Z ~ A .

*Proviamo che A è perfetto. Se ~1 è un u1trafi1tro di A allora

~= h-1(h)è un ultrafiltro di .}I.

*
fh ~1 ;. B e,} ='> .:H €,} h(A) B ~ A G ~-3 -

Viceversa A (~ =.>B - h(A) e ~ l • Pertanto

*
Be)'l *9 A € \' <='> P€ A = h(A) - B

*cioè h =iB (J'. : p( B},

vale a dire:}->l e detel'minato dal punto f->G X.

cvd

*Osservazione 5. Per quanto visto con teorema l3,J'. inJu'i-e -l>U [.AJ un<.1 ropc-
10gia che 10 rende compatto e totalmente sconnesso ed J1 coincide con l'in-

sieme di c10pen di L.AJ.

DEFINIZIONE 16 - Data un'algebra Booleana j\, chiamiammo spazlo di Stone

di J\, ogni spazio topo1ogico compatto e totalmente sconnesso X, il CUl campo

dei clopen e isomorfo ad}l.

Osservazione 6 - Dall 'osservazione 3 segue che tutti gli spazl di Stone di

J coincidono a meno di omeomorfismi.

Viceversa se X è uno spazio di Stone diJ ed Y è omeomorfo ad X allora

anche Y e uno spazio di Stone diJ. Infatti Sla 9': X -t Y un omeomorfismo

di X su Y e sia -e il campo di c10pen di X, posto

h(A) =<p(A) VA c '€

.t:
risultando <p(A) un c10pen di Y, è h un isomorfismo\i: sul campo '€1 dei c1o-

pen di Y. Essendo 'e i somorfo ad J\ anche '{l è i somorfo ad}l.
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Esempi

1) Se X è uno spazlo topologico compatto e totalmente sconnesso ed cA e

il campo dei clopen di X, allora 10 spazio di Stone di cA è X stesso.

2) Se,} è un'algebra Booleana !.init,:-, necessariamente lo spazio di Stone

X di,} deve essere finito ed essendo separato non può che essere 'e ='5'(x).

Pertanto se X ha n elementi, 'e ne ha 2n
e quindi J1 essendo isomorfo a

n
~ ne ha 2 . Non possono quindi esistere algebre Booleane finite non de-

generl (cioè con più di un punto), che hanno una cardinalità diversa da
n

2 per qualche n € N.

Ancora 2 algebre Booleane,} e ($'., finite che hanno 10 stesso numero di ele­

menti sono isomorfe. Infatti se X è 10 spazio di Stone di,} ed Y quello

di 0, necessariamente X ed Y hanno lo stesso numero di elementi, quindi

3f: X->Y bigettiva

f induce un'applicazione di 9(X) in 0(Y) che è isomorfismo. Essendo

.A isomorfo a S'(X) e 0.> isomorfo a C?(Y) segue checA e~ sono isomorfi.

3) Lo spazio di Stone X di un'algebra Booleana~ è metrizzabile se e solo

se~ è al più numerabile.

Dal teorema di Uryson (cfr. [3] pago 616) segue che uno spazio compatto

e 12 è metrizzabile se e ·solo se ha una base di aperti numerabili, pertan-

*
to l'asserto segue dal fatto che cA è una base di X.

A finito o cofinito} . Si vede facilmente

quanto l' ul trafi l tro di J.

c X .
o'

ma non perfetto, ln

4) Sia X un insieme infinito che considereremo topologizzato con la topolo­
o

gla discreta. Sia,} = t A

che ~ è un campo ri dotto

('> = i A € jI : A cofinito ì non è determinato da alcun punto di

rato un punto X
o

~ X
o

sia X = X
o

U lXJ e ponlamo

X • Conside-
o

h(A) = fA se A E,}

A U/xJ se A

è finito

€J. è cofinito
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Se h(A) = 'e, h è isomorfo di Jl. sul campo 'e di sottoinsiemi di X. '€ è

ridotto e perfetto (questa volta il corrisponndente di p è determinato

da x ). Considerando 'e come base di aperti di X, X diventa uno spazlo
o

topologico compatto e totalmente sconnesso e quindi è lo spazio di Stone

di J..

X è detto compatificazione con un punto dello spazlo discreto Xo (cfr.

[3] pago 599).

5) Ricordiamo che uno spazlo topologico X si dice a) completamennte regola~~

(c.r.) se è Tl e [-II- chiuso C e V x ~ C .3 f • X .... [O,lJ continua (e•

limitata) tale che f(x) = O e f(c) = l J
b) regolare se e T

l
e T

3

c) nor",a l e se e Tl e T
4 (T 2 e compatto .=:) normale ([3J pag.587))

Poiché c) ~ a) -} b) (cfr. per es. [4) pago 129) a volte la proprietà

tra parentesi quadre e indicata con T3 5',

Orbene vale il seguente

(cfr. [4],[5J oppure [6J pago 152).
v

e E. CechTEOREMA 17 (1937) di Stone-"-'---=-:..::..:.:..::...-=-.::..:-=-=-=.

Se X è C.R. allora '3 ed è ! a meno di omeomorfismi uno spazio topologico

~(X) T
2

e compatto tale che:

(i) X è denso in ~(X) (nella topologia di !"(X))

(ii) ogni f : X·~ IR conto e limitata ha un prolungamento (cont. e limitato)

su ,,(X).

Tale spazlO

spazio X.

()( X) prende i l
I

y

nome di compattificazion~-9i Stone-Cech dello

Il legame di questo concetto con lo spazlo di Stone è il seguente:

se X é un insieme qualsiasi, puo sempre essere considerato spazlo topologi­

co con la topologia discreta';' ='?(X); in tal caso è evidentemente C.R.
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Considerato ~(X) questo altro non e che lo spazlo di Stone di ~ (cfr. Osser­

vazione 6l.

Si ha anche il seguente risultato:

TEOREMA 18 di B.~ospi si l (1937)

IXI=card X/X allora!l\(Xll=
- o '

(Cfr,X' [5J pago 70). Se X e discreto
2 I .j

2 (cfr. El] pago 45)

e

In breve quello che Sl prova nel teorema 17, è che detto C(Xl l'insieme

delle funzioni continue di X in [O, l] = I e posto <p: X -7I C(X) El' ~XtX

<P(xl € IC(X) tale che la f-ma coordinata di 'f' (xl è proprio f(xl 'ff E C(Xl.

'f è ,continua in quanto ogni sua coo,'dinata è continua, inoltre essendo X

C R 'o o IC(X) d tt dO o tt O T' tt
o ., <p e lngettlva. come pro o o l spaZl compa o l e 2 e compa o

-~
e T

2
. Posto ~(X) = <j>(X) segue l'asserto.

6) Sia j\ un campo di sottoinsiemi di X. Poniamo VA (J.

L'applicazione

:AE):'
,

e t non determinato da un punto di X} .

h(Al = A U g(A) VA E Jl.

è un isomorfismo di .A su un campo perfetto J.
l

di sottoinsiemi dello spazio

y - X U g(X). Pertanto Sl puo passare da un campo.} ad un campo perfetto

!-l' aggiungendo dei punti a11 'insieme X.

INTERPRETAZIONE DEI CONCETTI ALGEBRICI NELLO SPAZIO DI STDNE ASSOCIATO E

VICEVERSA

Sia X lo spazlo di Stone dell 'algebra.} e Sla h :J. --;>CS'(Xl il relativo

isomorfismo.

Se G è un aperto di X allora U' c ~ : h(rl) c G1è un ideale detto corn­

."yondente. a G. Viceversa se [\ è un ideale di .} allora
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h(;:!) = Uth(A) : A eJl è un aperto di X.

Se F è un chiuso di X allora {A eJ\ : F c h(A)} e un filtro detto corrl­

~pondente ad F. Viceversa se 3' è un filtro di J\ allora h(3') = nih(A) : A<é:}J

è un chiuso di X. In breve

.;. X I J'. X

ideali <-? aperti in < • X

filtri < • chiusi ultrafiltri < ix} dove x e X

toì ideali massimali~ X-lx~ "

* *Osserviamo ancora che se A e u~ e consideriamo h(A) = A eJ\ poiché per

*quanto visto con il 1(16) e T(13),; e base della topologia su X = [.A1 e

coincide con i clopen, risulta se ~e X

* *A (~~ } ~€ A <=~A è un intorno aperto e chiuso di p.

Da ciò segue che: se Y c X

Jo è isolato ln y.{ }> 3A (J-. ::l'A e Po -~ -V-~€ Y-lro}

*ç :. .:lA €J. ')' A =lP
o
} «4 A è atomo di J\ cfr. §ll f'Jç31)

Y =tJ\; ieq è un insieme discreto in X~ Ogni punto di Y è isolato

ln Y

~ Vi € I 3 A cJ'. ;3 A e f\ - ~ j 'tj € 1- f i.ì

Y =!Ji;i € Il è denso in sé<=> Y c DcY <=> Vi c I VA €~i .3j€I-tiJ

tale che A G?J.4=:> Vi (I: Q,. C U ~.rl . .. J
J11

Osservazione 7. Sia J-.

h(A) =!~€[jI]: A ep1=
e proviamo che

*un campo di sottoinsiemi di X ed h : jI'""J\
* *A . Consideriamo la topologia indotta daJ-.

con

su rJI J

X' =ì~x G LA] : x e XJ e denso in [J\] ,cioé -x'-[.A1.
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-Traducendo : [JI j C- X' S l ha

v ~ € L.A] e VA € cA s'

ovvero

*j->€A 3x~x *
~' J\ € A

v ~ € [j\ ] e VA € f 3 x € X 3' A € Ì"'x .

La proposlzlone precedente è banalmente vera in quanto VA € f basta considera­

re un x € A, per avere che A € J\.

Questo risultato va confrontato con il Teorema (17) e la (6).

§8 - U e n infinite in un'algebra Booleana JI.

Al §l abbiamo osservato che rispetto alla relazione d'ordine C si ha

A U B = sup IA,Bl AnB = inq A,Bl.

Tale fatto Cl suggensce come definire l 'U e l 'n , che chiameremo BOOLEANA,

per un numero infinito di elementi di A.

Se ~ = <3':>cj., denotiamo l'unione di tutti gli elementi di 6:> con

e tale unlone, se esiste, e per definizione

( l )

1) B €,}.

- sup iA;A €(j~= B ~ Z)A cB VA c (il,

3) A c C (C €J.l VA € (\)=? B c C

(dove il sup. s'intende inj\).

Analogamente per l'intersezione

(2 )


