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C A P I T O L O IV

Equazioni canoniche.

l. Premesse. Sia z(qqt) la funzione lagrangiana di un sistema meccanico.

Le equazioni di Lagrange

( 1. l )
d
dt - - O (i = 1. .. n)

se Sl esegue la derivazione rispetto a t, si scrivono esplicitamente:

(l . 2 )
a2 Z j a2 t J--..,',..----.,.-. ii + -c:--:,r--r•.,.- ti +
aqJaq1 aqJa q1 - O

Questo sistema puo essere posto 1n forma normale se e solo se la

sua matrice non è singolare:

( l . 3 ) ~ O

Se si definiscono i momenti p., coniugati delle coordinate
l

•
lq :

(l . 4 )

la (3) equivale alla:

(1.3' ) ~ O

Come è noto (v. [6J) nel caso dei sistemi meccanici ordinari la rela
••

zione (3) è soddisfatta. Il sistema algebrico (2) nelle incognite q

ha allora soluzione

( l . 5 ) ] .

Il sistema (5) è equivalente al sistema (l).

Il sistema (5) è poi equivalente a infiniti diversi sistemi di 2n

equazioni del prlmo ordine.

Fra tutti questi sistemi è particolarmente importante, quello che Sl
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ottiene assumendo come incognite supplementari le quantità p, defi

nite da 11 e (4).

Si può osservare che l e p. hanno le seguenti propri età:
1

l ) sono invertibili rispetto alle 1 la (3 ' )q per
•

2) invertendo l e (4) ri saetta alle 1 hanno l e relazioniq S1
• •

( l .6 )
. 1 ·1q = q (qpt)

delle equazioni del motoche forniscono parte
3) l e (l) forni scono

(1.7) •p. 
1

Jt(qqt)
• •

da 1,

nelle quali, mediante le (6) i secondi membri S1 esprimono 1n funzione

delle qpt. Le (7) forniscono allora le rimanenti equazioni del moto.

Resta quindi soltanto da esplicitare i secondi membri delle (6).

Per attenere direttamente le (6) e le (7) nelle variabili qpt con

viene introdurre in generale un tipo di trasformazioni che coinvolgano

variabili del tipo (4): queste variabili hanno un preciso significato

geometrico. A tale significato viene dedicato il n° successivo.

2. La trasformazione di Legendre.

E' conveniente limitarsi per motivi di evidenza geometrica al caso

di R3.

Sia S una superificie di equaz10ne

(2.1) z = f(xy) •

In certi casi è possibile descrivere la (l), anziché mediante l'equa

zione cartesiana, mediante l 'inviluppo dei SU01 piani tangenti.

E' evidente che una condizione necessaria perché ciò si possa fare

e che dai piani tangenti si possa risalire univocamente ai punti della

superficie data: nel seguito si vedrà quali siano le condizioni che oc

corrono.

E' chiaro innanzitutto che i piani che hanno come inviluppo la super
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ficie data debbono costituire una famiglia due parametri, se si vuo

le che ogni piano tangente individui uno e un sol punto della super

fi ci e.

Un piano di coordinate correnti xyz ha equazlone

z - Plx - P2 Y + h - O

I parametri del plano sono tre: Pl,P2,h.

La superficie è individuata come inviluppo di una famiglia a due p~

rametri di piani se uno dei tre parametri del piano si può esprlmere

ln funzione degli altri due, per es. h(Pl P2).

Al fine di descrivere la superficie (l) mediante i parametri Pl

e 02 non è sufficiente però esprimere semplicemente f(x,y) come

f[x(Pl,P2),y(Pl,P2)] ossia ridursi ad esprimere le coordinate di

ogni punto della superficie in funzione dei parametri direttori del

la normale alla superficie nello stesso punto.

Infatti la funzione f[x(Pl,P2) ,Y(Pl ,P2)J pur individuando (sot

to l'i potes i f f - f2 i' O : V. ol tre) l a forma de 11 a superfi-
xx YY xy

cie, individua la superficie stessa a meno di una traslazione para~

lela al piano xy (l) .

(l) Per semplicità conVlene dare un esempio nel caso di una curva. Sia

y - sen x. y' = cosx = p. Risulta x = arcos p e Y = sen arcos p -

- 11-02 . Se si trasla la curva parallelamente all'asse x: y = sen(x+a)

si ha y' - p = cos (x+a); x+a = arcos p e y = sen arcos p =1 l-pZ' .

Sicché esprimendo la y mediante la sua derivata rispetto a x, Sl

perde una traslazione parallela all'asse x.
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Per evitare ciò basta assegnare, in funzione di Pl e P2 ' cioé

in funzione della giacitura del piano tangente, l'intersezion" del

piano con l'asse z. Tale intersezione in generale si sposta lungo

l'asse z quando la superficie viene traslata parallelamente al

piano xy e quindi è atta, assieme alla funzione f[x(P1P2)~(P1P2)J

a individuare la superficie. La condizione è, come si è accennato in

precedenza, che ad ogni coppia di valori di Pl e P2 si risalga

ad un unico punto della superficie.

Sia P = (x Y z) un punto di S. Il plano tangente ad S 1n
o o o o

P ha equazione:
o

•

z - z -(x - x)f - (y - v)f - Oo o x ·0 Y

Le coordinate del piano sono:

•

(2.3) P - f . P = f ; h - x f + v f - z
l x' 2 Y o x '0 Y o •

in funzione diPer esprimere h

prime due delle (3) rispetto a
Pl

x e y
o o

e P2 basta risolvere le

e sostituirle nella terza

(2.4 ) - z
o •

Viceversa per determinare le coordinate del punto delle coordina-

te del piano tangente basta derivare l a (4) rispetto a Pl e a P2

h x + Pl
axo

+ P2
ayo z ~ z aYa - x- - - -

Pl o aPl aPl ex aPl oy aPl o

= y
o

si hanno infine le relazioni simmetriche

h(P1P2) = xoPl + YoP2 - z (x Y )o o o

(2.5) Pl - z P2 - zoxo oyo
x - h Yo - ho Pl P2



- 97 -

La trasformazione (5), che fa passare dai punti della superficie

alle coordinate del piano (e viceversa) è detta trasformazione di Le

gendre.

Va notato che essa è una trasformazione più generale di una trasfor

mazione puntuale, perché coinvolge, oltre a punti, elementi superfi

ciali: infatti essa è una trasformazione di contatto, come si ricono-

sce facilmente.

Le prime due delle (3) sono invertibili rispetto a

e solo se sulla supericie risulta

x e a y se
o o

(2.6) f f -f -o.
xx yy xy

L'inversione non può quindi essere effettuata per superfici sviluQ

pabili, come del resto è evidente dal punto di vista geometrico.

Nel caso di R
n

le analoghe delle (5) sono (omettendo per conve

nlenza l'indicie O)

• l n
h(rl···Pn)

l- 1: X p, - z(x ...x )
(2.5 ') l

,

h l
Z • - P . - X

Xl . l p.
l

significato dei simbol i. E' • il significatocon OVV1O pure OVV1O geome

trico della trasformazione.

L'analoga della (6) è

(2.6') _-:..:0(,-z+~1-'.00'-'"~zx~n-,-)_ f O
o(xl .. , xn) •

Infine è chiaro che la trasformazione di Legendre può essere effet

tuata risretto a parte soltanto delle variabili.

3. Equazioni di Hamilton.

L'ultima osservazione del n° precedente può essere applicata al

caso della funzione L(qqt). Effettuando la trasformazione di Legendre
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• •rispetto alle sole q1 si hanno le relazione (2.5') nella forma:

(3. 1)

•2( qqt)
•

• l
- E q p. - h(qpt)

l

Le ultime forniscono direttamente

ah •. l
- q •ap.

l

le (l .6) • forma esplicita.1n

Quanto all e (1.7 ) • ha:Sl

ah 'k a f
.k a ~aq a aq •

aqi = E Pk • - • - E
a~k

- - - - p.aq1 aq1 aq1 aq1 •l

In definitiva • ottiene i 1 sistema di • •S1 equaz10m

• ah· lq -
ap.

(3.2)
l

• ah
p. - aq ll

Questo sistema ha forma canon1ca (cfr. 1(5.3)) e le equazioni che

lo costituiscono sono dette equazioni canoniche o di Hamilton. La fun

Zlone h è detta funzione hamiltoniana del sistema meccanico.

Introducendo le PP, si possono scrivere le (2) nella forma:

4. Trasformazioni canoniche.

Se una trasformazione invertibile

(4. 1)

lascia invariata la forma canonica delle equazioni del moto essa e una Te.
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In altri termini, se, qualunque sia h, si può trovare una funzione H:

tale che il sistema

(4.2)

si trasforma, per effetti della (l), nel sistema

(4.3)

la trasformazione (l ) e una TC.

Si applichi infatti al si stema (2 ) la trasformazione (l ) . Si na

a.pY a.pY - anP a.pY ano•• ~À a h
Q'" + - E

aw~ anO aw\an" at anP

-dove h(nt) = h(wt) La precedente • può •
• Sl scn vere

a.pY a.pY - 1
.~ (aPno) ah a.pn -

an~ at anP anow

Poiché si vuole che sia conservata la forma canonica delle equaz10
•ni, le n debbono essere date dalle (3)

-ah
anp

e infine

a.pY - a.pY
(4.4) f( nPn~) a h K~ aH J

an~ anO - E anK - at •-
•

Poiché la matrice J
a.p1

non è singolare perché la (1) e-
an~

invertibile, il sistema (4) si può risolvere con

ta sostituita con la colonna delle

e sta

Cramer.la regola di
macolonna ane 11 a qua l e l a

a.pY si ha
at '

J

plJ
- E

-ah
anP

la matrice'aJIndicando con

Il membro destro dipende esclusivamente dalla trasformazione (l) e
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non dagli hami1toniani h e H.

Quindi il primo membro, per ogni scelta di h (e per ogni trasfor

mato H) deve essere indipendente da questa funzione. Poiché si ha

-a h
allO

KÀ
- E

KÀ
- E

e inoltre
a H
allo

si ha infine che la quantità

deve essere indipendente da h e H e cioé deve dipendere solo dalla

trasformazione.

Posto

-
dove, come prima h(llt) = h(wt) , si ha che

è indipendente da h. Si deve dunque avere \ l)

o, esplicitamente

-
- (h

oc
E

•
OSSla

ah
awO

aaw
all6

(
oc a8

E - E

a
aw )1 = O
allB

•

Poiché la trasformazione è invertibi1e Sl ha

f O

e quindi sono nulle le quantità nelle parentesi quadra

(1) Per una dimostrazione più rigorosa, anche se più macchinosa v. [5J
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aB
E

Se h è arbitraria, queste relazioni sono vere se e solo se

pa aB
( - (

aaw
anB

o
p a) pa

(w w n; (

cioé se la (1) è una trasformazione canonica.

Si possono allora utilizzare i risultati del n° 3 Cap. III, in partico

lare le (24) e (25). Detta F la generatrice della (1) del presente nu

mero si ha

e quindi

a F
a t

(4.5 ) H(QPt) - h(qpt) +
ilr
at (qQt)

5. Osservazioni sulle TC.
•

Osservazione 1.Si incichino con ~(qqt), L(qQt) le funzioni 1agran-

giane relative ai due hami1toniani

ta 1e di F è

h e H rispetto La derivata to-

dF
dt

aF . 1
+ ---',-=. O +

aQ1
aF
at

Utilizzando le (7.8) Cap. II e la (4.5) del presentE capitolo, S1 ha:

dF ·1

dt - Pi q
• •

+ H - h ; L(Qqt) - l(qqt) •

(Notare che nel caso di una trasformazione puntuale. ~ioé d~l tipo
• •

Q' ; Q'(qt) l'ultimo membro è nullo).

Si ha quindi nella notazione del ,Cap. II nO 7:
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F - f L(QQt)dt - f z(qqt)dt _ Qn+1 n+ l n+l
- q - 4>

n+ l
Le quanti tà q

sua trasformata ed F

e Qn+l sono l'azione (v. Cap. VI n. l) e la

e la loro differenza (a questo proposito ve-

dere Cap. V n. l).

Osservazione 2. Nel Cap. II n° 8 Sl è trovata la forma più generale

di TC infinitesima (v. 11(8.7).

n+ l
(5.1) oq . = (p

Cl

con F arbitraria.

a F
ap

Cl

•
l- F)et,oq aF

ap.
l

et; op. =
l

aF
aql

Se si sceglie F coincidente con h si vede che le relazioni

precedenti, eccetto la prima, coincidono con le equazioni hamiltonia

ne. L'hamiltoniana è quindi la funzione generatrice delle trasformazio

nl che fanno passare dai valori derre variabili canoniche calcolati

in un istante generico, ai valori delle stesse variabili calcolate 10

un istante infinitamente vicino. Il moto si svolge perciò come una

successione di TC infinitesime. D'altra parte, poichè le TC for

mano gruppo e quindi la successiva applicazione di TC e ancora una

TC, anche i valori delle variabili canoniche in istanti separati da

un intervallo di tempo finito, sono legate da una TC. A questo proble

ma sono dedicati il n° successivo e il Capitolo VI (v. anche Cap. V

n. 3).

Quanto alla prlma delle relazioni (l), per F - h essa diventa

(5.2)
n+ l

èq ah
= p

Cl ap
Cl

•
- h - qqqt)

dove è il lagrangiano. La (2) esprlme la variazione de1l 'azj'One

(v. Cap. VI).

Osservazione 3. Si torni alla relazione che esprime la canonicità della

trasformazione qp ~ QP:
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(5.3) p.dQ' , , aF
Pi dq - ~a~t + dF(qQt)

In questa relazione la generatrice F
1

è funzione di qQt: l'indi

ce l è stato apposto per convenienza, per distinguere questa gene

ratrice da altre tre funzioni generatrici che verranno ora introdotte.

Come conseguenza della (3) si hanno le relazioni usuali:,

Una trasformazione di

(5.4) p. - -, a F
P.

a F
• - Q'a q'
, , a

Legendre che sostituisca le
,

leq con p. ,
l

trasforma la relazione pfaffiana (3) in una nuova relazione pfaffiana

(3) l'identità,
F2 - F1+p i q

•
aF2 + dF
(l t 2

e definendo la funzione

,
- q dp. ,(5.3' )

che si può ottenere semplicemente introducendo nella
i i ip.dq = d(p.q ) - q dp., , ,

facilmente
l

TC: p.q,
5I rl conosce

relativa alla

che 1a,
~ Q P..,

(3') è ancora una relazione pfaffiana

Da 11 e (3') segue

(5.4')
•,

q •, P. =, aFZ
aQ' •

Analogamente scegliendo come variabili indipendenti le p,P e definendo

F
3

= F - P.Q' si ha:2 ,

(5.3")
•
l

- - q dp. 
l

aF.3. +
a t dF3

da cu, segue

Infine scegliendo come variabili

F4 = F
3

- qlpi si ha

af;3 ; q' _ aF 1
ap. ap.

l l

i nd i pendent i 1e P, q e ponendo

(5.3"')
l

- p. dq , aF4 + dF
at 4

dove
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(5.4") Qi _aF4..
- dP.'

l

P "-. -
l

5. Il teorema di Hami1ton-Jacobi.

Nel n° precedente si è notato che i valori delle variabili canoni

che relativi a due istanti generici sono legati Ja una Te. In partico

1are comunque si assegni un istante t appartenente all'intervallo

temporale in cui si svolge il moto, i valori delle variabili canoniche

q ,p , relativi a11 'istan
o oq(t),p(t) sono legati ai rispettivi valori

te iniziale t , da una Te.
o

La conoscenza di questa Te relativa ad ogni stante, e cioé la co

noscenza della famiglia ad un parametro di Te che facciano passare dai

equivale alla conoscenza completaq(t),p(t)ai vàloriva 1ori qo 'Po

della soluzione delle equazioni canoniche; Infatti la famiglia di trasfor

mazioni è data da : q(t) = q(t q P ); p(t) = p(t,q p) e cioé rapprese~o o o o
ta l'integrale generale delle equazioni canoniche.

Si può osservare che la Te inversa, che fa passare.da11e q(t) al

le q p cioé a variabili canoniche che siano tutte costanti del motoo o'
riduce le equazioni canoniche alla forma più semplice possibile, cioè

alla forma q = O, P= 0(1).

Per determinare la famiglia di Te che connette i valori iniziali

qopo con i valori all'istante generati, conviene ricercarne la gener~

trice.
• •

Poiché le variabil i canoniche Q1 l P.nuove - qo; - Poi- -
l

costanti del moto, le equazioni canoni che sono
• • aH • aH(J1 O P. O•- - - - • -

aP.
,

l aQ1
l

sono tutte

(1) E' ben noto del resto il metodo di semplificare le equazioni di
qualunque tipo con opportuni cambiamenti di variabili.
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Il nuovo hami1toniano H non dipende dalle variabili canoniche

QP.; esso dipende solo dal tempo e quindi può essere posto uguale a

ze~o (1).

- Oh(qpt) +

S=S(qqt).
o

dove

La relazione (4.5) diventa (la generatrice e indicata col simbolo

S, usuale nella letteratura):

eS
et

Poiché, inoltre, è P =-•
l

, si può scrivere

(5. l ) h( q, -
eS
eq ,t) +

eS
et

- O

La (1) é l'equazione di Hamilton-Jacobi. Come si è visto nel Cap.I

nO 5 questa equazione è equivalente al sistema canonico. Un suo inte

gra1e completo permette infatti, come si è visto nel Cap. I di deter

minare, con procedimento di inversione e di eliminazione, la soluzione

generale del sistema canonico. Dalla discussione ora fatta si vede che

un integrale completo della (l) è la funzione generatrice di una TC

che fa passare dalle variabili canoniche, calcolate all 'istante gener~

co t, ad un sistema di costanti iniziali.

h all'hamil

sformazione che porta da h(qpt) ad H(t) = h(qpt) +

funzione 5 = S - ftH(t)dt genera una TC che porta da

toni ano K = O.

(2) Sia H(t) il nuovo hamiltoniano. Se S è la generatrice della tra

eS 1at -, a

Infatti si ha

- H - eS
at

+

- -òS eS H(t). Inoltre K= h +
as- - -et et at

-
aS H eS aS H O- - + - -
at et et
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Se • considera la trasformazione •S1 1nversa:
• •,

q'(tqoPo)q -
(5.2)

p. - Pi(t qopo)1

si, hanno complessivamente le relazioni (7.8) del Cap. II nella forma

(5.3)
aS

P. = -, aq'
•, p . =

o'
aS

•
"n ,
0'.0

Invertendo le seconde delle (3) rispetto alle q1 si ottengono le
•

q1(qopot) che, introdotte nelle prime delle (3), danno le Pi(~Pot).

La conoscenza dell'integrale completo F della (l) permette quindi,

come si è detto più volte di ricavare le (2) con soli procedimenti di

inversione e di eliminazione.


