Quindi ng(x,y) = 0 per ogni (x,y)e R x R .
C.V.D.

Pid in generale, per ogni spazio localmente convesso e di

Hausdorff E, abbiamo (cfr. [15])

5 2.2. APPLICAZIONI.

DEFINIZIONE 2.2.1. I1 cono ¢ dicesi regolare se la sua chiu-

sura © non contiene rette.

Valgono inoltre 1 risultati seguenti.

PROPOSTZIONE 2.2.1. (cfr. [15])

Se L cone convesso aperto @ 2 regolare allora CQ e dQ

sono distanze. Viceversa be CQ (0 dEZ ] ¢ una dstanza, allora
Q ¢ negolane.,
PROPOSIZIONE 2.2.2.(cfr. [3])

La Topclogia nelativa di Q@ 4an E ¢ equivalente alla topologia

definita da CQ o d. , se, e soltanto se, ftutte Le seziond pilane di

¢
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0 hanno aperture uniformemente Limitate ciol se, per ogni X € Q

ed oqnd seminomma continua p su Q@ esdste una cosiante R > 0
tale che {y € E: plx-y) = R} €0 .

IL CONO DEGLI ELEMENTI HERMITIANI POSITIVI.

Sia A wun'algebra di Banach complessa con elemento identico e,
cioé A & un'algebra complessa in cui & definita una norma || ||

rispetto alla quale A €& di Banach ed inoltre €& verificata '

a pro
prieta |[x-y|| < [[x]]-]lyll per ogni x,y € A.

Ricordiamo che per ogni x € A

lo spettro di x, Spx, & l'insie
me {xeC : x -xe

non € invertibile}.

Supponiamo ancora che in A sia definita una involuzione continua

* rispetto alla quale A sia simmetrica, cioé sia definita una

. . * . . .
applicazione * : x > X continua di A in A tale che:

(xy) =y x , per ogni x,y e A e X € (;

(b) ogni elemento della forma e + x*x e invertibile.

Siccome A ammette 1'elemento 1deﬁtico, allora

H

X € 1nvertibile se,
_ . -1 % -
e solo se, x invertibile e (x ) = (x*)

Poicheé (x-ke)* = x*-ie per ogni A € @, si deduce che pr* =Spx

Questo fatto implica che 1'involuzione * € hermitiana, Ci0€é ogni
elemento hermitiano di A(he A, h

hermitianoqggi}h*zh)ha uno spettro

reale.



- 56 -
Sia E = HA il sottospazio reale di tutti gli elementi her-

mitiani di A. HA e un sottospazio chiuso di A 1in quanto 1'invo

luzione ¥ € continua.

Uh elemento h e H, @& detto positivo, " h > 0" se Sph e R_ .

S1a QO 11 cono degli elenti hermitiani positivi di HA' Essen-

do A simmetrica se h >0, k>0 allora (cfr.[6] lemma 4.7.10
pag. 234) h + k > 0. Quindi i1 cono 2 e convesso.

Sia § la parte interna dj QD per la topologia in HA'
Facciamo vedere che o €& il cono convesso aperto degli elementi

hermitiani strettamente positivi. Intanto se h € QO con 0eSph

. . | .
allora h ¢ 2 ; infatti siccome y =h-—e¢ o, Pper ogni inte

ro n > 0, segue che non esiste un intorno di h = Tlim Yo contenu

to in 9, - Sia ora he 2, con O ¢ Sph, siccome 1'applicazione

x ——= Spx (cfr.[6] pag. 35-36) & semi-continua superiormente,

allora esiste un intorno I(h) di h in HA tale che per ogni

k € I(h) : Spk > 0, cioé h & interno a QO :

Quindi @ = {h eH, : Sph cR’}.

*

Dato x € @ , sia x? la sua radice quadrata positiva.

1
Lo Sp x# & 1'immagine di Sp x per 1'applicazione t—+ v%

- = 1 S ™ a @
Quindj x% € 0, € X2 e invertibile.
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] s oy
Indichiamo 1'inverso di x° con x ¢ : x 2

L'automorfismo 1ineare Tx : z o x'é Z x'%
A, applica H

A in sé. Per y € q, essendo Tx(y)

segue (cfr. 6 pag. 233) che Tx(y) = O

Inoltre essendo y invertibile, anche

Tx applica @
mo affermare che il gruppo

Tx(y) € invertibile, per cui
Tx(y) € Q. Quindi

in sé, ed essendo Tx(e)

{Tx : x € Q}

= & possia

opera transitivamente su Q.
Percio Q €& omogeneo-affine.

S1 dimostra che la distanza "tipo Carathéodory"

CQ e data dalla
- -
Cﬂ(x,y) = max{log o(x y) , log(xy )} (X,y € Q) (2.2.1)
dove o

é il raggio spettrale in

A. La dimostrazione richiede consi-
derazioni delicate sugli stati di A. Per essa rinviamo a |15].

TEOREMA 2.2.1

I£ cono @ = {he HA : Sphc:Rt} ¢ negolane se e

solo se A non contlene elementd hermditiand quasi-nmihpotentl divernsd
da quello banale.

Dimostrazione. Dalla (2.2.1) si vede che

CQ é invariante rispetto
all'applicazione x > xﬂl di @ su di sé. D'altronde sempre dalla
(2.2.1)

CQ(e,h) = 0

se, e solo se, Sph ={1} .

Ma se Sph = {1} , allora
n = expx con X

elemento hermitiano, quasi-nilpotente (i.e. p(x)
Pertanto 11 teorema 2.2.1

= 0).
segue dalla proposizione 2.2.1.

C.V.D.
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Supponiamo ora che A sia un'algebra C)IE con identita. L'algebra

A non contiene elementi hermitiani quasi-nilpotenti diversi da quello

L

banale, pertanto dal teorema 2.2.1 seque che Q & regolare. Inoltre
per ogni elemento hermitiano h : p(h) =||h]|]|.

-1 - -1 -1 .. . .-
Per X,y € 9, X °yx 2 e Yy ¢ xy ¢ sono hermitiani, percio

-3 -3 -3 -3 - |
x Ty x Fll=e(x Ty x %) = o(x )
-1 -1 - -1 - |
Iy 2 xy R =0y ™ xy ) = 0ly x)
e dalla (2.2.1)
-1 -1 R -1
Cq(x,y) = max{log||x ¢ y x < ||, log||y xy ||} (2.2.2)
Ne segue (cfr. [15] pag.686-687) che la || ||-topologia e la C_-topo

logia coincidono in Q. In definitiva vale la

PROPOSIZIONE 2.2.3. Se A 2 una algebra C con identiti, alloxa

CQ ¢ deginita dalla (2.2.2), @ & negolarne, e La topologia definita da

C‘Q ¢ equevakente alla topologla nelativa. Quindi Q ha seziond LANe

de apertura undformemente Limitate.

Sia e uno spazio di Hilbert complesso, X(e) 1'algebra degli ope-

ratori lineari continui di ¢ 1in seé.

+
L 'algebra £(e) @ un'algebra C . Anzi, ogni algebra C* e 150-

morfa ad una sottoalgebra autoaggiunta di  £(e) chiusa per la topolo-

gia definita dalla norma.

Una sottoalgebra autoaggiunta di  £(¢), contenente 1'elemento identi

co e chiusa per la topologia debole degli operatori, & un'algebra di Von
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Neumann.

Una definizione equivalente di algebra di Von Neumann & la seguente.
Sia A wun'algebra C*. Se lo spazio di Banach A & duale di uno spazio

di Banach, A & un'algebra di Von Neumann.

Sia quindi A un'algebra di Von Neumann di operatori Tineari 1imi-

tati di ¢ 1in sé. Indichiamo con (,) il prodotto scalare di «.

Per ogni h e H, &  (cfr.[15])

A
2 2
o(h) = [n]] = [[n2 1% = sup{||h® g]|° : £ eey(Ere) = 1]
= Sup{(hg,g) :t€e , (&,&) = 1}
C (e,h) = Sup{(log(hz,g)) :£ € e, (£,£) = 1)
C (Xsy) = Suplo((xe,€),(yese)) : gee , (£,6) = 1) (2.2.3)

Utilizzando queste formule si provano i teoremi:

Teorema 2.2.2 (cfr.[15])

Lo

Se A ¢ un'algebra di Von-Neumann La metrica CQ, depincta dalla

12.2.3), ¢ completa su Q.

Teorema 2.2.3 (cfr.[15])

Sca A un'algebra di Von-Neumann. Siano VI e VZ due sottoinsie

me Lamtatl do Q. L'insieme delle applicazioni Linearni Limitate T dd

$ 0, ¢ uniformemente Limita

HA in A8 tale che T(Q) cq e T{Vr)rw

Z

o An noruma.



