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CAPITOLO II

DISTANZE INVARIANTI NEI CONI CONVESSI.

§ 2.1. DISTANZE "TIPO-KOBAYASHI" E "TIPO~-CARATHECDORY"

Le estensioni delle distanze di Carathéodory e di Kobayashi,
possono essere "schematizzate" come segue:
Per definire distanze "tipo-kobayashi" ¢ "tipo-carathéodory"” su

un insieme § , € necessario disporre anzitutto di:

1) Uno spazio metrico A& con distanza da , per il quale sia

assegnato un semigruppo S& di applicazionu: A - A& (per 1'ope

razione di composizione di funzioni) dotato di identita, e per 1l

quale valga un "lemma di Schwarz":
Per ogni f e S&, risulta d&(f(t]),f(tz)) < d (t

per ogni t1t2 € A.

Sono dati inoltre:

11) Una famiglia A di applicazioni f : A - Q con le quali si

=t

DOSSONO reaiizzare "catene analitiche" cioé:
dati x,y € 9, esistono velN , t,,t0 ...t',t"ean , f....feA

con f.(t,) = x . fJ(tJ) J+](t341) (J v=1) » f (17)
La famigiia A deve essere invariante per composizione a sini

stra con gli elementi di S

[

111) Una famiglia B di applicazioni h : @ - A, invarianti per

composizione a destra con gii elementi di Sg :
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iv) Un semigruppo SQ con identita di applicazioni
g: Q-0 tale che per ogni g € SQ, heB, feA: hogofe S&.

In queste ipotesi si definiscono una pseudo-distanza "tipo

Kobayashi® d_ e una pseudo-distanza "tipo Carathéodory" CQ in

J

2 , le quali verificano le proprieta:

) C(%y) < d (x,y) per ogni x,y € 2, per ogni g e S .

[1) dQ(g(x),g(y)) < d (X,y) per ogni x,y € @ e per ogni g € S},
3b N

C (g(x),g(y)) < Cq(x,y) per ogni X,y € @ e per ogni g € S _.

t,,t

[11) d_(f(t),f(t,)) < d (t;,t,)

per ogni f € A e per ogni t ,tzea,
C (h({x),h(y)) < CQ(x,y) per ogni h € B e per ogni X,y € (.

IV) Se a=4a C e d coincidono con dﬂ

Discuteremo un esempio, costruendo delle metriche invarianti

1n coni convessi (.

Sia 4 = R+ 11 gruppo moltiplicativo dei numeri reali positivi,
con la misura di Haar t-1dt :

: * . . :
Per ogni t},t € R+ definiamo distanza g(t],t la misura

2 2)

dell'intervallo determinato da t] e t2, cioé

L,

— " s —

- (2.1.1)

i
e
o

-

o(t,,tz) =<

{

[ dt
|

3
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LEMMA 2.1.1.("Lemma di Schwarz"). Per cgni applicazione agiine
* * ) * .
§: R>R Zake che 4R ] CR_ e perognt £,t, € R, 54 ha:

olg{ty),46,)) < olty,%,)

*
Se 4 ¢ una twslazione del gruppe moltiplicativo R vale
L segno de uguaglianza Ldenticamente. Se vale & segno di ugua-
glaanza pen una coppia Ly, &, di puntl distinti, § ¢ una tha

sdazione.

Dimostrazione. Una funzione affine f : R - R che applica

Rt m Rj e del tipo f(t) =at +8 con o >0, 8 >0, a +8 >0.

Supponiamo t, > t, , allora

— - = > O .

S
-

Poiché 1log € una funzione crescente seque che o(f(t,),f(t,)

<o(t,,t;) . Se f @& una traslazione nel gruppo Rj, allora 8=0

f

e quindi  o(f(t,),f(t,)) = a(t,,t,).

Viceversa se vale 1'uguaglianza per due punti t,,t,, t,# t,,

.,

e B =0 e quindi f @& una traslazione.

C.V.D.

Sia E uno spazio vettoriale reale localmente convesso di
Hausdorff, e @ wun cono (i.e. se xe o allora t x e o per

ogni t > 0) convesso aperto di E, o # {0}.
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Sia A = (f e AFf(R,E) : f(R)) Ca} , cioé
A= {f: f(t) =tv+w con v,w € E tale che
f(t) e @ per t > 0} .

Vale la condizione ii), cioé due qualunque punti x,y in @

possono congiungersi con una "catena affine”.
Usando le stesse notazioni di ii), definiamo una pseudo-distan

za "tipo-kobayashi" con

dﬁ(x,y) = 1nf{a(t1,§,)+ - g(tu,tu)} per ogni X,y €

—

dove 1'estremo inferiore € preso su tutte le possibili scelte

di v, ty,ty, ...,tL,t:, fi...f

Sia B = (h e AFf(E,R) : h continua, h(2) CR} .
Definiamo una pseudo-distanza "tipo-Carathéodory" con

Cﬂ(x,y) = sup{o(h(x),h(y)) : h e B} per ogni X,y € fl.

.

Naturalmente CQ e una pseudo-distanza se Cﬁ(x,y) < o per

ogni  X,Y, € Q.

OSSERVAZIONE 1. I1 cono convesso ¢, essendo aperto, verifica

la sequente condizione:
S5 X € Q, e se r € una retta affine di E taleche xer e
rOQ contenga una semiretta, allora c'é una semiretta re contenuta

M rNQ e contenente x nel suo interno.
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PROPOSIZIONE 2.1.1. Riswlta d * =0

R
+

. : * . ..
Dimostrazione. Preso Q = R+, utilizzando le notazioni della

definizione di dﬁ, dal lemma 2.1.1 e dalla disugquaglianza

triangolare seque:

v V

T.oo(tl,th) > .2
j=1 ( ] J) J=

Quindi dR* (x,yY) > o(x,y) per ogni X,y € Rj .
+

D'altro canto scegliendo nella definizione di dﬂ(x,y),
v=1, t, =x,ty =y, fi(t) =t , abbiamo
_ *
d *(X,y) < o(x,y) per ogni X,y € R+ :
C.V.D.

LEMMA 2.1.2. Cr2 ¢ una pseudo-distanza e inoline
Cﬁ(x,gl < dp(x,g} per ognd X,y € 9 .
Dimostrazione.Utilizzando le stesse notazioni delle defini-
zioni di dQ e CQ , per ogni h e B, h o fj e una funzione

affine di R in R che applica R, in R. . Quindi dal lemma

2.1.1. seque : hof . (t!), hof (t")) < o(t’!,t" er j=1...v.
que = o(hof (1), hof (t4)) £ o(ti,t])  per

D'altronde dalla disuguaglianza triangolare seque:
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Vv

Z.o(tl,th
j=1 ( J J) ]

<

J J J

= o(h(x),h(y)), pertanto

if
L

Prendendo 1'estremo superiore rispetto a tutte le

abbiamo

dﬁ(x,y) > CQ(KJ)

> _g]m(hof.(t'.) shof (L)) > ﬂ(hgfl(ti),hnfu(

t")) -

\Y

d_(xy) % o(h(x),h(y))

h € B,

per ogni X,y € Q.

C.V.D.

PROPOSIZIONE 2.1.2.  Rixilita
qR* = g = dR*
+ +
Dimostrazione. Preso Q = Rj, 1'applicazione identica di R
in R @& un elemento di Se

que che

C,R*(x,y) > 0(X,Y)
+

D'altro canto, dalla proposizione

mo
Co*(X.y) s dp*(X,y)

+ +
Pertanto qu(x,y) = de(X:Y)

PROPOSIZIONE 2.1.3. Sia .
J

B. Quindi dalla definizione di CQ

2

i

w———

, ¥
per ogni X,y € R+

1.1 e dal lemma 2.1.2, abbia

o(X,y) per ogni x,y € Rj :

_ +
per ogni X,y € R+
C.V.D.

o(X,Y)

un cono convesso aperto in E.

J

(spazio vettorniale rneale Localmente convesso di Hausdong§) con

§ = 1,2, 3¢ F

con  F(Q,) ¢ Q,, allora nisulta

e una applicazione ag4ine continua di FE

1 7 &
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pea ogniL X,y € Q .

In panticolare gli automosfismi aggind confinud di 9  Acno

sometndie pen dﬂ e CQ

Dimostrazione. Seque banalmente dalle definizioni di dQ e C

)
W e

(stesso discorso fatto per i lemmi 1.4.1 e 1.4.3).

OSSERVAZIONE 2. Osserviamo che i1 lemma 2.1.2 €& la proprietd I),

la proposizione 2.1.2 & la proprieta IV), la proposizione 2.1.3 &

ta proprieta II). Per la proprieta III):

. . *
dﬂ(f(tl), f(t,)) < o(t,,t,) per ogni f € A e per ogni t,,t , € R+,

segue dalla definizione dj dg;

o(h(x),h(y)) = CQ(x,y) per ogni h € B e per ogni x,y € @,

seque dalla definizione di C

ESEMPIO 2.1.1. Se @ =R = E, abbiamo

dR(x,y) = 0 e quindi CR(x,y) = 0 per ogni x,y € R.
Dimostrazione. Siano x,y € R. Per ogni t,,t, e Rt , con t, # t,,

esiste una funzione affine f : R >R tale che f(t;) =x e

fF(t,) =y .
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t
Pertanto  dp (x,y) = dp(f(t)),f(t2)) < olty,t,) = Tog £
L)
ma |log : tende a zero quando t, tendea t; , quindi
1
dR(x,y) =0 per ogni x,y € R.
C.V.D.

ESEMPIO 2.1.2.  (cfr. [15])

. * * .
Si1a E=R xR e @ = R, X R+ . Per ogni x = (x,,x,) e

Y = (¥y5¥,) in Q@ , x #y, abbiamo :

Cﬂ(x,y) = max{m(xlmyan(&gLyz)} ,

dﬂ(x,y) = max{o(Xy,y- )s0(X,,yY,)} se Ta retta individuata da x ey

incontra Q 1in una semiretta,

dﬁ(x,Y) = g(X;,y1) + o(x,,¥,) se la retta individuata da «x e y

incontra @ in un segmento finito.

ESEMPIO 2.1.3. Se Q@ =FE =R x R, risulta ng (x,y) =0 e

quindi Cﬁg(x,y) =0 per ogni (x,y)e R x R.

Dimostrazione. Siano x = (xl,xzjde y = (¥;,¥,) in R xR.
Siano F, e F, applicazioni lineari continue di R -~ R x R defi-

Z

nite dalle
Fhoiz > (2, X,) e F, 1z -+ (y,,z)

Applicando 1a disuguaglianza triangolare, la proposizione 2.1.3 e

1'esempio 2.1.1, abbiamo



Quindi ng(x,y) = 0 per ogni (x,y)e R x R .
C.V.D.

Pid in generale, per ogni spazio localmente convesso e di

Hausdorff E, abbiamo (cfr. [15])

5 2.2. APPLICAZIONI.

DEFINIZIONE 2.2.1. I1 cono ¢ dicesi regolare se la sua chiu-

sura © non contiene rette.

Valgono inoltre 1 risultati seguenti.

PROPOSTZIONE 2.2.1. (cfr. [15])

Se L cone convesso aperto @ 2 regolare allora CQ e dQ

sono distanze. Viceversa be CQ (0 dEZ ] ¢ una dstanza, allora
Q ¢ negolane.,
PROPOSIZIONE 2.2.2.(cfr. [3])

La Topclogia nelativa di Q@ 4an E ¢ equivalente alla topologia

definita da CQ o d. , se, e soltanto se, ftutte Le seziond pilane di

¢



