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Perci0 abbiamo

péT) < YD(x,v) < R%F) per ogni Vv € E,

cio0é YD(x,-) & una seminorma equivalente a p.

C.V.D.

§ 1.7. METRICHE INTERNE

Ricordiamo 1a noziore 4i metrica interna, rinviando per maggig

ri dettagli a W. Rinow [7].

Sia X uno spazio metrico connesso con una pseudo-distanza d.
Data una curva o : [a,b] — X, la sua lunghezza & per definizio-

ne

L(o) = sup Zjd(g(tj_]),a(tj))

dove 1'estremo superiore €& preso rispetto a tutte le suddivisio-

ni di [a,b].

La curva o si dice rettificabile se L{o) <

Lo spazio X si dice finitamente connesso per 'archi se ogni

coppia di punti pud essere congiunto da una curva rettificabile.

Definiamo su X 1la pseudo-distanza d' 1indotta da d, median
te la
d'(x,y) = inf L{o)

dove 1'estremo inferiore & preso rispetto a tutte le curve retti

ficabili che congiungono x e y.
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Per la disugquaglianza triangolare e

d(x,y) < d'(x,y) .
Se
d(x,y) = d'(x,y) per ogni X,y € X,
d si dice pseudo-distanza interna.

LEMMA 1.7.1. Séa D un dominio di¢ E (oppure una varceta com

plessa connessa). La gunzione Yp Dx E - R+ (Y~ ¢t D x T(D)] ~» R+)

D
¢ Localmente Lipschitziana.

Dimostrazione. Omessa.

LEMMA 1.7.2. Pern un D come nel Lemma precedente, La funzione
XD : Dx & » R, K : D xT(D) ~ R+} o semicontinua AuperLor-
menie.

Dimostrazione. Omessa.
Per la dimostrazione del lemma 1.7.1 e del lemma 1.7.2 51

rinvia i1 lettore a [14] .

Preso D come nei due lTemmi precedenti, sia £ una curva djf

ferenziabile a tratti in D, e sia o : [a,b] + D una rappre

sentazione parametrica differen}iabile a tratti di £ .

Per i1 lemma 1.7.1 possiamo definire la "lunghezza” di £ ri

spetto a Yo con
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D
L () = [ vplo(t)so'(t)) dt
O
Siccome TD(x,av) = %aITD(x,v) : LY(K) non dipende dalla rap

presentazione parametrica differenziabile a tratti o.

I1 dominio D, essendo connesso e localmente connesso per ar-

chi, & connesso per archi. Quindi comunque prendiamo x e y 1in

D, questi si possono congiungere con una curva differenziabile in
D.

Per x,y € D, definiamo

C (x,y) = inf L (2)
D Y

dove 1'estremo inferiore € preso rispetto a tutte le curve diffe
renziabili che congiungono x e y 1in D. Dalla continuita di

YD(cfr. lemma 1.7.1) seque che ci6 € lo stesso che fare 1'estre-

mo inferiore rispetto a tutte le curve differenziabili a tratti
AV

che congiungono x e y. Quindj CD é una pseudo-distanza.

Per £,,&£, € A, applicando la (1.6.3), abbiamo

"\ D . b
Cﬁ(gl,gz) = inf | Y&(n(t),g’(t))dt = inf | < o'(t) }g(t)dt = w(Ey,6,)
3 A
0ss1a
C, (51:82) = w(Ey,85) = C,(£1,585)

Quindi per ogni f € Hol(D,A) e per ogni curva differenziabile a
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tratti g congiungente x e y in D, dalla proposizione 1.6.1,

abbiamo

<
-

QU — O

YD(U(t),U'(t))dt. Prendendo 1'estremoinferiore rispetto a

tutte le curve differenziabili a tratti congiungenti x e vy

in D, si ha

o(F(x),F(¥)) 5 Cplxay) |

Prendendo ora 1'estremo superiore rispetto a tutte le

f € Hol(D,A) si ha

ay
CD(x,y) < CD(x,y)

Abbiamo visto che due punti x e y in D si possono con-
giungere con una curva differenziabile £, espressa da una funzio
ne differenziabile o : [a,b] - D. Per il lemma 1.7.2 possiamo

definire la lunghezza di £ rispetto a KD con

Siccome XD(x,av) - ia[KD(x,v), L, (&) € indipendente dalla

K
rappresentazione parametrica differenziabile .

Per x,y € D definiamo
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4y

dD(x,y) = inf LKUi)

dove 1'estremo inferiore & preso rispetto a tutte le curve dif-
ferenziabili che congiungono x e y in D. Dal Temma 1.6.4
seqgue che ci0 é 1o stesso che fare 1'estremo inferiore rispetto

a tutte le curve differenziabili a tratti congiungenti x e vy
AV
in D. Quindi dD(x,y) e una pseudo-distanza.

Si dimostra (cfr. Teorema 7.4 di [14]) che

v

dy(X,y) = dp(x.y) per ogni x,y € D,
cioé la pseudo-distanza di Kobayashi & la forma integrata di X
Tale risultato mostra che d - ¢ ura distanza interna se D

D

iperbolico.
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