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[l risultato del teorema 1.5.1 & conseguenza di alcune pro
prieta per le distanze di Kobayashi e di Carathéadory 1in do-
mini di spazi di Banach complessi. Nella dimostrazione si uti-

11zza la nozione di curva geodetica complessa in B: sia

g : A - B una applicazione olomorfa tale che g(0) = X s allo

rd

Y

w(0.8) > CB(xO,g(g)) per ogni £ € A

se vale l'uguale per ogni ¢ e A, v = g{A) si dice curva

geodetica complessa per X,

Per ogni x € B, x # 0, 1'immagine di A per 1'applicazione

lineare ¢ ¢ 3 - X e l'unica curva geodetica com

X1

plessa per 0 contenente x.

Il teorema 1.5.1 wvale anche per 1 <p < 2 € 2 <p < »

Per p =2 11l teorema non vale in quanto il disco unita aperto

di ogni spazio di Hilbert & omogeneo.

5 1.0. METRICHE DIFFERENZIALI DI KOBAYASHI E DI CARATHEODORY.
Con le stesse notazioni del §1.4 sia D un dominio di E.

Le considerazioni che seguiranno si estendono al caso in cui
D € una varieta complessa. E € allora lo spazio tangente a D
in X,

LEMMA 1.6.1. Datc x e D, v eet, £, € A, esstone h € Holi{n,D!

e te @ tale che h(go) = x ¢ d h(EO}T =y .
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Dimostrazione. Per ogni intorno aperto U di x 1in D, esi

ste una seminorma continua p su E tale che Bp(x,l) cU.

Se p(v) > 0, prendiamo k e Hol(C,E) definita da

Risulta k(A) CU e quindi k[& e Hol(a,U). Inoltre k(0) = x,

dk(0)p(v) = p(v)k'(0) = v. La funzione h definita da
- )
[ £ - &,
h(g) = k - J
\ -
I-¢ ¢
2
e i1 vettore 1= p(v)(1 - lgol ) verificano il lemma, nel ca-
so p(v) > 0.

Se p(v) = 0, basta prendere 1la funzione h € Hol(a,D) defini-

ta da

h(g) = x + v (£ € A),

2
con t= (1 -Jg | )

C.V.D.

Dal lemma 1.6.1 segue che ha senso porre

X(x,v) = inf T (1.6.1)
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dove 1'estremo inferiore €& preso su tutti 1 re (, £ € 4,

h € Hol(a,D) con h(g) = x e dh(g) t= v.

Siccome A @& omogeneo e gli elementi di Aut(a) sono isometrie
per 1a metrica di Poincaré, possiamo mantenere 5 e 6 fisso nel

la (1.6.1). In particolare scegliendo £ = 0, abbiamo

,‘_r"r

X(x,v) = inf{lr|: re €, h e Hol1(s,D).,h(0) = x, dh(0) t= v .

La funzione
X :DxE e R

+

si chiama metrica differenziale di Kobayashi in D.

Sia h e Hol(a,D) una funzione che verifichi il lemma 1.6.1,

e sia g € Hol(D,s). Allora

dg(x)v = dg(h(e ))-(dh(z ) = d(goh)(c )r

Siccome goh € Hol(ar,aA), dalla 2) del Temma di Schwarz-Pick

(cfr. § 1.2) seque che

dg(x) v 1d(goh) (g )T o (geh) (£ )] I}
1 -1g(x) o 1 -igoh( )[2 : 1 -igoh(¢ 2 * 1 - 5H |
g | YO E)O 9 *-;O)i l‘go
cioé
< dg{x)v> < <T>
3 (V> ) .

per ogni funzione h e Hol(a,D) che verifica 11 lemma 1.6.1.
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Quindi

< dg(x)v> < R(x,V) per ogni g € Hol(D,a).

g(x)

Pertanto 11 numero  y(x,v) € R+ definito dalla

v(X,y) = sup{<dg(x)v> : g € Hol(D,a)}

g(x)
verifica la disuquaglianza
v(x,v) < R(x,Vv) (x € D,v € E) (1.6.2)
e percido & finito.
La funzione v : D x E > R+ s1 chiama

metrica differenziale di Carathaodory in D.

Per a € C:
X(x,av) = |a|X(x,v) e ~y(x,av) = |a| v (x,v) .

V. € £ :

Inoltre, per v )

|

Y(X‘JVI-FVZ) -{E Y(xiv'l) + Y(xivz)!
(non si sa se una simile disugquaglianza vale anche per X).

ROPOSIZIONE 1.6.1. g44 D] un dominco di  E_. Pern ognd

]
F e HOE(D,D?J, X €D, vet, nrisulta

KD](F(x),dF(x)v) < KD(x,v) e YD](F(X),dF(x)v) < YD(x,v)
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Dimostrazione. Seque banalmente dalle definizioni.

In particolare, se F € Aut(D), allora

K. (F(x),dF(x)v) = KD(x,v) e YD(F(X),dF(x)v) = YD(x,v)

D

ESEMPIO 1.6.1 S1a E =0 , D =A. Presa g : g+—> ¢, €

Poiché dg(g)r = v, & anche

Quindi dalla (1.6.2) abbiamo

w&(égT) = Kﬁ(g,T) = — , (£ ea, ¢ el) (1.6.3)
) 1 -|g]
In generale per bp = (e € € : | <R abbiamo
Rit |
YA (E,T)=K& (E,1) = 5 B— ,(EE&R,T.EII) (1.6.3")
R R R - [&]

LEMMA 1.6.2. S«a p una seminosuma continua su E e

Bp = Bp{0,1) = {x e E : plx) <1} . Allora

vg (0,v] kB (0,v) = plv) pen ogni v € E.

P P
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Dimostrazione. Supponiamo dapprima p(v) > 0. Per il teorema
di Hahn-Banach esiste una forma lineare continua X su E tale

che

AM(v) = p(v) e A (y)] < p(y) per ogni y € E.

Quindi X € Hol(Bp,&) . Sia h : A——+ B definita dalla

Dalla 1.6.3 e dalla proposizione 1.6.1 segue :

p(v) = v,(0,p(v)) = v, (3(0),A(v)) = v,(2(0),dx(0)v) s vg (0,v) <

Quindi v, (0O,v) = KB (O,v) = p(v) .
P P
Consideriamo ora il caso in cui p(v)

ht = H01(a,Bp) definita da ht(g) =t £ v. Allora

B

0. Sia t > 1, e sia

g (0.v) < Ky (0,v) = Ko (h (0),dn, (0) 1) s K (0, 1) =1 -

P P p

t

ma >0 per ¢t

>4, percid g (0,v) = RB (0,v)=p(v)=0 .
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Per ogni R > 0, posto Bp(O,R) = {x e E : p(x) < R} abbiamo

g (0,r) (0V) = ¥g (o,p)(0:V) = p(;) per ogni v € E. (1.6.4)

P P

2
ESEMPIO 1.6.2. Per (g£,,8,) € D =ax 28, (t,5t,) €l , si ha

Y&xﬂ((gl’a?)’ (T1,T5)) = K ((E1:5:)5(11515)) = max(cfl}gl ,

Dimostrazione. Consideriamo il caso in cui &, =&, = 0 .

Sia p : € x @ > R Tla norma cosi definita:
2
Chiaramente D =aAxaA =8B ={yeC : n(y) <1}, percio

P

dal lemma 1.6.2 abbiamo

({0,0)5(T19T2)) = K ((O:O):(ﬁ!"fz)} =P ((TlaTz)) -

T AxA AXA

=~ maX{iTl giTz‘} = MdX { “:TI:" 5 {:TE:}O} .

0

La conclusione, per il caso in cui (&,,&,) # (0,0) segue dal
fatto che i1 gruppo Aut(D) opera transitivamente su D 1lascian

do invarianti e X_ .
i D

C.V.D.
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LEMMA 1.6.3. Scano D e D, domnt nispettivamente di E ed
E,. Per (x,x;) €D x Dy e (v,vy) €ExE nsulia

,KDXDI([X,Kl},(U,vll] = max {Kv(X,U} , KDl(x V1)) .

Dimostrazione. Siano F ed F, le proiezioni di D x D; ri-

spettivamente su D e D, . Dalla proposizione 1.6.1. seque

Kp(xs¥) = Ky(FOGx1 )5 dF06x0) (viv) 5 K ((66x)5(v511))

Percio
KDXDI((x,xl),(v,vl)) > max{KD(x,v),KDl(xl,vl) . (1.6.5)
Sia h € Hol(a,D) (h, € Hol(a,D,) tale che

con te € (t, € €). Applicando ancora la proposizione 1.6.1 e

successivamente 1'esempio 1.6.2, abbiamo

KDxDl((x:xl)!(Vavl)) N K&X&((O,O),(T,Tl)) = maX{}T|,lT1|} .

Passando quindi agli estremi inferiori abbiamo
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KDxDl((x,xl)(v,vl)) < max {KD(x,v),KDl(xl,vl)} . (1.6.6)
Dalla (1.6.5) e dalla (1.6.6) risulta
KDxDl(x,xl),(v,vl)) = max{XD(x,v),XDl(xl,vl)} : C.V.D.

LEMMA 1.6.4. Pern ogni >0, esiste un «ntorne V do (0,0) 4n
Bp(O,R)xE ftale che

KB [O,R)(X’U] <

P
pern ognd  (x,v) € V.

Dimostrazione. Consideriamo 1'intorno V = Bp(O,-g ) X BD(O, Rz ) .

R R + ¢
Per x € Bp(O,EJ e V€ Bp(O, 2

) la funzione f e Hol(aA,E)

definita dalla

f(g) = x + a2 v
£
applica A in Bp(O,R). Siccome f(0) = x e df(0) §-= vV,
dalla proposizione 1.6.1 abbiamo
£ € \_ 3
KBD(O,R) (X,V) - KBD(O,R)(f(D),df(O) *Zd )-{. Kﬂ(oa 2 )" 2 < E
C.V.D

LEMMA 1.6.5. S<a D un dominio di E. Per ognd x € D
TD{X,']@ una seminorma continua su E. Se D & Limitato, e se p
e una seminouma continua su E  tale che Bp(x,RJ CD pern un

R>0 eun x e D, allora YD{x,-} ¢ una seminorma equivalente

a p.
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Dimostrazione. Per x € D, esiste una seminorma continua
p su E eun R >0 tale che Bp(x,R) C D. La traslazione

che porta y in x+y , applica BD(O,R) in Bp(x,R).

Applicando Ta proposizione 1.6.1 e la relazione (1.6.4), ab-

- ) _ _ p(v)
biamo v (X,V) s vg (x,R)(x’“) Yg (O!R)(O,v) = 2
P P
per ogni v € £, c10é
Yo (X,V) < pLV) per ogni v e E.
D"/~ R
D'altronde YD(x,av) = JaIYD(x,v) o YD(x,v +u]) < YD(x,v)+

-

+YD (x,vy) » percid YD(x,-) ¢ effettivamente una seminorma
1

continua su E.

Sia ora D Tlimitato. Allora per ogni seminorma continua p

su E esisteun R' >0 tale che D C Bp(x,R') con x € D,

quindi per la proposizione 1.6.1 risulta

p(Vv)
X

(x,v) > v (x,v) = per ogni v € E .

B (X:R")

D'altronde se p & tale che esiste un R > 0 per cui

Bo(x,R) ¢ D, allora vale

YD(x,v) < pév) per ogni v € E.
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Perci0 abbiamo

péT) < YD(x,v) < R%F) per ogni Vv € E,

cio0é YD(x,-) & una seminorma equivalente a p.

C.V.D.

§ 1.7. METRICHE INTERNE

Ricordiamo 1a noziore 4i metrica interna, rinviando per maggig

ri dettagli a W. Rinow [7].

Sia X uno spazio metrico connesso con una pseudo-distanza d.
Data una curva o : [a,b] — X, la sua lunghezza & per definizio-

ne

L(o) = sup Zjd(g(tj_]),a(tj))

dove 1'estremo superiore €& preso rispetto a tutte le suddivisio-

ni di [a,b].

La curva o si dice rettificabile se L{o) <

Lo spazio X si dice finitamente connesso per 'archi se ogni

coppia di punti pud essere congiunto da una curva rettificabile.

Definiamo su X 1la pseudo-distanza d' 1indotta da d, median
te la
d'(x,y) = inf L{o)

dove 1'estremo inferiore & preso rispetto a tutte le curve retti

ficabili che congiungono x e y.



