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§ 7. TORI INVARIANTI E MOTI CONDIZIONALMENTE PERIODICI.

Nella sua famosa e premiata (dal re di Svezia) memoria sul pro-
blema dei tre corpi, in cui dimostrava il teorema di inesistenza de-
gli integrali primi di cui abbiamo appena parlato, Poincaré asseriva
che questo avrebbe implicato 1l'inesistenza di soluzioni condizional-

mente periodiche, esprimibili in serie della forma:

i(k, £+k, z)
2(t) = 20 A (LG e &
k1k2 1 12

anche in assenza di termini secolari dovuti a ''risonanze esatte'
k1 n-%k =0.

Welerstrass per0 non rimase convinto, e scrisse in una lettera 1l
caustico commento: ''Questa osservazione, che € di fondamentale signifi-
canza, viene data senza dimostrazione' . In effetti il teorema di Poincaré
sugli integrali primi esclude che il problema dei 3 corpi possa essere
completamente integrabile nel senso del teorema di Liouville-Arnold,
cio€ che un intero aperto possa essere riempito di tori invarianti
T(A,B) , definiti da H=A, I =B (un altro integrale) su cui il moto
risulterebbe quasi periodico o periodico a seconda del numero di rota-
Zzione.

Percid® alcuni dei tori invarianti presenti nel problema dei 3 cor-

pl ristretto per = 0 sono ''distrutti dalla perturbazione' per

u > 0O . Questo non significa affatto che alcuni altri tori invarian
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ti non siano "conservati" per u > O (cioé che una loro deformazione
con parametro u non sia invariante anche per y > 0O ) con tutto il
loro corredo di orbite condizionalmente periodiche.

Per avere una intuizione geometrica della situazione possiamo ab-
bassare ladimensionalita della situazione fissando prima il valore del
la costante di Jacob< H , in modo che il moto (20) si svolga su di
ana fissa varietda di dimensione 3 nello spazio di coordinate (4,z,L,G).
Facciamo quindi una sezione trasversale al moto: troveremo una superfi-
cie S di dimensione 2 , tale che i punti di S (di un aperto su S )
stanno su orbite che restano distinte almeno per un certo tempo T .

Se pero si considerano le orbite globalmente, ogni orbita incontra S

piu volte. Per esempio se Yo € un'orbita periodica, possiamo suppor-

re che Y, attraversi S solo in un punto S N y, , perd 1'orbita ripassera
dello stessopunto Yo, S di S dopo ogni periodo. Consideriamo al-

lora £'applicazione di Poincaré di S 1in sé definita dal seguire ogni

orbita di P; per un giro attorno a P, fino a che incontra di nuovo

per la prima volta S : 1 punti fissi o periodici di questa eu : S—S
corrispondono ad orbite periodiche.

Per esempio definiamo S in questo modo: prendiamo per variabili
gli integrali primi (29) del problema dei 2 corpi, e la longitudine me-

dia £+g , nel sistema sinodico (ruotante) con z =g - t al posto di g :

= -VZL - 2G sin z

(39) n m cos 7 Variabili di Poincarne € ) ,n,A)
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queste conservano la forma canonica delle equazioni, con nuova hamilto-

niana uguale alla vecchia , nelle nuove variabili, per esempio per u = 0O :

(40)  Ho=-—% -G=-—- g+ (g2eg2)
2L 2 A 2

e per di piu sono definite anche per e =0, cioé L =G , cioé sulle
orbite circolari, purché si ponga in tal caso A =6 -t .

Come sezione trasversale S prendiamo A =0 . Allora per u =0
vi sono 1 tori invarianti L = cost, G = cost cioé H, = cost, 2L-2G =
= cost che tagliano S 1in circonferenze -% (E°+n® ) = 1T = costante
su cui stanno o punti periodici cioé fissi per oF . pintero, 0 le

tracce su S di orbite capdizionalmente periodiche (3 seconda del nume-

S — . _

S S A
}iiiﬁ‘h T,
‘Z!.‘

Fig.8: 1'applicazione di Poincaré Fig.9: tracce su S dei tori

eu(q) = s invarianti per p= O
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ro di rotazione), tutte orbite ellittiche in realtd nel riferimento sidereo
(fisso). Allora quando A aumenta di 27 , Cio€ quando si ripassa da

S perch& X & un angolo , z aumenta e l'applicazione di Poincaré &

una rotazione di un angolo w(t) (nel piano & ,n ), angolo che di-

pende da T = % (E% +n%).

Ora A =L2+g-t , £=n (t-to) e percid quando ,

sull'orbita , A aumenta di 27 4 & passato il tempo

2T (n -1)_1 , € 2 €& aumentato di 2T(n - 1)- percid su T =L -G =
= cost, w (1) = n2 "1 dove n = —-3-]- é il moto medio sull'or-

- L
bita di energia H, ( G deve essere eliminato tramite
Ho = = —‘1"2' - G = cost ). Semplici calcoli consentono allora di sviluppa-
2L
re in serie la funzione w (1), analitica in T
w(T) = We + W, T + ..,
(41) y
w0, = 2T 0, = _6mn ‘3 :
ng_l (1 = nﬂ)3

dove n, & il moto medio st 11'orbita circolare £ =n =0 ;

cioé l'applicazione 7o  in coordinate polari P =Yy & +n , 2 Si
scrive:

I:j:l = Po
(42) we - Tust map di Mosen

)
el
I
3
0
e
=
—
|
!
~1
E
(]
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Ora dalla (42) si deduce che la matrice jacobiana A di 0, in

£ = n =0 ha autovalori +1 wo (parché w, sia ben definito,

Cioé no # 1 ); perciéo det(A - vI) = O non ha tra le sue soluzioni

v = 1 purche

(43) W, # 2kT k 1imtero ,
e quindi 1l'equazione del punto fisso

(44) eu (£,n) = (E,n)

la cui soluzione € (0,0) per u©v =0, ha una ed una sola soluzione

vicina a (0,0) per |  abbastanza piccolo, per il teorema della fun

zione implicita ordinario. Percio per y  abbastanza piccolo esiste una

orbita periodica che € la continuazione dell'orbita circolare £ =n =20 ,
2y

purché valga la (43) cioé purché : Wo = = # 2k cioé

1 , . : :
N, - 1 #TE ,» K inter),''ondine di nisonanza > 1" . Tale orbita perio-

dica si dice orbita pe Lodi.a di 14 ppecie (di Poincaré) del problema (20).
Questo risultato »ttenuto con il teorema delle funzioni implicite
elementare ci pone 1l'interrogativo: esiste un'altra forma di teorema delle

funzioni implicite che ci consenta di trovare non un punto fisso, ma una

curva invariante chius..

(45) Y : s> (E(s) n (s)) Y (s) =y (s+Zkm )
U U U

tale che su di essa il flusso sia lineare nel parametro s , cio€ valga :
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(46) Y (s+2no) = EJUBYL(S) s € R

per ogni u > O abbastanza piccolo?

Ogni simile curva invariante su S darebbe luogo ad un toro invarian-
te nello spazio delle fasi, e quindi ad un sistema ad 1 parametro s di
soluzioni condizionalmente periodiche. Gia G.D. Burkhoff§ (1527) trovo una
serie di potenze che definiva formalmente un cambiamento di variabili con

cui era possibile ricondurre 1‘'applicazione @u di Poincaré per H > O

alla forma (42) che essa aveva per u =0 , con  wo = wo(H) ,

Wy =uw (y) ... Tuttavia tale cambiamento di variabili non poteva con-

vergere in un intero intorno di & = n = 0 perché altrimenti vi sarebbe
ro stati troppi tori invarianti, tanti da contraddire 1l teorema degli in-
tegrali primi: ed in effetti nella definizione della funzione generatrice

W della trasformazione cercata da Birkhoff compaiono i piccoli divisorx

1

k n -k, che possono annullarsi per n = — razionale o essere tanto

L
"'viccoli" da far divergere la serie.

Soltanto negli anni '60 fu possibile provare che tuttavia la funzione
generatrice e quindi la trasformazione erano definite su afcund tori , 1l
che equivale a trovare le curve invarianti (45), (46) : precisamente sia

A =1L tale che n =-% sia non solo irrazionale, ma non troppo ben ap-

L
prossimabile con i1 razionali , cioé tale che esistano due costanti c(n),

r(n) > O tali che :

47) | kn -k, > |k [Hk]|}7" k ,k, ) # (0,0)

Allora £ toro Lnvariante definito da Ho , A =L ¢ conservato pex
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u > 0, cioe esaste una curwa invaruante Y che soddisfa (45) e (46)

u
1 1 . . .
—; » T =-£; , ldenticamente rispetto a u pen U

con g =

abbastanza piccolo,

(Teorema di Ko&mogorov - Arnold, 1963).

Ora i numeri irrazionali n che soddisfano alla (47) per qualche ¢ , r
sono quasi tutti (il loro complementare ha misura O ) ma non riempiono
alcun intervallo: cio€ ''quasi tutti' 1 tori sono conservatl per qualche
M > 0, perdo nessun aperto pudé essere riempito di tori conservati. Al
contrario 1 tori con numero di rotazione razionale sono 'distrutti'' dal-
la perturbazione e di essi restano solo orbite periodiche isolate, conti-
nuazione di orbite ellittiche risonanti del problema dei 2 corpi in coor
dinate sinodiche (onbite periodiche di 2% specie di Poincané-Birkhof4-
-AMenstonf ).

Questo risultato non solo risponde positivamente alla domanda sul-
1'esistenza di soluzioni "“'condizionalmente periodiche'' posta da Weierstrass
(e Platone), ma consente di risolvere il problema della stabilita delle
soluzioni.

Prendiamo infatti un'orbita risonante circolare con qno -p =0 ;
per u > O da essa si otterrd per deformazione un'orbita periodica di

12 specie. Con tecniche ancora pit sottili di quelle di Arnold, Moser e

Siegel hanno provato che sew o, # g—;-}l-(' , h=1,2,3,4 , kint, <C10€ se
h :
(48) No # 1 + T h=1,2,3,4, kint, ovwero ne # p/q con| p| -|q< 4
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(ondine di nisonanza > 4 ), allora in un intorno piccolo a piacere di
£ =n= 0 L'applicazione eu poéaiede'(pe& u  abbastanza piccolo)
nginite  cuwrve Lnvarlantl (45) (46) . Percid 1'orbita periodica o di
12 specie ottenuta dal punto unito di eu e circondata da tori inva-
rianti arbitrariamente vicini, che sulla superficie di livello di H,
in cui si svolge il moto separano un sistema fondamentale di Linfornd di o
dall'esterno rendendoli invardianti pern L glusso integrale: ogni condizio
ne iniziale assegnata vicino ad o da percid luogo ad una soluzione per
sempre ( t e JR) imprigionata tra due tori invarianti. (Stabi{litd pen
t — + oo ). La situazione estremamente complicata che si produce nel-
1'intorno di una di queste orbite periodiche risonanti di 12 specie €
descritta dalla figura (da Arnold) nella quale possiamo notare che delle
orbite periodiche di 22 specie alcune sono stabili e circondate a loro
volta da tori invarianti, altre instabili e accompagnate da varietada in-
varianti che si intersecano tra loro dando luogo ad un intrico di inter-
sezioni (punti eteroclinicd ed omoclinicd ).

Gran parte della teoria moderna dei sistemi dinamici strutturalmente

stabili nasce dallo studio di queste varieta invarianti, ma questo discor

SO c1 porterebbe fuori tema.
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Fig.1l0: struttura qualitativa delle curve invarianti
nell'intorno di un punto su di un'orbita periodica di
Prima specie con ordine di risonanza > 4 (da Arnold cit.).



