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2.4. Rappresentazione della misura di Lebesgue.

Useremo ora il Teorema di Loeb per rappresentare la misura di Lebesgue
su [0,1], come & stato fatto da Anderson [9] ,[10]. Tale rappresentazione
si & rivelata utile, perché € in un certo senso una rappresentazione "di-

screta", come preciseremo piu avanti.

Sia w € *Nﬁuﬂ, e si divida 1'intervallo *[0,1] (dove si pensa O

identificato con 1) con una partizione *-finita in « parti
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Sia B 1'algebra dei blocchi interni (unioni «-finite di tali intervalli)

generata da tale partizione. Si definisca una probabilita uniforme m su B
ponendo
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I1 teorema di Loeb da una misura o-additiva L(m) definita sulla o-alge

bra L(B).

Si consideri allora,
L=(X:Xc[0,1], st (X)eL(B)

Dimostriamo che:

(i) & @ una o-algebra contenente i Boreliani
(i1) Definendo A(X) = L(m)(st“](X)) , ST ha che X ¢é la misura di Lebe-

sque.

Diamo solo uno sketch della dimostrazione di (i) e (ii); per i dettagli

vedere [9] ,[10],[11] , dove si prova che ogni misura di Radon su uno spazio

compatto si pud rappresentare analogamente a quanto si fa per la misura
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di Lebesgue.
In [27] si trova una discussione di quali siano gli spazi topologici X per

Cui st;] porta Boreliani di X din insiemi che stanno in L(*GJ(X)).

- ™ - L . *
Dimostrazione di (i). Per semplicita supporremo w = n!, con n € N\N.,

$ & una o-algebra poiché 1o & L(B). Basta allora vedere che & contie

ne intervalli della forma [a,b). Poiché esistono successioni di numeri razio

nali
d; £ ad; ¢ $ a5 < 4
D; s by < $b s < b
tali che
[2,b) = nen mgN [an’bm) ’

e sufficiente dimostrare che, per a,b razionali, st-][h,b) € L(ﬁB).

Osserviamo ora che, se —— e[O,]] . LI con 0 < v <w, essendo
n N w
—%%—e *N. Denotiamo, per x € [0,1],
*
q(x) ={y :ye [0,1],y <x, y&x]
Vi1 V2
Sia [a,b) ¢ [0,1],con a,b razionali per cui a = — b = — . Allora
-1 - V1 V2
st [a:b) - (L'{:‘ s T)"‘N Q(b)) U q(a)
vy V2
Poiché E:—— », — ) € B , & sufficiente dimostrare che, per ogni razionale

w w
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0 <ag1,q(a) e L(B).

L v

Si prenda k € N tale che 0 < < a ¢ ue*N tale che a = —

Ne seque

per cui q(a) € L(ﬁB).

Per dimostrare (i1) si tiene conto del fatto che per ogni intervallo

la,b) & afa,b) =b - a, e poi si procede in modo ovvio.

La rappresentazione sopra descritta si & rivelata utile (vedi [10][13]) per
la costruzione del moto Browniano e per una dimostrazione del tutto combinato-
ria della congettura di Edworth. L'utilita viene proprio dal Teorema 6 e dal

fatto che, se g : [0,1] + R & misurabile secondo Lebesgue, allora

s &
°g=st . g: [0,]] ~R é L(m)-misurabile ed & costante sugli intervalli




