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dove 11ft I è la norma di f in B(X).

Verifl'ca dl' (1'1'). Se per ognl'_ _ T e H si ha L(f ° T) = L(f), allora per

Dunque

VI
s ol ...

per cui

M(f) = st[w-
n

vl
.:.

v
'\(*f)] = st[w-n • wn L(f)] - L(f)

'l

(Si noti il carattere combinatorio della dimostrazione!).

Dalla Proposizione 6 si può dedurre il noto risultato sull 'estensione del

la misura di Lebesgue su [O,lJ ad una m.p.f.a. invariante per traslazioni

(mod. l). Infatti sia L un funzionale che estende ffd~, con À misura di

Lebesgue,(vedi parte l°); il resto segue dal fatto che il gruppo delle tra­

slazioni è abeliano.

2.2. IL TEOREMA DI LOEB.

Nella l° parte si è visto come ogni m.p.f.a. su X possa essere "solle­

vata" ad una m.p.f.a. sull'algebra *'P(X) attraverso il diagramma (1.8).
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Partiremo ora da una situazione un po' più generale, supponendo di avere

una terna (A, 13 ,m),

toinsiemi interni di

dove A è un insieme interno, f3 un'algebra di so!

•A e m:A 7 R+ è una funzione interna tale che

( i )

( i i )

m( 0) - O

m(Y l U Y2) = m(Y l ) + m(Y2) per Y (~
l

•

Attraverso m si può definire una mlsura finitamente additiva 'm su ~,

a valori in 7, con

0m(Y) ) st(m(Y))

l + 00

se m(Y) e finito

altrimenti

Si indichi con L( fa) la 'Illinimq a-algebra di sottoinsiemi (esterni) di A

contenente fa.

TEOREMA 4: La m.f.a. °m si può estendere in modo unico ad una misura

a-additiva L(m) definita sulla a-algebra L(~) tale che

( i ) L(m)(B) = m(B) per ogni B e ~

(ii) L(m)(Y) = inf (Om(B) : B e }3 , B-:> Yl

(iii) Se L(m)(Y) < + oo:=} L(m)(Y) = sup{Om(B) : B e /3, B~ Yl

Si può visualizzare con il diagramma commutativo:

ft3 m y, (Se xè infinito a11 ora

r °m 1st st x = + 00)

L( ~) L(m) -R+
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La dimostrazione fa uso del teorema di estensione di Caratheodory e del­

la seguente proposizione.

PROPOSIZIONE 7. Dato (A,f3) con

toinsiemi interni di A e dato Bn
k

es i ste k per CUl B ~U1Bn'

A interno e fa collezione di sot­

e l'l, n e ~, B e il, B c \!."B , a11 ora
f" -nel' n

Dimostrazione: Si definisca l'insieme interno (per il POI)

E={v:ve"'N ,
n=v

B c: U B l.- n=o n

Esso ammette minimo, che non può essere infinito poiché B c;: U.,B .- ne" n

Sketch della dimostrazione del Teorema 4: Si formi con °m la mlsura

esterna m nel solito modo:

m(Y) - inf{ E °m(B ) : U B::> Y
n=o n n=o n -

,B e jal
n

La proposizione 7 serve a dimostrare che m è contabi1mente subadditiva,

il che dimostra (i).

Verifichiamo (ii). Dato Y e L(j3) con L(~)(Y) < + ~ ed E > O esiste

B c B, c ... c Be ... tale che:
0- - - n-

-Yc::C-U Bn=o n e L(m)(C) < L(m)(Y) + E.

Si estenda per il principio di comprensione la successione {B : n e Nl
n

ad una successione interna

- d "'''o .,puo pren ere un w e "-,,

'"{B : v e Nl . Per l'osservazione 2.0.1 si
v

tale che, per ognl A, O ~ A ~ w, segue

BA C B l' e inoltre m(B) < L(m)(Y) + E. (Osservare che m è definita- A+ w

su B perché m è interna).
w
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Ma essendo Y, C CB, ne segue che L(m)(Y) < L(m)(B ) < L(m)(Y) + E.
w 'w

(iii) è simile. Nel caso che 'm •
Sla una misura di probabilita, l'uni-

cita della estensione si dimostra abbastanza facilmente (cfr. [30]). Nel

caso che °m sia una misura non-limitata, tale dimostrazione è stata da

ta da Henson [26J.

2.3. PROBABILITA' FINITAMENTE ADDITIVA o a-ADDITIVA?

La risposta a tale domanda sembra essere "finitamente additiva"; l'as

sioma di a-additivita, per una probabilita sembra pesante e innaturale,

come de Finetti sostiene in [22J .Tra le motivazioni addotte c'è il fatto

che una probabilita a-additiva non può essere definita in generale per

tutti gli eventi a causa del teorema di Ulam, e che non si può definire una

probabuita uniforme a-additiva su uno spazio numerabile.

D'altronde non si può escludere il vantaggio tecnico che si ha quando si la

vora con una misura a-additiva. Per ripetere le parole di Halmos([24])

pag. 187) "i nfi nite additi vity does not contradi ct our i ntuiti ve i deas, and

the theory built on it is sufficiently far developed to assert that the

assumption is justified by its success".

Il Teorema di Loeb e i risultati conseguenti:adesso (vedi [10][IlJ[12][28J

sembrano dare un'alternativa alla disputa sopra ricordata. Sia

levata ad una funzione di insieme interna

[29J)

~ : lP(X) .. [O, l] una m.p.f.a.; essa, come abbiamo

'"m = ~ :

visto, può essere sol­

'"lP(X) .. '"[O, l] per

es tenda. °m a

Col teorema di Loeb si

L(m) è a-additiva ed è

*IP(X) .f3 =

L(m) : L( P) .. [O, lJ. Allora

°m = st ° m è una m.p.f.a. su•
CUl

una "buona" misura per lavorare tecnicamente. Dentro L(JS) ci sono tutti

gli eventi standard; infatti questi sono dentro ftB, per il fatto che


