
- 1 -

ME "ODI NON-STANDARD IN TEORIA DELLA MISURA (-)

P A R T E I

PREMESSA.

La presentazione dei metodi e degli strumenti non-standard con cui lavo

rE "emo sarà breve e anche poco precisa in qualche punto. Ciò è dovuto al

fa tto che ci preme non appesantire troppo il discorso all' inizio, per non

"disgustare" coloro che non hanno familiarità con tali metodi. Daremo sol

talto le principali definizioni, i principali risultati e le idee conduttri

ci che ci dovrebbero mettere in grado di seguire agevolmente la prima parte

di tale seminario. In questa si danno i teoremi di rappresentazione non-sta~

da"d di misure e funzionali lineari .In realtà,a nostro parere, questi teor~

mi sono più di natura descrittiva che sostanziale; essi però ci portano in

un ordine di idee che ci consentirà, nella seconda parte, di dare altri ri

sultati più profondi e che stanno cominciando ad avere successo in teoria

della misura e calcolo delle probabilità. (vedi [8] [9][10][13][29J).

'"( ) Seminario tenuto presso l'Istituto Matematico de11 'Università di Lecce

il 18 e 19 Maggio 1978 da Sauro TULIPANI (Università di Firenze).
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O. - INTRODUZIONE.

0.1. Si cons i deri IO l'insieme dei numeri reali R e un insieme arbi-

tI l ri O X, in generò e i n- nito, che sarà poi l'insieme sui cui sottoin-

s" !mi sono definite e mi, ire che considereremo. La supers truttura V di

be se X e R è la ;0 11 e~ ione degl i insiemi che si possono formare da

X e R con un numero finito di applicazioni dell'operazione insiemisti

ca di potenza: ~ (Y) = insieme delle parti di Y. In realtà V stesso

è un insieme; sono elementi di V i sottoinsiemi di X, i sottoinsiemi

di R, collezioni finite di sottinsiemi, funzioni da X a R, insiemi

di tali funzioni etc. etc .... Inoltre V è chiuso rispetto alle oper~

zilni di unione e di intersezione finite, prodotto cartesiano finito ... ;

in;omma V è proprio la collezione di insiemi dentro la quale possiamo

trlvare tutti gli oggetti matematici standard che adopereremo in tale s~

milario. Per ragioni tecniche si suppone X e R disgiunti e ogni indi

vijuo X i XU R fon avente elementi in comune con V.

Si considerino d( lli i siemi ·X,·R tali che .xVX ·R~R: la supe.!:

struttura V' sopri ·X ~ lI.'ll è definita in modo analogo. Ci interessa

no quelle V' per ( li es ;te una funzione .: V -+ V' soddisfacente i

seguenti assiomi:

l). è l'identi l sug i ind vidui, cioé sugll elementi di X li R.

• •2). è una e-il nersi ne. C oé A e B <==-) A e B o anche

• .A::> {...A : A ; cA} (se A,;: X li R l'A~ A)

3). non può es ~re indentità. Per tutti gli cA infiniti

~ #' {·A : A ' J.,}

4) Il Principio i Tra sfer (abbr. PT).

Quest'ultimo afferm, che è una proprietà espressa da una

formula del primo o dine imitata, allora:



- 3 -

L, formula ~ è uné delle formule che si possono costruire dalle formule

b, ;il ari de l ti po v € U. V = u. con un numero fi nito di pass i adoperando

Cl ~giunzioni 1\ ,disgiunzioni Y, implicazioni +, +-+ e infine i qua.!!

t· ficatori limitati; per ques ti ultimi si intende che davanti ad una for-

mLla si può scrivere (3 v € x) ... o (V v e x) ... con x costante

o variabile. Daremo più avanti esempi di come si app l i ca ta le principio.

Slperstrutture V' e applicazioni * che godono le proprietà elencate

e! istono e si possono "costruire" in vari modi facendo uso però in tutti
. ,

dell'assioma di scelta o al massimo di qualche assioma solo un po' plU d~

bole di esso (vedi [1][2][7J).

0.2. Descrizione di *R. Siccome R è un campo ordinato, anche *R

10 è, per il PT. Tuttavia *R non è (e non può essere poiché *R] R) ar

et imedeo.

Tale proprietà infatti, non si esprime mediante una formula a cui si può

arpl i ca re il PT.

C' sono alcuni sottoinsiemi di *R limitati superiormente che non ammettono

Slp. Quali siano gli insiemi limitati per cui esistono gli estremi verrà chia

rito nel punto 0.4. Piuttosto qui diamo delle proprietà algebriche di *R

che si trasmettono da R.

Indichiamo con:

*X € R & Ixl < n per qualche n e N}

* *o( R) = {x : x € R & ixl < n+l per ogni n € N}

~(·R), insieme degli elementi finiti, è un anello ordinato.

*o( R), insieme degli infinitesimi, è un ideale massimale in tale anello.
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Inoltre

è nolto impor1:ante I ~r ciò che segue; esso per ogni x finito "sceglie" il

nt nero reale che" r iù si avvicina" ad x. In altri termini, da a = st(x)

SI ~ue che a - x è infinitesimo; si scrive anche

tl'ova allora in una ed una sola classe laterale a

mata monade di a (mon(a)).

a ~ x. Ogni a e R si
>l'

+ o( R); essa viene chia

Gli elementi di >l'R - 6(>I'R) sono chiamati infiniti.

Il seguente disegno può illustrare meglio quanto detto.

---.._--~
INFINITI NEGATIVI INFINITI POSITIVI

0.3. Descrizione di *N Per PT, anche qui molte proprietà si trasf~

...
riscono da N a N. Questo è quello che si dice un modello de11 'aritmetica

*peaniana al l° ordine. Non tutti i sottoinsiemi (non vuoti) di N ammetto-

no minimo, altrimenti >l'N coinciderebbe con N.

Esempio:

>l'N _ N non può ammettere minimo. Se a fosse minimo di tale insieme,

se~uirebbe a; o, per cui a-l e N cosicché (a-1)+1 e N, il che è as

su rdo.

Tuttavia certi sottoinsiemi descritti nel punto 0.4 10 ammettono. N è

un segmento iniziale di >l'N.

Per n e N vale la formula (Vx e N) ... (Vx e N)[.Ax. < n ->- Y.x.=x.];
o n 1=0 1 1 <J 1 J
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a plicando allora il PT si ha che vale

"'(Vx € 1'1) ••• (Vxo n [

n
,., V -

€ ~ ) •Al x. < n... . .x. - x.] .
l = l l <J l J

I oltre "'1'1 è cofinale con "'R; basta applicare il transfer alla formula

(Vx € R)( 3y € tl)(x ~ y) .

Ciò ci dice che ·R non è archimedeo, bensì "'N-archimedeo.

0.4. Gli insiemi interni. La "' si applica a tutti gli elementi di V.

Se 'J è una collezione di insiemi infinita ed ;,. E W allora • •V{ A:A e,l.

Gli elementi di ., sono detti interni, mentre gli elementi che sono im
magini secondo "' sono detti standard. I sottoinsiemi interni di un dato insie

me Y sono gli elementi di ~(Y). Quest'ultimo insieme è un'algebra di Boole,

e ~e Y è infinito "'&'XY) ~ ("'Y) •

Incltre ,.,:ç (Y) ... "'~ (Y) è un monomorfismo booleano. Per il Principio di

Transfer valgono infatti le:

"'(A U B) = "'A U "'B

"' (A - B) = ,.,A' "'B "',0= 0

I l t f A B ·f '. "'A • "'B', seno re, se : ..., segue -

'" '" '" '"(Dom H) = Dom H (Rango H) = Rango H.

H(x,y) è una relazione

Ci sono alcuni insiemi nella superstruttura V', i quali non solo non stan

no nell'immagine di '" (cioè sono standard), ma che non sono nemmeno interni

(e~empio: N, "'1'1\1'1, R etc ... ).

Siamo interessati a considerare la collezione degli insiemi V' che sono
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ins emi interni. Questa collezione si chiama Ampliamento Non-standard di V.

Gli insiemi interni sono importanti come dimostrano le proposizioni seguenti.

roposizione l : I sottoinsiemi non vuoti e interni di *N ammettono mi

nimo.

roposizione 2 I sottoinsiemi non vuoti di *R interni e limitati supe

r"ormente ammettono sup.

imostrazione di l (2 è simile) : Un sottoinsieme A di *N è un elemento

di :l<f'(N). Allora si applichi il PT alla formula:

(V A e iP( N) [A " !il -+ ( j y e A) (V z e A)(y ~ z)] .

0.5. Gli insiemi • -finiti. Dato un insieme V, hanno particolare importa~

nivrca mediante una funzione interna, con un segmento di

za i sottoinsiemi interni di
:I<
V che si possono mettere in corrispondenza bi~

·N. Essi sono detti

:I< - initi. Si possono ovviamente descrivere anche nella seguente maniera. Sia

iPf V) l'insieme dei sottoinsiemi finiti di V. Ogni insieme .-finito appar

tie e a :l<U'f(V), La funzione II II: i1'f(V) -+ N che associa ad ogni elemento

Il

L sua cardinalità si
• •Il: il'f(V) -+ N.

estende ad una funzione, sempre denotata

Con il PT si possono dimostrare le seguenti

!,roposizione 3 : Ogni sottoinsieme interno di un insieme :I< finito è

'-fi nito.

!roposizione 4 S! A, B sono * finiti e A c B allora IIAII ~ llBl1 .
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0.6. Allargamenti - Fra gli ampliamenti non standard di V ci interessano

qu, 11 i detti ALLARGAI lENTI , che godono una u1teri ore proprietà. Ess i sono defi

ni i median.te una de le condizioni equivalenti date dalla proposizione 5 che

se .e. Una relazione H(x,Y) appartenente a V si dice concorrente se

Si dice che essa è saturata nell'ampliamento non standard se esiste un

*v e (Rango H) tale che vale

* *H( x,v) per ogni x e(Dom H)

Esempio: Sia =-- un filtro proprio e H(A,B) definita da

Ae'l & Be1 & A~ B

Marifestamente, H è concorrente. Che H sia saturata vuo1 dire che esiste

in particolare

tutti i fi 1tri

un D e *'1 tale che *H(*A,D) per ogni A e'I . Ciò vuol dire che,

*n {A : A e'I} F 0 . Quest'ultima proprietà richiesta per

propri è un'altra proprietà che caratterizza gli allargamenti.

Proposizione 5: Per un ampliamento non-standardsono equivalenti:

(i) Per ogni insi"me Y esiste un insieme *-finito F tale che

(J 'lo (J 'lo
YcF c Y , dove Y = { Y : ye V}.

(ii) Ogni filtro:J è tale che (){'loA: A e:J} F 0

(iii) Ogni re1azion, H concorrente è saturata (ovviamente, Y':J' H) sono

elementi di V).

Osservazione: La proprietà (i) è quella che, come si dice in gergo, permet

te di approssimare gli insiemi infiniti dal di sopra.
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Essa è soprattutto utile in aree dove i problemi sono di natura discreta, ma

i metedi sono continui perché può ridurre certe dimostrazioni a dimostrazioni

puram lte combinatorie (vedi parte II 2.1, prop. 6,e[lO], [13J, [32J § 7 ).
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1. ,ULLA RAPPRESENTA2 .ONE NON-STANDARD DELLE MISURE E DEI FUNZIONALI.

hiameremo misura initamente additiva (abbr. m.f.a.) una funzione d'in

si€·~ m definita su una algebra di sottoinsiemi di un dato insieme X, a
-+va1,ri nella retta reale estesa R = {x : x ~ O} u {+ oo}, tale che:

(1. 1) m(A V B) = m(A) + m(B) se A r"i B = 0

(1.2) m(0) = O

Se in più m(X) = l, essa si dirà misura di probabilità finitamente additiva

(abbr. m.p.f.a.).

Sia dato un insieme X che pensiamo essere sulla base di una superstru!

'"tura. Si consideri un insieme F ",-finito, F ç X. Definiamo una funzione

d'insieme

mediante

(1 .4) (V'-~c - ,
F WII

Per le proposizioni 3 e 4, V r"i F è ",-finito e IIV r"i FII:; IIFII, pet; cui

cF(V) € "'[0,1].

Proprietà :

(1.6 )

Se X è infinito (come sempre supporremo per non cadere in casi banali)

possiamo prendere F tale che IIFII € \l't!; in tal caso vale anche
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se A è finito.

Mediante cF possiamo definire una m.p.La. mF : G'(X) -+ [0,1] attra-

verso il seguente diagramma:

(1.8 )

Il' (X)
m
F------------+ [0,1 J

Cioè, per ogni

Ri cordando che * è un omomorfismo booleano di Il'(X) *in ~(X), che st

di fI(*R) in R, dalle proprietà (1.5), (1.6) si ricava che

definita su f'(X) e nulla sugli insiemi finiti qualora IIFII

mF è una m.p.f.a.

*e t-h f'l •

Osservazione. *cF o * : Il'(X) -+ [O,lJ è una "misura" di probo La. a va-

10ri in *[0,1.1. Se lavoriamo in un allargamento non-standard, si può prendere

*F *-finito tale che X c F c X. In tal caso, se A ~ X, A F 0- -

così II*A (ì FII F O. Cioè: cF o * si annulla solo sull 'insieme vuoto.

Gli insiemi di misura nulla secondo mF vengono ad avere misura infinitesima

secondo cF o *. Una teoria quantitativa del "grado" di misura nulla di un

insieme viene affrontata nella seconda parte di [26}.

A questo punto enunciamo un teorema di rappresentazione che afferma che ogni

m.p.f.a. definita su iP(X), o meglio su una sottoa1gebra ~ di Il'(X), e nulla

sui punti, si può ottenere come descritto prima.
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TEOREMA 1 ; Si consideri (X,iB,m), dove X è un insieme infinito, <B

è una sottoalgebra di

ti. Allora esiste un

~(X), m ; IB .. [O,lJ è una m.p.La. nulla sui pu.!!

"F ,,-finito, X ~ F ~ X, tale che m = mF.

Un cenno della dimostrazione di tale teorema sarà dato più avanti, per

ora discutiamolo un po'.

Osservazione 1.1. Innanzitutto si ritrova un noto ri sl:l1 ta to che

dice che ogni misura definita su una sottoalgebra si può estendere ad una

m.f.a. definita su tutto ~(X). Veramente il teorema 1 è stato enunciato

solo per misure di probabilità, ma un teorema analogo anche per misure a

valori sulla retta estesa verrà dato più avanti.

Osservazione 1.2. Insiemi ,,-finiti diversi E,F possono dar luogo a

mE = mF . Vale infatti; se E,F sono due insiemi ,,-finiti tali che

F e E, ~ % 1 ,allora mF = mE (più in generale basterebbe
Il EIl

Verifica <,
IlE-FII

Il EIl

IIEII - IIFII

Il EIl
:l; O

Per cui
Il''M1FII

IIF Il
•

IlE Il

IIFII

Osservazione 1.3. Anche l'integrale ha una rappresentazione non-standard

data da;

Se f è una funzione limitata su X, cioè appartenente allo spazio di Banach

delle funzioni limitate, da noi denotato B(X), ed è integrale secondo m,

ed F è un qualunque ,,-finito per cui m = mF allora
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ffdm = st( 1 " *f(P)]
IIF Il peF

Si noti che i sottoinsiemi *-finiti di :I< *R, come è ( f(p) : p e F}, si

lasciano sommare; più precisamente l'operazione di " definita su ~f(R)

*si estende a G'f(R).

La (1.9) si dimostra facilmente osservando che il funzionale a secondo

membro coincide con il primo sullo spazio delle funzioni semplici. Il fU~

zionale a secondo membro è definito su tutto B(X); così si ottiene una

estensione di J a tutto 10 spazio.

Tale risultato, come pure il risultato ricordato nell'osservazione 1.1.,

è ovviamente noto ed è dimostrabile col teorema di estensione di Hahn-Banach.

In questo contesto esso sembra non far uso de11 'assioma di scelta. Si

ricordi invece che lavoriamo in un allargamento non-standard e che, senza

l'assioma di scelta o per 10 meno formulazioni un po' più deboli di esso

(teorema de11'u1trafi1tro), non si possono ottenere modelli non-standard.

Osservazione 1.4. La rappresentazione dell'integrale per le funzioni il

limitate non è così generale come per le funzioni limitate. Sia (X,)S,m)

uno spaz~o di misura, con jS a-algebra e m probabilità a-additiva defi

nita su }3. Se· f : X -> R è una funzione non-limitata e integrabile, può

non valere (1.9) per ogni F per cui m = mF. Tuttavia si può scegliere

opportuni F per cui la (1.9) continua a valere per tutte le funzioni inte

grabil i.

Per ottenere una dimostrazione di quanto detto nell 'osservazione 1.4.,

si può far riferimento ad un Teorema più generale di rappresentazione del

l'integrale, fatto rispetto ad una a-misura non in generale finita (a va

10ri in R+).
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TEOREMA 2: Sia (X.13.m) uno spazio di misura, con f.3 a-algebra, m

a-additiva e zero sui punti. Allora esiste un insieme t-finito F.
t t

X ~ F C X. un w e N" N tale che- -

J
l t

f dm % --- "F f(p)w pe
- *(% è definita in *R = R U (-oo,+oo))

-
per tutte le funzioni su X misurabili e aventi valori in R = R u{-oo.+oo)o

COROLLARIO: Nel caso che m sia una probabilità si può prendere ~ = F.

Dimostrazione. In tal caso infatti l =I l dm ~ llfll o

Per dare uno sketch della dimostrazione del Teorema 2 enunciamo un Lemma che

è la chiave di esso.

LEMMA l : Sia (X.fil.m) uno spazio di misura. come nel Teorema lo Si indi

chi con S lo spazio delle funzioni positive misurabili, con SI lo spazio
r

delle funzioni positive integrabili (f e SI~Jfdm < + 00).

e GE x. G finito.

Allora esistono un sottoinsieme finito F e X tale che G e F e un nume

ro naturale r e ~ tale che

ITF (fo) ffidmj < €•r 1

TF (f.) ~ K
.r 1

dove TF.r(f)
1

f(x)= --- "r xeF

i = l .... k.

i=k+l .... n
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Sketch della dimostrazione del Teorema 2:

Sarà sufficiente considerare le funzioni non negative; per il caso generale

si tenga presente la decomposizicne f = f+ - f-. Si considera una relazione

binaria

Hl)

H2)

H3)

H(x,y) definita dalla congiunzione delle seguenti formule:

+
X = <f,€,K,a > e S x R ,{O} x 1'1 xX

a e F

Il Lemma l dimostra che H(x,y) è concorrente; cioé

dati es i ste y tale che

. ~Allora, poiché lavoriamo in un allargamento, deve eSlstere un y e (Rango H)

tale che vale
~

H( x,y) per ogni x e Dom H.

Per
~ ~

H2) e il Principio di Transfer y = (F ,w) con F e q>f(X), w e 1'1.

Le condizioni Hl) ----- H5) e il Principio di Transfer danno il risultato.

Osservazioni e conclusioni.

Il Teorema l è stato dimostrato per la prima volta da Bernstein e Wattem

berg [11J, intorno al 1969, per la misura di Lebesgue su [O,lJ. Essi

hanno dimostrato in più che l'insieme F può essere preso in modo tale che

mF risulti una estensione invariante per traslazioni (mod. l), ritrovando
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pertanto il vecchio [15] risultato di Banach. Verso il 1972 Henson [25] ha

dimostrato tale teorema in forma generale seguendo una diversa linea, e inol

tre il teorema di rappresentazione per gli integrali, nel caso illimitato

da noi discusso nell'osservazione 1.4.

Una dimostrazione dello stesso Teorema l è stata data da Bonacini e Melo

ni Ù~ seguendo la linea di Bernstein - Wattemberg, ma semplificandola.

La tecnica di codesto Teorema è simile a quella sopra delineata per di

mostrare il Teorema 2. Si dimostra dapprima un Lemma, analogo al Lemma l,

nel quale si considerano le funzioni semplici in luogo delle funzioni misu

rabili, e poi si dimostra il teorema usando una certa relazione concorrente.

Il teorema l, insieme al teorema 2 e a molti altri teoremi di rappresent~

zione di forme lineari, si trova nell'articolo [35] di M. SAlTO. Nella pri

ma parte di tale articolo si trova un teorema di rappresentazione di applica

zioni lineari in un contesto abbastanza generale. Da esso si ottiene un Corol

lario già dimostrato da Luxemburg [31J, che vale la pena di ricordare.

TEOREMA 3: Sia K un campo topologico e X uno spazio vettoriale topolQ

gico sopra K.

Sia X' lo spazio delle forme lineari

forma lineare P su X' esiste un punto

li>
P(f) = f(V p)

continue su X. Allora
li>

vp e X tale che

per ogni

Da tale teorema si ha il seguente diagramma:

X ) , X"

~.!
Tale risultato fa tornare indietro ad un articolo [34] sulla rappresentaziQ

ne non-standarddei funzionali sullo spazio t
OO

, scaturito dalla sorgente più

a monte e forse più rigogliosa delle idee sopra esposte:Abraham ROBINSON(19l8-1974)
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METODI NON STANDAijDIN TEORIA DELLA MISURA.

PARTE II

PREMESSA.

Gli insiemi +-finiti sono "in generale" inSiemi infiniti, ma possiedono

quasi tutte le proprietà formali degli insiemi finiti. Essi si sono rivela

ti utili per approssimare fenomeni discreti e finiti, ma che, essendo "gra~

di", per loro natura avrebbero bisogno di metodi continui. Esempi di questi

sono il processo infinitesimale di Poisson (Loeb [30J ), la costruzione

di Anderson de l moto Browni ano [91 [l DJ, le equazi oni a11 e differenze i nfi ni

tesime nei processi stocastici., studiate da Keisler [28J [29J e molti altri

modelli in economia [33J a cominciare da Brown e Robinson [19J [20J fino al

la dimostrazione della Congettura di Edgworth da parte di Anderson [13].

La chiave di molti dei soprae1encati risultati è il Teorema di Loeb [30J

che noi illustreremo e discuteremo nel paragrafo 2.2 .. Nel paragrafo 2.1.

vogliamo dare un esempio di come si possano usare insiemi +-finiti per co

struire misure invarianti.

2.0. Superstrutture sopra un insieme S (riesaminate).

Ora definiamo meglio di quanto non abbiamo fatto prima il concetto di

superstruttura sopra un insieme S. Si definisca per ricorrenza

V(S) = UN V (S)ne n

Si assume che 0, S e che ogni x e S sia disgiunto da V(S).

Per formula limitata si intende una formula del primo ordine dove i quantifi

catori sono del tipo (VV€x), (jvex) con x variabile o costante.

Assumeremo che:
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(i)·S sia una estensione propria di S.

(ii)" è una applicazione di V(S) in V(·S) che è l'identità su S e

preserva la verità delle formule limitate (Principio di Transfer).

L'insieme "'(S) = UN"v (S) sarà detto l'insieme degli elementi interne n

ni o anche ampliamento non-standard di V(S).

Supporremo inoltre che S ~ R e che ~V(S) sia un allargamento (vedi parte l°)

con in più la seguente proprietà, detta principio di comprensione contabile

(vedi [7] pago 180 ):

è una famiglia (esterna) di elementi interni{A : n e N}
n

"<-tA e eT , allora esiste una estensione interna di tale successione
n

(i i i) Se

{ A v e "tn. v

Conviene anche ricordare il seguente principio, utile per la costruzione di

insiemi interni:

PRINCIPIO DI DEFINIZIONE INTERNA (abbr. POI):

ni; allora

è vero}

è un insieme interno.

Infine facciamo la seguente

Osservazione 2.0.1. Se R(xl'" .xk) è una relazione interna definita su

.tj vale R(nl'".nk) per ogni e tl, allora esiste un "e se n. w e tl, IN,
tale che R(xl" .. xk) vale per ogni x. e "'N, x. < w, i = l , " . k.

l , ,

Per verificare ciò si consideri l'insieme interno (per il POI) A definito da:
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* * nA ={x : x e N & (Vv1 ... v e NH.A,v. < X ->- R(v1 ... v )]}
n 1- l' n

Se *B = N.... A è vuoto, qualunque w va bene. Altrimenti B ammette

minimo v che non può essere in ti; allora basta prendere w = v-l.

2.1. MISURE INVARIANTI PER TRASFORMAZIONI.

In un articolo uscito nell'ultimo Boll. U.M.!. [21J F. Chersi dimostra

e I} è una famiglia di applicazioni di X in sé a due ache, se {T. : i
l

due permutab i l i , allora esiste una m.p.f.a. su X invariante per tutte le T..
l

Tale risultato è stato dimostrato con metodi standard facendo appello al

teorema de 1 punto fi sso di Markov-Kakutani (vedi [23] pag. 456).

Vediamo come si può dimostrare un tale risultato secondo le idee fin qui

esposte.

Trovare una massa su X invariante per tale famiglia equivale a trovar

ne una invariante per i] semi gruppo abeliano H che essa genera.

Supponiamo che X ed R si trovino sulla base di una superstruttura.

Si consideri un suo allargamento che gode il principio di comprensione con

tabile. Sia F un insieme *-finito tale che

, dove C1 *H = { T : T e H}

Se IIFII = n, si denoti F = {Sl'S2'.ooS }. Infine, per ogni S e *H si
n

estenda, per il principio di comprensione, la successione {Sn n e N}

ad una successione interna {Sv: ve ti}. Si consideri ora l'insieme interno

(per il PDI):

A = {w *w e ti



- 19 -

Poiché (per il PT) "'H è un semigruppo abeliano chiuso rispetto a prodo.!

ti di sottoinsiemi ",-finiti, segue N c:A. Si fissi allora un we"'N'~ e

w e A; un tale w esiste per l'osservazione 2.0.1. Per dimostrare ciò che

vogliamo, sarà sufficiente provare la seguente

PROPOSIZIONE 6 Sia L un funzionale lineare monotono normalizzato sul-

lo spazio B(X) delle funzioni limitate su X. Allora esiste un funzionale

lineare monotono normalizzato M su B(X) tale che:

( i )

(i i )

allora

M(f o T) = M(f)

Se L(f o T) = L(f)

M(f) = L(f).

V T e H

V T e H

Dimostrazione. Si definisca M con

(2. l ) M(f)

dove

con O

viene presa su tutte le possibili successioni interne

< V. < ()J.

- l

ché

Verifica di (i).

(J

H cF. Allora

'"Sia T e H: allora T = S.
l

per qualche l ~ i ~ n, per-

( -n
IM(foT) - M(f) I = st[w

v
•.. S n)

n

r

I -nl '" '"= S\w V1 ... v.E v ....v L( f o
l-l 1+1 n

VI

Sl o
w

o S.O
l

V
n... S )

n
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1

Ilflll =
)

( -Il
st Iw .•

t

11- I
w • 2 =

= st f~l = D
t )

dove 11ft I è la norma di f in B(X).

Veri f,· ca d,· ( ,.,. ). Se per ogn,·_ _ T e H si ha L(f ° T) = L(f), allora per

Dunque

•• VI

L( f ° Sl °

per cui

M(f) = st[w-
Il

VI
• ~.v \(.f)] = st[w- Il

• wll L(f)J = L(f)
Il

(Si noti il carattere combinatorio della dimostrazione!).

Dalla Proposizione 6 si può dedurre il noto risultato sull 'estensione del

la misura di Lebesgue su [D,lJ ad una m.p.f.a. invariante per traslazioni

(mod. l). Infatti sia L un funzionale che estende ffd~, con ~ misura di

Lebesgue,(vedi parte l°); il resto segue dal fatto che il gruppo delle tra

slazioni è abeliano.

2.2. IL TEDREMA DI LDEB.

Nella l° parte si è visto come ogni m.p.f.a. su X possa essere "solle

vata" ad una m.p.f.a. sull'algebra ·'P(X) attraverso il diagramma (1.8).
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Partiremo ora da una situazione un po' più generale, supponendo di avere

una terna (A, 13 ,m),

toinsiemi interni di

dove A è un insieme interno, f3 un'algebra di so!
;.-,

A e m:A 7 R+ è una funzione interna tale che

( i )

( i i )

m( 0) = O

m(Y l U Y2) = m(Y l ) + m(Y2)

Attraverso m si può definire una misura finitamente additiva 'm su ~,

a valori in 7, con

0m(Y) ) st(m(Y))

l + 00

se m(Y) è finito

altrimenti

Si indichi con L( fa) la 'Illinimq a-algebra di sottoinsiemi (esterni) di A

contenente fa.

TEOREMA 4: La m.f.a. °m si può estendere in modo unico ad una misura

a-additiva L(m) definita sulla a-algebra L(~) tale che

( i ) L(m)(B) = m(B) per ogni B e ~

(ii) L(m)(Y) = inf (Om(B) : B e j3 , B-:> Yl

(iii) Se L(m)(Y) < + 00 ~ L(m)(Y) = sup{Om(B) B e fta, B c YJ

Si può visualizzare con il diagramma commutativo:

ft3
m y (Se xè infinito a11 ora

r °m 1st st x = + 00)

L( ~) L(m) R+' ............
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La dimostrazione fa uso del teorema di estensione di Caratheodory e del

la seguente proposizione.

PROPOSIZIONE 7. Dato (A, ~) con A interno e fa collezione di sot-

toinsiemi i nterni di A e dato B e f3, n e f'l, B e ~, B c ~B , a11 ora
n -n n

k
es i ste k per cui B ~~lBn'

Dimostrazione: Si definisca l'insieme interno (per il PDI)

E={v ve "'N
n=v

B c: U B l.- n=o n

Esso ammette minimo, che non può essere infinito poiché B c: U.,B .- nen n

Sketch della dimostrazione del Teorema 4: Si formi con °m la misura

esterna m nel solito modo:

m(Y) = inf{ E °m(B )n=o n UB:::>Yn=o n -
B e fa}

n

La proposizione 7 serve a dimostrare che m è contabilmente subadditiva,

il che dimostra (i).

Verifichiamo (ii). Dato Y e L(fl) con L(~)(Y) < + ~ ed E> O esiste

B cB, c
0- -

c Be ... tale che:
- n-

Yc::C=U Bn=o n e L(m)(C) < L(m)(Y) + E.

Si estenda per il principio di comprensione la successione [B : n e f'll
n

ad una successione interna

- d "'., - .,puo pren ere un we n-n

'"{B : v e Nl . Per l'osservazione 2.0.1 si
v

tale che, per ogni À, O ~ À ~ w, segue

B
À

C BI' e inoltre m(B) < L(m)(Y) + E. (Osservare che m é definita
- À+ w

su B perché m è interna).
w
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Ma essendo Y, C CB, ne segue che L(m)(Y) < L(m)(B ) < L(m)(Y) + E.
- - W ... W

(iii) è simile. Nel caso che 'm sia una misura di probabilità, l'uni

cità della estensione si dimostra abbastanza facilmente (cfr. [30]). Nel

caso che Dm sia una misura non-limitata, tale dimostrazione è stata da

ta da Henson [26J.

2.3. PROBABILITA' FINITAMENTE ADDITIVA o a-ADDITIVA?

La risposta a tale domanda sembra essere "finitamente additiva"; l'as

sioma di a-additività, per una probabilità sembra pesante e innaturale,

come de Finetti sostiene in [22J .Tra le motivazioni addotte c'è il fatto

che una probabilità a-additiva non può essere definita in generale per

tutti gli eventi a causa del teorema di Ulam, e che non si può definire una

probabuità uniforme a-additiva su uno spazio numerabile.

D'altronde non si può escludere il vantaggio tecnico che si ha quando si la

vora con una misura a-additiva. Per ripetere le parole di Halmos([24])

pag. 187) "i nfi nite additi vity does not contradi ct our i ntuiti ve i deas, and

the theory built on it is sufficiently far developed to assert that the

assumption is justified by its success".

Il Teorema di Loeb e i risultati conseguenti:ad esso (vedi [l DJ [11] [12] [28J

sembrano dare un'alternativa alla disputa sopra ricordata. Sia

levata ad una funzione di insieme interna

[29J)

~ : lP(X) .. [O, l] una m.p.f.a.; essa, come abbiamo

'"m = ~

visto, può essere sol

'"lP(X) .. '"[O, l] per

*IP(X). Col teorema di Loeb si

estenda.

Dm = st D m è una m.p.f.a. su

è a-additiva ed èL(m)

f3 =

L(m) : L( P) .. [O, lJ. Allora

cui

una "buona" mi sura per lavorare tecni camente. Dentro L(JS) ci sono tutti

gli eventi standard; infatti questi sono dentro ftB, per il fatto che
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(Attenzione! L(m) ° * non è a-additiva, in generale: infatti

*L(m) ° * = \1).

Ma c'è di più. Seguendo tale ordine di idee, uno spazio di probabilità

può essere definito come una coppia (A,

to e \1 è una funzione interna \1: A

\1), dove

*.. [O,lJ

A è un insieme *-fini-

ta l e che 'AIl ( a) = l.ae

Se B è un sottoinsieme interno di A, si può definire

lUna probabilità uniforme è una Il tale che \1{a} = ~---

IIAII
Così una variabile aleatoria è una funzione interna *f : A .. R . Se f

è a valori finiti, il valore atteso è dato da E(f) = st 'A f(a)·\1(a).ae

Le definizioni date sopra sono giustificate dai teoremi seguenti (vedi

[29J pago 11). Si indichi con fa l'algebra dei sottoinsieme di A, con

L(/3) la minima a-algebra contenente fa e con L(Il) l'estensione di

Il data dal Teorema di Loeb.

TEOREMA 5 Data f: A .. R sono equivalenti

( i )

( i i )

f è L(Il)-misurabile.

*Esiste una funzione interna g: A .. R tale che st(g(a)) = f(a)

per quasi tutti (risp. a L(\1) gli a e A.

TEOREMA 6 : Sia f: A .. *R una funzione interna tale che f(a) è

finito e sia °f(a) = st(f(a)) quasi dappertutto. Allora

[of d L(m) = st , f(a)ll(a).
J aeA

Per come vadano a finire le cose seguendo tale ordine di idee, si veda

[14J [16J [29J .
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2.4. Rappresentazione della misura di Lebesgue.

Useremo ora il Teorema di Loeb per rapprèsentare la misura di Lebesgue

su [0,1"1, come è stato fatto da Anderson [9] ,[lOJ. Tale rappresentazione

si è rivelata utile, perché è in un certo senso una rappresentazione "di

screta", come preciseremo più avanti.

Sia

identificato con

e si divida l'intervallo "[O, l] (dove si pensa O

l) con una partizione ,,-finita in w parti

l ll[o, - ) ; [-
w w

2
) ;

w
... [.::. ,

w

v + l
w

); ... [
W - l--=---'-, w)}

w

Sia f3 l'algebra dei blocchi interni (unioni i:-finite di tali intervalli)

generata da tale partizione. Si definisca una probabilità uniforme m su ja

ponendo

v +
w

l ) l
=-

w

Il teorema di Loeb dà una misura o-additiva L(m) definita sulla o-alg~

bra L(.B).

Si consideri allora,

t, = { X

Dimostriamo che:

-l
X c [O, l] , st (X) e L( fi3)}

( i )

( i i )

~ è una

Definendo

sgue.

o-algebra contenente i Boreliani
-l

A(X) = L(m)(st (X)) , si ha che A è la misura di Lebe-

Diamo solo uno sketch della dimostrazione di (i) e (ii); per i dettagli

vedere [9J ,[lOJ, [llJ ' dove si prova che ogni misura di Radon su uno spazio

compatto si può rappresentare analogamente a quanto si fa per la misura
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di Lebesgue.

In [27J si trova una discussione di quali siano gli spazi topologici X per

cui st;l porta ~oreliani di X in insiemi che stanno in L(·~(X)).

Dimostrazione di (i). Per semplicità supporremo w = n!, con

:f è una o-algebra poiché lo è L( j3). Basta allora vedere che ~ conti e

ne intervalli della forma [a,b). Poiché esistono successioni di numeri razio

nali

< a ~, n-

~ b ~m

tali che

è sufficiente dimostrare che, per a,b razionali, st-l[a,b) e L(f3).

Osserviamo ora che, se --.!!!...- erO, l]
n

m v-=-
n w

con O ~ v ~ w , essendo

~ e ·~I. C- l" Denotiamo, per x e 0,1.,
n

q(x) = {y: y e ·[O,lJ, y < x, y:i;x}

Sia [a,b) c [0,1] ,con a,b razionali per cui a =-
w

, b
w

. Allora

Poiché
w

) e f3 , è sufficiente dimostrare che, per ogni razionale
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o < a ~ 1, q(a) € L( /3).

Si prenda

Ne segue

k € N tale che O 1
< - < a

k

w

",
e v € N tale che a v

=-
w

per cui

v

q(a) =n~ k [--w-n:e...-, ~)

q(a) € L(,É3).

.
Per dimostrare (ii) si tiene conto del fatto che per ogni intervallo

[a,b) è À[a,b) = b - a, e poi si procede in modo ovvio.

La rappresentazione sopra descritta si è rivelata utile (vedi [10J [131) per

la costruzione del moto Browniano e per una dimostrazione del tutto combinato

ria della congettura di Edworth. L'utilità viene proprio dal Teorema 6 e dal

fatto che, se g: [O,lJ + R è misurabi1e secondo Lebesgue, allora

,.
g "'[O,lJ + R è L(m)-misurabi1e ed è costante sugli intervalli

[~ ,
w

'0+1-'-'-l .
w
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