4. I1 teorema di decomposizione di una arbitraria
Sia g una massa su Q). per E,£0, con w(E;)>0, si

definisce (cfr. la (1), Introduzione) il coefficiente di sud-
divisibilita I‘(/Lb yE,) della massa M in E,.

(4.1) Proposizione -~ Si ha r(/u, yE)=1/2 per ogni E<LL (con
/u(E)>O) se e solo se W & continua.

(4.2) Proposizione - Sia E ¢ (], con Y (E,)>0, tale che

r(/4, yE,)<1/2. Allora, per qualunque ESE,, /u,(E) non appar-
tiene allfintervallo aperto di estremi r/,u(ji.‘o) e ({ -—r)/L(EG).
(4.3) Lemma (cfr.[2]) ~ Se esiste E,c(l, con /u,(En):rO, ta-

le che r(/u.,E )<1/2, allora,qualunque sia £>0,esiste F<E, tale

che r(/u. JF)<E.
(4.4) Teorema (cfr. [2]) - Se /J. € unag massa Su @(ﬂ) non
&L, con /u.(E )50, tale che r(/u E,)

L“J

concentrata, e se esiste |

<{/2, allora vale la decomposizione (2), con la massaf?. agglu-

tinata su ZE:O

Nelle stesse ipotesi del Teor. (4.4), dato E-*% r(/u .)<1/3,
sia F 1'insieme di 0111 al Lemma (4.3): ei ha r "r(/u, JF)<1/3, e

guindi (4-r )/.(,(F)> 3/& (F). La famiglia

(9) U = {Eéﬂ:/&(EnF);(J—rF)/»(F)}

& un ultrafiltro su fl: le (a) e (b) sono immediagte; la (d) se-
gue dal fatto che, se /U.(EHF){“ —rF)/u(F), si ha, per (4.2),
/(A(EﬂF)érF/u,(F), e guindi, posto E'=(1-E, /LL(E'nF)-}“-*I‘F)/L(F),
ciod E'e U (ed analogamente si prova che E¢lU implica E'¢ L );

la (c) si dimostra osservando che da AelU segue u(A'NF) <
F/u,(F), e gquindi, se aneche Beu, si ha /u((AﬂB) NF) =

—/u.((A UB')ﬂF)<2rF/w(F)< /,L(F), cioe (ANB)! éu,
L'ultrafiltro (9) permette di definire la massa agglutinata
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(b che figura nella (2), nella maniera che verri precisata nel
corso dells dimostrazione del successivo Teor. (4.6).

(4.5) Definizione - Siano [11 e [52 due masse agglutinate ri-
spettivamente sugli ultrafiltri ’u.1 ed W , in 0. Diremo che
(’;1 e [lz sono separate se esistono E e U.1 ed Eeéuz tali che

Eimz:=ﬁ.

(4.6) Teorema - Sia una massa su §° ({1), non concentra-
Teorema - Sia u

ta. Allora vale la seguente decomposizione

- Q0
(10) = + 0 ’
po=2 fat p

dove le F'n non identicamente nulle sono masse agglutinate, a
due g due separate, e /A.D & una messa continua (o identicamen-
te nulla).

Dim.- Se M ¢ continua, il teorema ¢ banalmente vero, con
tutte le [511 identicamente nulle e M o= x

Se/u non & continua, esiste E1§_Q, tale che r1=r(/u,,E1)4'l/2;

sia F,cE, tale che, per il Lemma (4.3), r_ =

datoﬁ=gr -
| i

371’ (A
=r(/u. ,Fd){E. Lfultrafiltro su ()

u4 = ((EQQ:/U,(EHF,t )?a-('l—rF{ )/V-(F1 )}

definisce una massa agglutinata ﬂ,1: costruiamola in modo che

essa risulti massimale rispetto alla condizione /4{3,0, essen-

do =uUu—-fA . E' chiaro che ¢cid si ottiene nendo
My =M ﬁ4 po

n y SE€ E¢'U.
/61("') -{(fl-r )/u(F ) , se Eeu{

Si noti che (- -To )/u,(F )= P4(F ), perché /u,(F nF )= /u,(F ) >

(4-rp )/.L(F ).
Se /u4 continua, vale la (10) conﬁ =0 per n>1 e Mo= M-

il

In caso contrario, esiste E,c(l tale che r --:r-(/u,l E, )<1/2, e

quindi F,€E, tale che r_ -r(/u/‘ , F )<£-— £ r,; introducendo

2° 3

l'ultraflltro
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’LL2 = ILEEQ:#1(130F2)a(4—rF2)/L{(F2)

e la massa agglutinata ﬂ? (definita in modo del tutto analogo
— - . b .
a;la (2'1), e posto Mo M /’;2, si pud scrivere

(11) /4:{%1+[5+/u.2

Verifichigmo che F) /32 sono separate. Per la definizione
(1) di TF4’ dato srbitrariamente 0>0, esiste G, € U,1, con G1r:_:F1 :
tale che

('i—rF{ )/LL(F'1 )ﬁ/L(G1)<(4—rF1 )/L(F1)+ g .

Sia 9d¢ ({-ng)/A’i(FZ’); allorsg
PaeNEy)su (e ) = u(G, )-/;1((;1) <
< (orp ) ul(Ey)e é -(4 T, )/L(Fﬁ)su—r%)/ﬁ(%),

e quindi Giéuz. Si conclude che ﬂ-—G1eu2
Proseguendo nella decomposizione (11l) finche esistono com-

ponenti agglutinate .di/u, , 81 costruisce, dopo n passi,

Mn =/%“/}4-_{32- -ﬁn =Mooy a0

Osserviamo che, dato nedN, si pud scrivere

/04 "_'/*'f’f'/;f R W =/u4 o e “Fa-s
= /u.z-/)s— -[511_4 = e, = ﬂn—d"‘/ul-—»i ()

per ogni i<n-4, e gquindi, con procedimento del tutto analogo

|

}
x
i_"
L
'-*D

g quello seguito poco sopra (scegliendo opportunamente G, € 'L{i,
. (| L

con GEF., e 6<(4 an)/u'n—u{(Fn))’ si dimostra che Pi e (%n

sono separate.

Se, qualungue sia n, /w non e continua, si ottiene ung

succe ssione ((é ) di masse agglutinate, a due a due separate,

canZ{} (E)<{ per ogni E¢P((L). Pertanto PalB)=> 0, ea

chiaro che le masse agglutinate sono gl piu un'infinita nu-



- 11 -

merabile. Non & difficile =z guesto punto concludere che lg

masssa
Q0
fro z/w _;4Pn

e continua.
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