
,

- 3 -

"continua". Ma questo teorema di decomposizione di f" assume

un aspetto più significativo se, ad ogni passo, determiniamo

la componente agglutinata (diciamo ~l) in modo che essa risul

ti "massimale" rispetto alla condizione li = r- -rf~O. In tal

modo ff risulta maggiore della corrispondente componente ~

considerata in [2J, e si può provare che due qualunque compo

nenti agglutina.te ri e fj risultano "separate' , nel senso che,

posto (per h=i,j)

U h - fE € <ç.l( il): f h (E) > O !
si ha 1L. i'!1L. .

~ J

2. Premesse e richiami

Una funzione

!. : çp (J1), • m
si dirà una massa su es:> (Il) quando

(i) f' (E)70 per ogni E sfl. ,

(ii) r(E~UE2) = /"'(E l )+t-(E2 ), per Ei'E2CD, con E,nE2=.0,

(iii) r (n ) < + 00 •

Una misura di probabilità semplicemente additiva è una mas

sa tale che r (I2 )= L
(2.1) Proposizione - Se ~ è una massa su 1V(1l), per ogni

successione (E ) di sottoinsiemi di 11, a due a due disgiunti,
n

si ha
00 00

/'- (~/n)~?;i f(En ) .

Esempio - Sia Q::f(n(O,~]: se (a, bJ C; n, definiamo !'«a,b] )=

=b-a, e prolunghiamo r a tutto 0(..0.). Posto En=fqn} per ogni

q 651. si ha ~(E )=0 e quindi
n / n

~ = r(il) -

In particolare, f si dice una mi sura (completamente addi ti-
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va) s.e nella (4) vale sempre il segno di uguaglianza.

Una massa t- su lf(Il) ha una "componente" concentrata in

un punto u.!2 quando risulta t- ([x]) >O. Una massa f priva

di componenti concentrate verrà chiamata, in breve, una massa

"non concentrata".

Se si ammette l'ipotesi del continuo, e se card.!2= c, si ha

(2.2) Teorema (Ulam [6J) - Se una massa t- su !P(Sl) , non

concentrata, è, in particolare, una misura, allora ~ è iden

ticamente nulla su C{)(il).

Si dice che una massa r è ~glutinata su un insieme Eo5: il

quando f assume su <fl(Eo ) solo i valori O e f- (E o ho, senza

avere componenti concentrate in alcun punto x'Eo '

In tal caso rimane individuato l'ultrafiltro '\Lo in Eo degli

insiemi E!iEo tali che t-(E)=r-(Eo)j com'è noto, si ha

(a) ~fUo ,

(b) se ElS'lL o ed A2E, allora AEU-o ,

(c) se A,BE"Uo ' allora AnBeUo ,

(d) se E!:Eo ' allora EeU o oppure Eo-E~Uo •

OvviameJ;lte , alI 'ul trai'iltroUo su Eo si può associare un ul

trai'iltro 1L su il, così definito:

11 = l E d'l.: EnEoEU o1·
D'altra parte, se U è un qualunque ultrafil tre su Eo~ n,

e si definisce r su rç:>(E o) ponend0jl-(E)=a>O se Ee'U, e

f-(E)=O se E+ U, allora f è una massa agglutinata su Eo oppu

re concentrata in un punto XEE o'

I sottoinsiemi su cui jA- è agglutinata o i punti nei quali

~ è concentrata rientrano nella seguente

(2.3) Definizione - Un sottoinsieme EcJl, tale che ~(E»O,

si dice un atomo quando per ogni E~~E si ha !'(E
1

)=0 oppure

fdE-E.j )=0.


