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Summary - Given a set 11, a finitely additive probability
measure f'- on (ç)(..o.) is consider~d. Let l'" be "strongly" non
-atomic: we prove that there ex~sts a sequence (F ) of subsets
of .n (lllutually disjoint and wi th fL (F »0) whosen union has
measure equal to an arbitrarily given ncx(with o<:cx~/L(n)=n
and such that ~ is countably additive on them. As a simple
corollary, the following property (well-known for countably
additive measures) is deduced: the range of ~ is the whole
interval [0,1]. In the last part of the paper, some aspects
of a decomposition theorem by B. de Finetti (for an arbitrary
~) are deepened.

l. Introduzione

Dato un insieme (infinito) n, consideriamo una misura fi

nita semplicemente (cioè "finitamente") additiva (in breve:

"massa" ) )L non concentrata (O), definita su rç:> (il) (o, più in

generale, su una 5 -algebra Q.s !?C{l».
B. de Finetti ha introdotto in [2J un opportuno coefficien

te di suddivisibilità

(l) r(r,Eo)=E:~p[1-1~ - }'l~~~/}
- o

della massa!" nell'insieme EofD; si ha 0~r~1 •

Quando per un certo Eo risulta rd/2, la massa ?-(E) ~

può assumere, per ESE o' i valori dell'intervallo aperto di

estremi rr-(E o) e (~-r»)L(Eo)' ed inoltre r si può decom

porre in

(o) A questa ipotesi ci si può sempre ricondurre (essendo
cardil~~) sostituendo l'insieme 11 con Do=ll-A, dove l'in
sieme A={~f.n:f(lxP>oJ è, cQ1Il'è noto, al più numerabile.
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,
e ssendo la massa 0 "agglutinata" su Eo (cioè 0 assume, sui

sottoinsiemi di Eo ' solo i due valori ° e r(Eo»O).

Quando invece si ha r(t ,E)= i!2 per ogni E~.n,.I' non ha

componenti agglutinate e non si può più parlare di intervalli

••. proibiti (r,.(E),(-t-r)~(E» per il codominio di r. Ma

si ha, di più, che il codominio dii è tutto l'intervallo

[0,,.(11»). Tale risultato è ben noto per una t "non atomica"

(ipotesi che corrisponde all'assenza non solo di masse concen

trate, ma anche di quelle agglutinate), nel caso in cui t' sia

una misura completemente (cioè "numerabilmente") additiva (cfr.

F.R.Hal.mos[3]) su una 6'-algebra a(si noti che in tal caso Q,

sotto opportune condizioni su card.D, non può coincidere con

tutto (ç)(ll), per il noto risultato di Ulam[6]).

Dopo aver dedicato il n.2 a premesse e richiami, nel n.3 de

duciamo la suddetta proprietà del codominio di /' (per una f'
semplicemente additiva e "fortemente" non atomica) come imme

diato corollario del seguente risultato (che riteniamo il più

significativo di questo lavoro): dato arbitrariamente Cl(, con

O~d~.?(n), esiste sempre una succ.essione (Fn ) di sottoinsie

mi di.o. , a due a due disgiunti e con t-(Fn»O, tali che

00 00

(3) <X = t-(U Fn ) = L: r(Fn ) .
n=i n= ~

Qùesto risultato è anche l'oggetto di una comunicazione

alla "8th Prague COnference"[5].

Nel n.4 prendiamo in esame il caso in cui vale la decompo

sizione (2): se esiste anche El çD tale che r(tvEI )<1/2,

si può proseguire nella decomposizione, applicata questa volta

alla massa ~~, e così via. Si arriva in tal modo (cfr. [2]) a

scrivere f come somma di (al più) un'infinità numerabile di

masse agglutinate, più (eventualmente) un'ultima componente
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"continua". Ma questo teorema di decomposizione di t- assume

un aspetto più significativo se, ad ogni passo, determiniamo

la componente agglutinata (diciamo ~l) in modo che essa risul

ti "massimale" rispetto alla condizione li = r- -rf~O. In tal

modo ff risulta maggiore della corrispondente componente ~

considerata in [2J, e si può provare che due qualunque compo

nenti agglutina.te ri e fj risultano "separate' , nel senso che,

posto (per h=i,j)

U h = fE € <ç.l( il): f h (E) > O !
si ha 1L. i'!1L. .

~ J

2. Premesse e richiami

Una funzione

!. : çp (J1) -. m
si dirà una massa su es:> (Il) quando

(i) f' (E)70 per ogni E sfl. ,

(ii) r(E~UE2) = /"'(E l )+.r-(E2 ), per Ei'E2CD, con E,nE2=.0,

(iii) r (n ) < + 00 •

Una misura di probabilità semplicemente additiva è una mas

sa tale che r (I2 )= L
(2.1) Proposizione - Se ~ è una massa su 1V(1l), per ogni

successione (E ) di sottoinsiemi di 11, a due a due disgiunti,
n

si ha
00 00

/'- (~/n)~?;i f(En ) •

Esempio - Sia Q::f(n(O,~]: se (a, bJ C; n, definiamo !'«a,b] )=

=b-a, e prolunghiamo r a tutto 0(..0.). Posto En=fqn} per ogni

q 651. si ha ~(E )=0 e quindi
n / n

~ = r(il) =

In particolare, f si dice una mi sura (completamente addi ti-
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va) ~e nella (4) vale ~empre il ~egno di uguaglianza.

Una massa t- su lf(Il) ha una "componente" concentrata in

un punto u.Il quando risulta t- ([x]) >O. Una massa f priva

di componenti concentrate verrà chiamata, in breve, una massa

"non concentrata".

Se si ammette l'ipotesi del continuo, e se card.Il= c, si ha

(2.2) Teorema (Ulam [6J) - Se una massa t- su !P(Sl) , non

concentrata, è, in particolare, una misura, allora t- è iden-

ticamente nulla su CP(il) •

Si dice che una massa r è agglutinata su un insieme Eo~ il

quando f assume su <fl(Eo ) solo i valori O e )'- (E o ho, senza

avere componenti conoentrate in alcun punto x'Eo '

In tal caso rimane individuato l'ultrafiltro '\Lo in Eo degli

insiemi E!iEo tali che t-(E)=r-(Eo ); com'è noto, si ha

(a) ~fUo ,

(b) se E E: 'ILo ed A2E, allora Ae U. O ,

(c) se A,B€Uo ' allora AnBeUo ,

(d) se E!:Eo ' allora EeU o oppure Eo-E~Uo •

Ovviame~te, alI 'ul trafiltroUo su Eo si può associare un ul

trafiltro 1L su il, così definito:

11 = l E d'l.: EnEoéU o1·
D'altra parte, se U è un qualunque ultrafil tre su Eo~ n,

e si definisce t- su rç:>(E o) ponendo 'jl-(E)=a>O se EeU, e

f-(E)=O se Ef U, allora f è una massa agglutinata su Eo oppu

re concentrata in un punto XEE o'

I sottoinsiemi su cui jA- è agglutinata o i punti nei quali

~ è concentrata rientrano nella seguente

(2.3) Definizione - Un sottoinsieme EçJl, tale che ~(E»O,

si dice un atomo quando per ogni E~~E si ha !'(E1)=0 oppure

f-(E-E.j)=O.
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3. ~msse fortemente non atomiche

Una massa ~ (in particolare, una misura) non atomica è una

massa che è nello stesso tempo non concentrata e non aggluti

nata (0). Una misura non atomica è anche continua, cioè vale

la seguente proprietà: per ogni E::>O, esiste una partizione

fini ta di .Cl in n insiemi ~, tale che t'(~ k E per ogni k= 1,

2 , ••• ,n (cfr. Sak s [4] ) •

Esistono invece masse non atomiche che ~ sono continue

(cfr. [l]). Chiameremo anche fortemente non atomica una massa

che sia continua nel senso suddetto (00).

Il lemma seguente è il punto di partenza per stabilire i

risultati principali di questo lavoro, cioè il successivo Teo

rema (3.2) ed il Corollario (3.3). Osserviamo che quest'ulti

mo è stato stabilito, nel caso particolare di una misura, ri

correndo al principio di induzione transfinita (cfr. [3]), men

tre qui viene ottenuto con un procedimento del tutto elemen

tare, e nel caso più generale di una massa.

(3.1) Lemma - Sia AS .n, sia i una massa fortemente non a

tomica su (ç)(A), e sia ex arbitrario, con O<<Xf:!(A). Allora,

qualunque sia €.::>O, esiste F1CA tale che

et-E<r(F1 )<0I. ,

ed esiste Aj CA-F1 tale che jL(A~ )<t e

/'l'(F 1)+ r(A 1) ~CI. •

Dim.- Per la continuità di f- ' esiste una partizione di A

(o) Dire "non agglutinata" vuoI dire che, per nessun EoSn,
~ assume su ~(Eo) solo due valori. Naturalmente, ciò può
però accadere per una componente di ?(cfr. il Teor.(4.4».

(o o) Pertanto i due concetti "fortemente non atomica" e
"non atomica" coincidono nel caso particolare di una misura.
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j-''' (~) <:. t. (k= 1,2, .•• ,n). Poichè «",,(A),

n 1 , il minimo intero positivo tale che

in n insiemi ~, con

possiamo considerare
n 1+1

jJ-(U Ek)~CX; allora, posto
. k=~

, ,

si ha t(F1 )<cx

,.lA. (F i )

e

•

(3.2) Teorema - Sia ~ una massa fortemente non atomica su

(j)(Il), e sia 0(0 arbit;ario, con O<OI.o~t(n)=L Allora esiste

una successione (Fk ) di sottoinsiemi di J1 , a due a due disgiun

ti, e con ~(Fk»O, tali che

ex>

~o = t-(U Fk )
k=1

Dim.- Sia O<Eo<Cl. o' Applicando una prima volta il Lemma (3.1),

con A=fl, CI.=<Xo, E=Eo' costruiamo F1c.Q, con

0l0-t.o<jJ--(F 1)<.ù(0,

ed i\c.fl-Fj , con tU:1j)<éo e

j<-(F1 )+ jl-(I21) 'iOC o '

Applichiamo ancora il lemma, con A=I2" O( =lX1=a'0- t-(F1)' f. =

= E =min {d ,i/2}. Allora e si ste F2Cfl cfl.-F , con
1 t 1 1 1

C(~ - é i <t-(F2 ) < 0(1 '

ed esiste n 2
c D(F2 , con r(D 2 )<E\ e

/dF
2 )+ f(D2 )4 CX

1
• 2

Così proseguendo, con A=D.2 , d=OC2=0I.
1
-f(F2 ):Qo-.L: f(Fk ), si

k=·f·

arriva alla (n+~)-esima applicazione del lemma: si costruisco-

no due insiemi, prima
n

F cn CD-UF
n+~ n k=1 k

,
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con

(6)
n

O<o(n-én - 0(0-~4f(Fk)-En< t(Fn +1 )<Oln

e poi nn+~Cnn-Fn+i' con

,

e

)k(nn+~) < E: n

.u(F . )+ ,t.4(.fl )}Ol, essendo é = minfa ,1/(n+1) J .
I n+4 I n+i n n n

Osserviamo che la successione (F ) che cosi nasce verifica,
n

per ogni n li:IN, la

.,
00

U Fkciln
k=n+f

i
0< t (-I ' la succ~ssione numerica (E ) è in-

n n+ n
inoltre, essendo

finitesima.

Ciò premesso, proviamo che vale la (5). Dalla (6) si deduce
n+4

0< <Xo-L f(Fk ) < En '
k=i

(8)

e quindi, passando al limite per n_oo, l'uguaglianza fra pri

mo e terzo membro della (5). D'altra parte si ha, per la (8):

00 n 00 n

r(U Fk ) = L f(Fk ) + /-( U Fk)~L r(Fk ) + t({2n) ,
k={ k=~ k=n+4 k=i

da cui, passando al limite per n - 00, segue, per la (7),

00 00

)A (~IFk)~ ~{f(Fk) ,

e quindi, tenendo presente la Prop. (2.1), la (5).

(3.3) Corollario - Il codominio di una massa fortemente non

atomica f-' con r(IU=L è l'intervallo [O, i]. 00

12i!!!.- Dato 0(0' con 0<0(0< i, basta prendere F=U Fk ' dove
k=1

gli F
k

sono quelli del Teor. (3.2), per avere ;U(F)=«o •
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4. Il teorema di decomposizione di una ~ arbitraria

Sia F una massa su ~([l). Per EoSn, con ;c(EohO, si

definisce (cfr. la (l), Introduzione) il coefficiente di sud

divisibilità r(r ,Eo ) della massa f' in E o'

(4.1) Proposizione - Si ha r(!' ,E)=f/2 per ogni E~n (con

r(E»O) se e solo se t- è continua.

(4.2) PrGposizione - Sia Eo~.n, con t- (Eo»O, tale che

rct- ,Eo)d/2. Allora, per qualunque E~Eo' .t--(E) non appar

tiene alI/intervallo aperto di estremi rjN(Eo ) e (l-r)~(Eo)'

(4.3) Lemma (cfr. [2]) - Se esiste Eo~.D., con f-(Eo))O, ta

le che r(y, Eo )<~ /2, allora) qualunque sia E>0) esiste FSOE o tale

che r(jA ,F) < t.
(4.4) Teorema (cfr. [2J) ..,; Se t è una maSSa su <?({l) , non

concentrata, e se esiste EoS.Q, con r(EohO, tale che r(? ,E o)

<~/2, allora vale la decomposizione (2), con la massa ~ agglu

tinata su Eo '

Nelle stesse ipotesi del Teor. (4.4), dato E=} r(f',E o)<V3,
sia F l'insieme di cui al Lemma (4.3): si ha rF=r(t ,F)d/3, e

quindi (-f-rF)t-(F» ~f(F). La famiglia

(9) U = [E~n:r(EnF)"dl-rF)I'(F)}

è unultrafiltro su.fL: le (a) e (b) sono immediate; la (d) se

gue dal fatto che, se )'-(EnF)«~-rF)~(F), si ha, per (4.2),

f-(EflF)~rFr(F), e quindi, posto E'=.fl.-E, t-(E'nF)~(~-rF)f'(F),

cioè E'E U (ed analogamente si prova che Eé u.. implica E'of 1l );
la (c) si dimostra osservando che da AEU segue ;dA'n F) S

rF)L(F), e quindi, se anc::he BdL, si ha fl«AnB)'nF) =

= )t{(A'UBI)nF)~2rF,..(F)<~}L(F), cioè (AnB)'*U.

L'ultrafiltro (9) permette di definire la massa agglutinata
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~, che figura nella (2), nella maniera che verrà precisata nel

corso della dimostrazione del successivo Teor. (4.6).

(4.5) Definizione - Siano 01 e 02 due masse agglutinate ri

spe ttivamente sugli ul trafil tri 'Ll
1

ed U 2 in 11. Diremo che

~.t e ~2 sono separate se esistono E
1

E U
1

ed E2 f 112 tali che

E j nE2= $d.
(4.6) Teorema - Sia y una massa su Cf? (D.), non concentra

ta. Allora vale la seguente decomposizione

(lO) ,

r 1=r(F ,E
1

)<1/2;

(4.3), r
F

=
j

dove le 0n non identicamente nulle sono masse agglutinate, a

due a due separate, e /,,0 è una massa continua (o identicamen

te nulla).

Dim.- Se ~ è continua, il teorema è banalmente vero, con

tutte le ~n identicamente nulle e )Ao=;t·

Se f- non è continua, esiste E i ç n tale che

datot.=} r
t

, sia FjSE
j

tale che, per il Lemma

=r(t ,Fj)<t. L1ultrafiltro su .n
U~ =iEç.o.:r(EnF~)3-(-1-rFj)f(Fj)1

definisce una massa agglutinata ~1: costruiamola in modo che

essa risulti massimale rispetto alla condizione ;U 'lO, essen
. i

do )A~=f-f~' E' chiaro che ciò si ottiene ponendo

(), (E) _ {O , se E i 1( j

n - (-1-r F »)dF1) , se Ef'U. j •
l

Si noti che (~-rFj)r(F1)=f/Ff)' perchè j-(F1nF1)=j-(F1) >
(~-rF )t-(F j ).

1
Se j'-~ è continua, vale la (lO) con ~n=O per n>1 e )-1-0=/.('

In caso contrario, esiste E2 ç;Il tale che r 2=r(f1 ,E2 )<1!2, e

quindi F2SE2 tale che r
F2

=r<t-1 ,F2l<E= ~ r 2 ; introducendo

l'ultrafiltro
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11 2 = {ES.o.: t-1(EnF2)~(1-rF )fi(F2 )
2

e la massa agglutinataf2 (definita in modo del tutto analogo

alla (\), e posto "'2==f1-~2' si può scrivere

(ll) )A-=fi+f2+f2 .
Verifichiamo che 01 e f2 sono separate. Per la definizione

(l) di r F/ dato e.rbitrariamente 6>0, esiste G
i

€ U
1

, con G
1

<;;F
1

'

tale che

(-'i-rF1 )f' (F j ) ~t(G1)<(-l-rF1 ) t (F 1 ) + eS •

Sia 6d{-rF )f1(F2 ); allora
2

r 1(G/1 F2) ~f/ G1) == t- (Gi ) - f i (G1) <

< (1-rF1)f"(F1)+6-(~-rF1)f(F1)~(4-rF2)f1(F2)'

e quindi G14 'Ll
2

• Si conclude che 1l-G1 f 'l.L
2

•

Proseguendo nella decomposizione (Il) finchè esistono com

ponenti agglutinate di f'" si c.ostruisce, dopo n passi,

f-n = t--f1-f2- ... -~n ==f'n-1-{3n~0 .

Osserviamo che, dato nfll, si può scrivere

l'n--l ==t-~1-f2- -fn-1 ==t-j-f2- -fn--i ==

== 12-t3- ... -f'n-.j == == j- i-j-fi- -fn-1 ~ fi-{-fi

per ogni i~n-~, e quindi, con procedimento del tutto analogo

a quello seguito poco sopra (scegliendo opportunamente G. G 'U.. ,
~ ~

con G.~F., e cS.::U -rF ) j.). J (F », si dimostra che r. e ~
~ ~ {n-~ n ~ n

n
sono separate.

Se, qualunque sia n, t'n non è continua, si ottiene una

successione (fn) di masse agglutinate, a due a due separate,
00

c'on2:~ (E)~1 per ogni E~0(Il.). Pertanto f (E)......, 0, ed è
J n nn=,

chiaro che le masse agglutinate sono al più un'infinità nu-
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merabile. Non è difficile a questo punto concludere che la

massa

f-O=If'--t~
n=~1 n

è continua.
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