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10 CONNESSIONE RIEMANNIANA

0 Sia F una sottovarieta, di dimensione ogmgn, di uno spazio

affine E, di dimensione n.

Sugli spazi affini abbiamo definito 1'applicazione T :TTE » VTTE,

detta connessione affine.

Ora, si vuole trasportare questa nozione sulle sottovarieta: ossia,

O
s1 vuole definire una connessione [ : TTF -» vTTF.

lntanto, abbiamo la composizione

TT;

I
ITF “—" TTE - VTTE,

/TF /TF

A priorili, non esiste un modo canonico per avere la prolezione

v TTE - VvITF,
TF

pero se E € uno spazio affine euclideo, € possibile determinare una proie
zione di questo tipo.

Infatti, considerando la somma diretta

—_ 1
E=ETE=TF ® (TF) .
P

1% P
abbiamo la proiezione parallela p" : TE =+ T F e la proiezione or-
% P
it + : . .
togonale p : TE - (T F) . Dunque, in virtd dell'isomorfismo canonico
P P
TF~ VI, - (TF)™ vl - (TE) ¥ T E
P (p,u) (p,u) P

abbiamo la proiezione cercata (indicata ancora con lo stesso simbolo)

p"' :+ VITE = VTTF.
Ty

Sia, dunque, E uno spazio affine eulideo.

L

1.10.1. E' TE=TF @ (TF)
p p p
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Allora, si considerino la proiezione parallela p" e la proiezio

ne ortogonale p*

L
p" : TE->TF , D TE =~ ( TF)
P P p P

Ora, 1n virtu dell'isomorfismo canonico

TF T, - (TF)e vT, -(TE) VY TE
p (D:U)( ) (D:U)( ) P

S1 possono considerare le proiezioni (indicate ancora con gli stessi

simbo11)

p" vT(p!a)(TE) > UT(D,G)

p - UT(D,G)(TE) > (U T(p:a)(TF) ) ‘

(TF)

Diamo, allora, la seguente definizione.
DEFINIZIONE

Dicesi CONNESSIONE RIEMANNIANA 1'applicazione

&

r: 1TF = vITF

)
data da r=p®or o TT;]

1.10.2. TEOREMA
Valgono le sequenti proprieta:

-~
hd

a) ' & un operatore di proiezione, ossia € lineare sulle fibre.

by BT ¢ = id
/VTTE W TTF

quindi

c) T(TTF) = vITF
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D. a). Ovvia, essendo T composizioni di applicazioni lineari.

vITF < VITE F/uTTE = 1duTTE’

b) Seque dal fatto che

P/otTE = 19T

c),d). Seguono immediatamente da b) con un ragionamento insie

mistico.
1.10.3. Possiamo esprimere la connessione T in un qualunque

s1stema di coordinate adattato.

PROPOSIZIONE Sia x = (x],...,xn) U >V c lRm un sistema di

coordinate di E, adattato ad F.

di T @ del tipo

1

Allora, 1'espressione

'l'.:k & i..ll( m T ‘1-
(a) X o ' = X +.2 . Fk X'l ){k con k: ], Jm o,
1,J=1 1]

dove

© k -l,:;h'l? C o < o C e
R T - _ \ _

X Pij 2(g} (Bx1.gjh +ij'gﬁh axh 913)
] m m+l n, _, |1 m m+]
Y 5 Y 5”-:}/):(){ se s X LY

In particolare se y = (y ,...
e un sistema di coordinate ortogonale, 0ssia tale che nei punti

'p el é

3X. 1 Y. 1 =
yJ

allora, &
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. m ¥ v oL

sk v c1 ¢J

X 4 7 Fij X X k = 1,...,m
1,J=1 /E

D. Se y & ortogonale,la (c) si ottiene da (5.7.5.) tenendo

w . - L] E
presente la definizione di T .

Dimostriamo ora (a). E'
wf

ik = (3 -BU xk)

e quindi

in quanto

Dunque, tenendo presente (c) , &

;

ok k
X o I = (3y..X )
J
TV
= X + I
1,)=1
S1 o0sservi che

.i

o+

Dimostriamo ora (b)

-

Esprimiamo T

e

r

I K3
(Byj- X )y

T

o1 oh
};J + 7 I‘f-llh it X =
1,h=1 /F
Pkt con k=1,...,m.
[T
vk ‘ . o .
Fij sono i soliti simboli di Christoffel
/F

in forma covariante. Poniamo dunque



| ©
i
a0 ©
o
— O
| —
1
a0
@)
l.1

Dimostriamo che 11 sequente diagramma € commutativo

:
P <o L ourte BT uTTF
I1F {TF .
-~ oty 7 +(9)
r * (13)"
- oT TE/-;’F >0 ol TF

|

-

IT triangolo 1) & commutativo per definizione di T .

IT quadrato 2) € commutativo se lo & il seguente

VITE, B VTTF
¥

g ¥ ¥
%
(13) OT*TF

a0 o

o+
ol TE
/T¢

ossia, se lo & i1l seguente

p D
57 " g/TpF
2) T 7 T *F
p p

Facciamo vedere che quest'ultimo diagramma € commutativo.

—

Consideriamo un generico vettore v e £ e facciamo vedere che si
. L% o . .
ottiene la stessa forma di T F percorrendo uno qualsiasi dei tratti

P
1) e 2) .
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Seqguendo 11

- - -
percorso 1) E > E - Tp F
ViV eV
— —/T F
P
abbiamo:
VT F (X) = v « x =(v'+v7) x = v
P
Sequendo ) .
percorso 2) E->-TF-=T F
P p
,;, s ;II . E||
_E”(;{) = ;,u }:
51 noti che le forme YT F e
P
vettore di TpF'

Dunque, il quadrato

*

r=(1Ti)" or o TTj

0ssia, in coordinate, é

Ora abbiamo

che in coordinate diventa

° h ¢ hk ¢ ¢ hk
.= (g) I .=

con 1<1,7,h,ksm.,

. TTF > oT TF

con lg1,],ksm .

T

2) € commutativo. Allora, &
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Infine, ricordiamo che & (5.8.10)

0 o
3,07 = @7 # (g = (g,
Invece, &
aii.Eih = axgy . con l<i,3,hsm.

Dunque, questo teorema molto importante esprime la connessione

riemanniana I , in termini delle coordinate indotte su T, trami

te una formula del tutto analoga a quella valida per gli spazi af-
fini.
1.10.4. DEFINIZIONE

Dicesi EQUAZIONE DIFFERENZIALE DEL 2° ORDINE GEODETICA 1'unico

campo vettoriale

X : TF » TTF
0
ta-le che 9
o X =0 :
O —
1.10.5. Possiamo dare 1'espressione in coordinate di X

.
PROPOSIZIONE Sia % = (x',..,x"):U > V ¢ R" un sistema di coordi

nate differenziabile, adattato ad F.

Allora, €
O m . m v .
v 31,8 = BN Y G
X =1 (xox, -z T, xjxkai.)
o . T Jk ] —
i=1 j,k=1



