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6 SPAZIO COTANGENTE

O Sia F una sottovarietà, di dimensione o ~ m ~ n, di uno spazio

affine E di dimensione n.

Definiamo lo "spazio cotangente in p di

di T F.
P

'"F"(T F) come il duale
p

Osserviamo che si ha la proiezione

. '"T F '-->- T E.
P P

'"T E
P

'".. T F
P

ma non l'inclusione

Per avere un'inclusione canonica, dovremmo sapere come opera una fo~

ma di "T F, non solo sui vettori di
p

T F, ma anche sui vettori del suppl~
p

mentare di T F, il quale però non è dato canonicamente.
p

Si vede, invece, che se E è munito di una metrica, allora possiamo

scomporre T E
P

come somma diretta TE-TF ®
p p

.1-
(T F)

P
•

Dunque, è possibile considerare la proiezione parallela p":T E .. T F
P P

e, mediante l'applicazione trasposta di pII abbiamo l ' inclusione

• •TF<->TE.
p p

Definiamo

l'inclusione

siane 2m.

•poi "lo spazio cotangente" T F: si vede che, tramite

'" '" '"T F- T E, tale spazio è una sottovarieti di T E di dimen-

•Osserviamo che, in generale, T F non è un prodotto cartesiano, ma
-lO

solo un sottoinsieme di E x E .

•Si osservi che la definizione di T F non ha nulla a che fare con

l'esistenza di una metrica. Noi abbiamo considerato una metrica (che

pure è assegnata in molti dei casi di nostro interesse) allo scopo di
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~ ~

poter considerare T F come sottovarietà dello spazio affine T E.

Introducendo la nozione di varietà differenziabile, si potrebbe ve

"dere facilmente che T F è una varietà differenziabile; noi abbiamo

voluto evitare, a questo punto, tale concetto, perché è meno intuitivo

di quello di sottovarietà.

1.6.1. DEFINIZIONE Sia p e F.

Dicesi SPAZIO COTANGENTE di F ln p lo spazio vettoriale

•

Dunque, e uno. spazio vettoriale di dimensione m.

T.6.2. DEFINIZIONE

Dicesi SPAZIO COTANGENTE di F l'insieme

-"e ExE /p e F , v e •

E' dunque

T"F - U T"F
peF •p

In generale T"F • un prodotto cartesiano, ma solo un sottoinsienon e

de l prodotto -"me E x E •

Nel caso particolare in cui dimF - n (F aperto di E), allora e

1.6.3. DEFINIZIONE

-"F x E •

Indichiamo con ."J la proiezione
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data da •

Indi chi amo con qF l' app 1i cazi one

data da

Si noti che e

•

1.6.4. PROPOSIZIONE Sia
l n n

X _ (x , ... ,X ) : U .. IR un sistema di

coordinate differenziabile di E, adattato ad F, ln p e F.

A11 ora l' app l i cazi one

data da

, .
~ 1 1
X (p,.::'.) - X (p)

o,x, (p,v) - <v ,ax. (p» , V(p,v)eT*U - T*(U n F)cT*F
,- 1 -

e biiettiva.

O. Infatti, fissata la base \dx l (p), ... ,axn(p)} e T E, esiste un
p

T\
p

isomorfismo naturale (indotto da questa base) tra lo spazlo T*F e il
p

, n
generato da dx(p), ... ,dx (p),sottospazio, di dimensione m, di

dato da
l

v ~ < v, axl(p»dx (p)
n

+ ... + < V ,ax (p»dx (p)
- n •

Si noti che l 'isomorfismo precedente dipende dalla scelta della base.
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Pertanto, non esiste un modo canonico (dipendente dalla sola struttu-

ra affine di E) di vedere T*E come una sottovarietà di *T E.

La precedente proposizione permetterebbe di vedere T*F come una

"vari età di fferenzi abi l e", ma noi vog"li amo evitare ques ta nOZlone as tra tta

e ragionare solo in termini di sottovarietà di uno spazlo affine.

Se però assumiamo ln E una struttura euclidea ~, allora e possibile

vedere T*F come una sottovarietà di T*E.

1.6.5. Sia, dunque, (E,~) uno spazio affine euclideo, di dimensione n.

LEMMA. Sia U c E un intorno di peF,esla l n n
x = (x , ... ,x ):U -. ~

un sistema di coordinate differenziabile di E, adattato ad F.

Allora esiste un sistema di coordiante adattato

l n n
y - {y , ... y } : V c U -. iR

tale che
-L

ay l(P), ... , ay (p) e (T F)m+ n p
,

U t l . t .' V ~ IRnn a e SlS ema y '.

1.6.6. TEOREMA

Sl dice "ortogonale, adattato ad F".

Lo spazio cotangente T*F è unasottovarietà di T*E, di dimensione 2m

mediante l'inclusione canOnlca
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data da

dove e

Inoltre, se x è un sistema di coordinate su U adattato ad F,

ed y e un sistema ortogonale adattato, da esso dedotto, allora

e un sistema adottato a T~F

e
o
- l

{x ,

o o o

e il sistema di coordinate su
*0

TU, indotto da esso

Mediante l'identificazione di T~F ad un sottoinsieme di *T E, indot-

ta da . -
J, e

€ T'}-~ v((T F)l.) - 00Y l(P,v)-
p - p m+- •••

y. - X.
l l

Inoltre, e

l < i < m. - • o
• su •
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Si osservi che la definizione di T*F non ha nulla a che fare con

l'esistenza di una metrica. Noi abbiamo considerato una metrica (che

pure è assegnata in molti dei casi di nostro interesse) allo scopo di

poter considerare T*F come una sottovarietà dello spazio affine T*E.

Introducendo la nozione di varietà differenziabile, si potrebbe ve­

dere facilmente che T*F è una varietà differenziabile; noi abbiamo vo

luto evitare, a questo punto, tale concetto perché è meno intuitivo di

quello di sottovarietà.

1.6.? DEFINIZIONE Sia f: F ~~ una funzione differenziabile.

Indichiamo con df l'applicazione

data da

-
< df (P) , (p, v) 7 -

, -f(p,v) , li p e F
-

, (p,v) e T F
P

•

1.6.8. Siano F ed F' due sottovarietà. Sia

fi smo.

f : F ~ F' un diffeomor

Si può definire in modo del tutto analogo a quello del caso degli spaZl af

fini l 'appl icazione

1.6.9. PROPOSIZIONE.

Sia F c E una sottova ri età. Sia x • U -> R
n

•

adotta to. Allora
•

• •
°m

•+0
{o l o o

T x - x , .. . , x , xl ' ... xm)

un sitema di coordinate

è un sistema di coordiante indotto su •


