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O INTRODUZIONE

I "sistemi di coordinate' servono per interpretare uno spazio affine
come uno spazlo numerico: €ssl svolgono, in esso, 11 compito svolto dal

le basi 1n uno spazio vettoriale.

Sia, dunque, E  uno spazio affine di dimensione n. Un sistema di

coordinate

su E €& un "omeomorfismo', ossia un'applicazione biiettiva e continua,

. : -1 . : :
insieme all'inversa x . Sostanzialmente, ad ogni punto di E, x fa

corrispondere un'unica n-pla di numeri reali e viceversa. Il fatto che
tale applicazione debba essere un omeomorfismo, serve a garantire che la
traduzione in coordinate ''rispetti' tutte le proprietda topologiche dello

spazio (aperti, ecc...).

Su E & possibile definire, mediante x, le "funzioni coordinate"

1 n
x : E > Ryeeeeeey, X : E->R
e le "curve coordinate"
X, ctRxXxE->E, ....0., X : RXE~=>E
1 n

in numero pari alla dimensione di E. Si osservi che, assegnare il si-

stema di coordinate x € equivalente ad assegnare la n-pla delle fun-

L. . n Ce .
zionl coordinate (xl,...,x ). In base a cid6 si scrive anche

1 n
(X ’tii,x)

o
{1

mettendo cosl in risalto 1'equivalenza tra sistema di coordinate e fun
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z1ionl coordinate.

Inoltre, se x €& differenziabile( e quindi anche le funzioni e le

curve coordinate lo sono), allora esso induce, per ogni punto p dello

spazio, una base

B = { le(p),...,ﬁxn(p)}

el
D

per 1 vettori di > una base

B = {Dxl(p),---,Dxn(P)}

— ¥
per 1 vettori di E , 1'una duale dell'altra.

Allora, applicando le solite regole algebriche relative a tali basi,possia
mo rivedere in terminli matriciali, per comoditd del lettore, tutte quel-

le nozioni che sinora sono state espresse con basi qualsiasi.

In particolare, possiamo dare la rappresentazione matriciale delle

L] - * * ] [ ] ] »
derivate rispetto alle basi B e B Le matrici di rappresentazione

dei tensori, cosl introdotte, acquistano talvolta un interessante signi

ficato legato al sistema di coordinate. Per esempio, le '"derivate parzia

1i" di una funzione risultano essere proprio gli elementi di matrice del

la sua derivata.

E' possibile estendere, in modo naturale, il sistema di coordinate

1 n
X £ (x, ...,x ) allo spazio affine TE, stabilendo una biiezione tra

2 L] L] L] ) [ .
esso e R°H Riusciamo in questo scopo, considerando 1'applicazione

tangente di x. In tal modo, ad ogni elemento (P,;) di TE, si fa cor

rispondere le n coordinate x(p) = (xl(p),...,xn(p))e R e le n com

ponenti secondo la base B, indotta da X
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*
n modo naturale s1 estende x, anche, allo spazio affine T E,

mediante 1l 'applicazione cotangente di X.

*
S1 osservl che su TE e T E wvi sono anche sistemi di coordinate

non provenienti da sisteml su E.

Dunque, possiamo esprimere in coordinate le equazioni differenziali

del 1° ordine, essendo, queste, dei campi vettoriali su E.

Se X € differenziabile due volte, & interessante lo studio del

#*
le derivate degli elementi di B e B . Infatti, vedremo che tali de

rivate sono espresse mediante i '"simboli di Christoffel "

1 quali risul
teranno nulli se X €& un sistema di coordinate cartesiano, 1n quanto

tale sistema induce delle basi (costanti punto per punto ),

I precedenti calcoli permetteranno di esprimere, mediante 1 sistemi

di coordinate, tutte le nozioni date sinora 1in modo intrinseco.

o,

Ora, se Xx €& differenziabile due volte, & possibile estendere,

in modo naturale, il sistema di coordinate x ai secondi spazi tangen

: * : : . : w
t1 TTE e TT E, mediante le 2-applicazioni tangenti TTx e TT x ,

rispettivamente.

Ancora,1n modo naturale, si estende X ail secondi spazl cotangenti

4 F _ _ .. _ * R
T TE e T T E, mediante le 2-applicazioni cotangenti T Tx e T T x,

rispettivamente.

Si osservi che anche sui secondi spazi tangenti e cotangenti di E
vi sono sistemi di coordinate non provenient: da sistemi su E. Sono an-

che interessanti 1 sistemi di coordinate indotti da x, sugli spazi

*
VTTE = ol TE.
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Dunque, possiamo esprimere in coordinate le equazioni differenziali

del 2° ordine, essendo, queste, deil campi vettoriali su TE.

Se E € uno spazio affine euclideo, allora possiamo applicare anche

#
su g le solite regole algebriche con le basi B e B , indotte da

X, Dunque, si possono vedere, in termini matriciali, tutte le nozioni

# L] L L] L2 L} — -ﬁl
del 4° capitolo, espresse mediante basi qualsiasi di E e E

_ hk _
Le matrici (g..) e (g ), che sono l'una inversa dell'altra, so-

1]
no molto interessanti, 1n quanto servono per 1'espressione e per il cal-
colo in coordinate dei campi g e g , della funzione metrica g e del

: , * . . v
la co-funzione metrica g , delle applicazioni g e g, ecc....

Pt

S1 osservi che la connessione affine I non dipende dalla metrica
(é definita anche se E non & euclideo), ma solo dalla struttura affine,
anche se la sua espressione in coordinate, pud essere data in modc tale

hk
da far comparire le matrici (g..) e (g ) . Cido dipende dal fatto

1]
che 1 simboli di Christoffel possono essere anche espressi tramite la
derivata delle componenti di un qualsiasi campo tensoriale costante del

O . . .
2° ordine, simmetrico e non degenere.



T SISTEMI DI COORDINATE 5SU UNO SPAZIC AFFINE

O I "sistemi di coordinate' servono per interpretare uno spazio af-
fine come uno spazio numerico. Essi svolgono, in esso, 1l ruolo svolto

dalle basil 1in uno spazio vettoriale.

In generale, sono definitil su aperti dello spazio affine ed hanno come
immagini aperti di uno spazio numerico. Perd, per semplicita di notazio-
ni, considereremo solo sisteml di coordinate definiti su tutto lo spazio
e aventl come immaginl lo spazio numerico. La facile estensione al caso

piu generale e lasciata al lettore.

Concludiamo il paragrafo con le importanti nczioni di funzionl e di

curve coordinate su uno spazio affine.

Sia, dunque, E uno spazio affine di dimensione n.

5.1.1. DEFINIZIONE

Dicest SISTEMA DI COORDINATE su E un omeomorfismo

X : B - an

: : . : . . * : . - 1
0ssia, un'applicazione biiettiva e continua, assieme all'inversa x

La bitettivita garantisce la corrispondenza biunivoca tra punti e coor
dinate. Ossia, ad ogni punto p di E corrisponde un'unica n-pla

x(p) di numeri realil e viceversa.

[1 fatto che tale applicazione debba essere unomeomorfismo, serve a
garantire che la traduzione in coordinate "rispetti"” tutte le proprieta

topologiche dello spazio (aperti, ecc...).



- 190 -

: . . : . n
Consideriamo, dunque, un sistema di coordinate x : E » R

5.1.2. Diamo ora la nozione di "funzione coordinata” di  x, sem

: . : n
plicemente componendo x con una funzione coordinata naturale su R .

DEFINIZIONE

Dicesi FUNZIONE COORDINATA I-MA di x 1'applicazione

data da 1 i
X pw (mo x)(p)

1 n X . : : .
(dove = :R -» R & la i-ma funzione coordinata naturale (o 1-ma

proiezione) del prodotto IRn)

—

Naturalmente, le funzioni coordinate di X SOno n.

Se pek, gli n numeri x](p),...,xn(p) si dicono le "coor-

dinate"di p.

Assegnare un sistema di coordinate & equivalente ad assegnare la n-pla

delle funzioni coordinate. In base a ci6é, si scrive anche

mettendo, cosi, in risalto 1'equivalenza tra sistema di coordinate e la
n-pia delle funzioni coordinate. Dunque, 11 seguente diagramma & commu-

tativo.
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1 . R

X
/"” }'
X n
3 > R
n
-
‘\n\ \ .
X R
. ‘ o 1 . )
51 osservi che le funzioni X ,...,X sono continue, perché sono con
. . : C . 1 . N
tinue 1'applicazione Xx e le proiezioni m, ..,wn . Perdo la continuita
: ] n : C s g
di X 4...,X non garantisce la continuita di X.

.1.3. Diamo ora la nozione di '"curva coordinata i , semplice-
5.1.3. D ] di " d ta" d E Dl

- | : . n
mente componendo @ X con una curva coordinata naturale di R

Tale nozione, in un certo senso, é"duale" alla precedente.

DEFINIZIONE Sia p e Lk .

Dicesi CURVA COORDINATA J-MA, passante per p, di E 1'applicazio

ne

X. :R~>E

JP

-1 1 j n
data da xjp A X (X (P)seeesXT(P) + Ayenux (D))
0ssia, data da
- ]
= o C

ip T JP

(dove c._ : R +1Rn e la j-ma curva coordinata naturale dj Rn, passan

JP
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c. (A) = (X ](p),...,xj(p)+ k,...,xn(p)) , ¥ el

0

IT termine "passante per p" @& giustificato dal fatto che per i

L.

e

Dunque, 1a j-ma curva coordinata passante per p assegna, ad ogni

» € R, i1 punto di E ottenuto bloccando tutte le coordinate, tfran-

neé la j-ma ed incrementando questa, di A, a partire da xJ(P)

Naturalmente, le curve coordinate, passanti per p, sSono n.

S1 noti che le curve x1 T sono continue, perché sono con-

np
: . . -1 C e e
tinue 1'applicazione X e le iniezioni Clp""’cnp :

5.1.4. Se ¢ : R+ E & una curva, si ponga
| . n n
C =X oC :R->R,y..., C =X oC:R->R.

Allora, la curva ¢ @& determinata dalle sue n “"componenti"

R
¢ g
R = E
N
N> X"
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5.1.5. Se poi f : E >R & una funzione, allora f & determinata

dalla funzione

essendo 1
f = (foXx )oXx.

Dunque, 11 seguente diagramma & commutativo .

X mn f o x_]
oA .
E -—E-——r e R

\ ﬁ _ 'l

x-] ) f o X
R

Abbiamo anche
-] -] ] n
foc=(fox )o(xo0c)=(fox )o (Cc,...,Cc)

5.1.6. Possiamo dare una definizione pil generale di curva coordi-

nata.

DEFINIZIONE

Dicesi CURVA COORDINATA J-MA di E 1'applicazione

x. :R xE->E
J

data da X.:(A,p) » X. (A .
J( p) Jp()
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0ssia, data da

X. X o5, o (id xx):leE+FerRn+an+E
J J R
(dove Sj R xR +|Rﬂ e 1'applicazione data da
] n ] ] n 1 n n
S.(l; H oeeesl ) = (p seessld TA 4.5l ) , (h;u g o s s gl ) eR xR )

5.1.7. PROPOSIZIONE Sia p € E.

Per ogni » € R, &

D. Infatti, ¥ » e R, e

i i, =1, 1 ' n
(X o % )00 = X (X7 (R)s s XT(R) * HsensX(P) ) 5
] -1, 1 ] n
= m (X(x (X (p)5 > X (D) t A, > X (D)) ) ) =
= x (p) + h61
p ; .
5.1.8. DEFINIZIONE
Un sistema di coordinate x : E » R si dice differenziabile (d1
classe %3k) se X e x"] sono differenziabili (di classe ¥ k)

5.1.9. Dunque, la seguente proposizione fa vedere che le funzioni e

: : e . K
le curve coordinate di E sono differenziabili (di classe <€ ) .

PROPOSIZIONE Sia x : E +IRn un sistema di coordinate differenzia-



v L K
bile (di classe % ) |,

I|I

Allora le funzioni coordinate ¢ (e curve coordinate di E  sono
. e K
differenziabili (di classe ¢ )
D. Infatti le funzioni coordinate o le curve coordinate sono ot-

tenute componendo X O x~ ! con applicazioni di classe «= . Allo

ra 11 risultate segue datla regola della catena
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2  BASI INDOTTE DA UN SISTEMA DI COORDINATE

0 Sia E wuno spazio affine di dimensione n e sia

1 N n : : . : :
X = (X 4...,X ) : E->R un sistema di coordinate su E, differenzia

bile.

In questo paragrafo, facciamo vedere che, essendo x differenzia
bile (e quindi, per 5.1.7. lo sono anche le curve e le funzioni coor

dinate), esso induce, per ogni punto p di E, una base di E e

una di E , 1'una duale dell'altra. Pid in generale, otteniamo una base

per 1 campi di vettori e covettori su E,.

Tali basi, generalmente, variano da punto a punto. Vedremo, nel ca-
pitolo successivo, che se x & un sistema di coordinate cartesiano,

allora esse non dipendono dal punto di applicazione.

5.2.1. Le n funzioni coordinate

x :E-+R, ..., x :E->R

ox! c E-EY L. DX i Eo»E

dati da dx] e I {pﬁDxiip)} y s oo dxn: p (D:DXH(D))

Incltre. le n curve coordinate
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X. tRxE~-EFE , ... o X :RAE->c¢

1
i

sono differenziabili. Possiamc, duncue, considerars le loro derivate

r
¥
s

{Sx] : s e e s " :

date da Sx. : p - Dx, (0),..., &x_ : p = Dx_ {o)

] p

o 1 loro differenziali

oxX, + E~»TE , ... , 8x k-~ TE

—

dati da d3X, + p = (p,ﬁx]ip}),,,., 39X

M

Abbiamo, cosi, n campi di vettori ed n campi di covettori liberi

ed applicati su E.

5.2.2. Dimostriamo ora che, per ogni punto o € E, gli n vettori

: , 1
6x1(p),...,6xn(p) e gi1 n covettori Dx (p),...,Dxn(p) costituisco-

: . . = - =%
no , rispettivamente, una base di £ e una di E , 1'una duale dell'altra.

PROPOSIZIONE Sia p e E .

Allora
B(p) = jﬁx](p),...ﬁﬂx o)y e BU(p)= {Dx (p),...,Dx (p)}

... o= - . ]
sono basi di E e di E , rigpettivamente Inolire, 1'una é la base dua

le dell’'altra, ossia

i | i | .
<Dx'(p) » &x.{pj > = 3, , ¥l g 1,3 g

b

=t
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D. Per la regola della catena, 1'applicazione

data da X o X, I A~ xj(p) + Aﬁl

e differenziabile ed é

]
< Dx s OX. >
(p) J(p) 3

Il

Dimostriamo ora che gli n vettori

< Dx'(x. (0)) , Dx, (0)>= &' .

JP J

Gx](p), ooy Gxn(p) di E

= %

e

gli n covettori Dx (p),...,Dx (p) di E sono linearmente indipen-

] n
dent1.
Sia
] n
a (p) 8x;(p) + ..+a (p)sx (p)
Allora, é
] ] -
a (p) =< Dx (p), 0> =0
Sia
] n
n
Allora e

¥

Dunque, B(p) e B (p) essendo costituiti da un numero di eiementi

indipendenti, pari alla dimensione di

E, costituiscono una base di

E
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@ una base di E*, 1'una duale deit'altra.

Naturalmente,gli insiemi

¥

.
B(p) = {axl(p),...,axn(p)} e B {(p)={ dx (p),..., dX

"(p)}

costituiscono una base per i vettori applicati di TE e una per i covet

tori applicati di T*E, 1'una duale dell'altra.
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3  ESPRESSIONE IN COORDINATE DEI CAMPI TENSORIALI

. : . C . : : n
0 Sia E wuno spazio affine di dimensione n e sia x : E >R

un sistema di coordinate su E, differenziabile.

Abbiamo visto che se x €& differenziabile, esso induce, per ogni

punto di E, una base per i vettori di E e una per i covettori di E

1'una duale dell'altra.

Allora, € possibile esprimere, in coordinate, gli elementi di E e

— %
E mediante tali basi. In particolare, possiamo dare la rappresentazio

ne matriciale delle derivate rispetto a queste basi. Le matrici di rap-
presentazione dei tensori, cosi introdotte, acquistano talvolta un inte-
ressante significato legato al sistema di coordinate. Per esempio, le

"derivate parziali" di una funzione risultano essere proprio gli elementi

di matrice della sua derivata.

-

Sia, dunque, B(p) E{ax](p),...,axn(p)} una base di E e

B*(p) = {Dxl(p),...,Dxn(p)} una base di E*, 1'una duale dell'altra.

Indicheremo i campi liberi ed applicati con gli stessi simboli.

5.3.1. PROPOSIZIONE Sia X : E > E un campo vettoriale libero su

- 3 _
E e X :E->E un campo covettoriale libero su E.

Allora, per ogni p € E, é

X (p) = X' (p) 6. (p) , con X' (p),....x"(p) € R,

X(p) = Xi(p)Dxi(p) ; con X,(p)s....X (p) e R,
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dove

Scriviamo anche

><1
i
><
O
>
L

Considerati i campi applicati X : E~>TE e X : E » T¥E su E,

—

abbiamo anche le seguenti espressioni

il X 9X

X

I
><
Q.
>

L

dove

X. =< X 4, 39X, > = <X , 6xi >

5.3.2. Dunque, 1'espressione in coordinate di un'equazione differen-

ziale del 1° ordine X : E - TE su E , @&

X = X ax.
;

Facciamo, ora, uno studio in coordinate delle applicazioni differen-

ziabi11i pid interessanti.
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1) CASO f : R~ E .

5.3.3. PROPOSIZIONE Sia f una curva differenziabile . Sia ) € R,
f(A) = p e E.

Allora, é
Df () = DF' (1) &x. (p)

0ssia
Df = Df‘(axi o f)

D. Assegnare f equivale ad assegnare le n funzioni reali differen

ziabili (5.1.4.)
f 2x of:R->R , ¥1cgisn.

Allora, posto
i ] n
Df(A) = o (A)Gxi(p) , con a (A)s ..., a (1) € R,

per la regola della catena, &

1

a2 (A) = < DX (p), DF(A)> = D(x' o £) (1) = Df (1)

Abbiamo anche
df = Df‘(axi o f)

eon 1 i i
Df = <«dx ,df > = < Dx , Df>
5.3.4. Dunque, possiamo caratterizzare una curva integrale di una

equazione differenziale del 1° ordine
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-

PROPOSIZIONE Sia X = Xjaxi un'equazione differenziale del 1° or-

dine su c©. Sia ¢ : R - E una curva differenziabile.

Allora ¢ € una curva integrale di X se e solo se @

2) CASO f : E >R .
5.3.6. PROPOSIZIONE Sia f wuna funzione differenziabile.

Allora, per ogni p € E, &

Df (p)

]
——
(o
>
~
—
-
>
A
O
S—

0ssia

D. Infatti, posto

i f
Df(p) = 8,(p)Dx (p) , con B,(p)s...» B (p) €R,

per la regola della catena, &

8;(p)= <D (p), sx.(p)> = D(f o x; )(0)=(ax,.)(p)

'!. —

Abbiamo anche

dove
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5.3.5. Diamo, allora, la seguente definizione.

DEFINIZIONE

Dicesi DERIVATA PARZIALE di f, rispetto alla i-ma curva coordinata

di E, 1'applicazione

(3X. .

; f) : £E >R

data da

(axi. f) :p >D(fo xip)(o) N

Ossia, (axi . f) €& la derivata della funzione reale di una variabile

reale ottenuta facendo variare in f solo la i-ma coordinata.

5.3.7. Possiamo ora caratterizzare un integrale primo di una equazione

differenziale del 1° ordine.

PROPOSIZIONE Sia X = XTBXi un'equazione differenziale del 1° ordine

su E. Sia f : E -+ R una funzione differenziabile.
Allora, le seguenti condizioni sono equivalenti.

a) f @& un integrale primo di X .

b) E'
(axi.f) X1 = 0 s ¥ 1 <1 <n
D. a) &> b).
E <df,X> =0 f & un integrale 1° di X :
inoltre:
<df ,X> = «:(axi.f)dx1 . XJaij = (Bxi.f) X'
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5.3.8. Dalla regola della catena segue un interessante risultato.

PROPOSIZIONE Siano ¢ :R - E e f:E » IR due applicazioni

differenziabili.

Allora é
D(f o c ) = (axi. f) o che .

D. Sia xeflR, ¢c(x) =pek. E

.;

DF(p) ° De(x) = (ax;-F)(PIDC (1) DX’ (p)  6x:(p)> =

D(f o ¢)(A)

(axi.f)(p)Dci(A)

3) CASO f :R xE - E.

5.3.9. PROPOSIZIONE Sia f wun'applicazione differenziabile, tale

che fD = 1dE.

Allora e

§f =(6f1)6x.,

of =(6f1)ax.,
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dove
i 1 i
§f = <Dx ', 8f> =<dx , 3f > .
5.3.10. I casi precedenti rientrano come studio, pit generale,di
una applicazione differenziabile tra due spazi affini di dimensioni

finite.
Siano dunque

- &, F due spazi affini di dimensioni n, m, rispettivamente;

- f : E>F un'applicazione differenziabile;

(y],...,ym) : F +IRm un sistema di coordinate su F, differen

-y
ziabile;

-petk, f(p) =qer ;

1 . .
- B(q) = {ay](q),...,aym(q)} . B*(q)E{Dy (q),...,Dym(q)} due basi, ri

spettivamente, di F e ?*, 1'una duale dell'altra.

Allora sussiste la seguente proposizione.
PROPOSIZIONE
Gli insiemi

1 ) \ _
(DX (p) ® 6y1(a)s-.-»0x”(p) @ 8¥,(a),-...0X"(p) ® ¢y, (q)}

B (p) ® B(q)
B(p) ® B*(q)

{8x,(p) ® Dy (q) L ..,....,axj(p) ® Dyi(q),...,ﬁxn(p) ® Dy"(q)]

costituiscono una base di E ®F e di E®F ., 1'una duale dell'altra.

Allora é



0 (p) = (3%, F)(p) DX (p) ® by, (a)

dove si1 e posto

)
"'h_‘
i

<

-
o
~h
rm
¥
i

- (o, F)(p) = < Dy'(a) » DF(p) (6%,(p))>

Sinteticamente, scriviamo anche

Df = (ax,. £') Dx? ® (8y; o f)
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4  SISTEMI DI COORDINATE INDOTTI SUGLI SPAZI TANGENTI E COTANGENTI

0 Sia E wuno spazio affine di dimensione n. Sia x : E +R"

un sistema di coordinate su E che, per semplicitd, supporremo di

Q0

classe ©

E' possibile estendere, in modo naturale, tale sistema di coordi-
nate allo spazio affine TE, stabilendo una biiezione tra esso e Rzn.
Riusciamo nel nostro scopo considerando 1'applicazione tangente di
X. In tal modo, ad ogni elemento (p,a) di TE, si fa corrispondere
le n coordinate x(p) = (xl(p),...,x®(p)) €R® e le n compo-

{le(p),...,ﬁxn(p)} di E, indotta da x.

]

nentl gsecondo la base B(p)

Allo stesso modo, tramite l'applicazione cotangente di x, si da

4
su T E un sistema di coordinate indotto da x.

] [ ] * - [ ] [ [ E 3
S1 osservi che su TE e T E vi sono anche sistemi di coordinate

non provenienti da sistemi su E,

5.4.1. PROPOSIZIONE

L'applicazione tangente di  x

Tx : TE +IR2n '='|Rn xIRn

data da Tx :(p,u) » (x(p)s <Dx(p),u>)

oo

e un sistema di coordinate su TE di classe ¢

y

D. L'applicazione Tx & una biiezione, la cui inversa & T(x

Inoltre, Tx e T(x']) sono di classe @
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Si noti che la prima n-pla caratterizza univocamente il punto
p € £E di applicazione, tramite x, mentre la seconda caratterizza

univocamente 11 vettore u€EE.
Studiamo le funzioni coordinate di Tx.

5.4.2 ., Ricordiamo che, dato i1 fibrato tangente <E =(TE,p,E) di

v

E, i1 rilevamento (x : TE +R") di x secondo pe @ dato da

X(p,u) = x(p) , per ogni (p,ﬁ) e TE.

Inoltre 1'applicazione x : TE >R’ & data da

i(p,ﬁ) = <Dx(p),ﬁ > , per ogni (p,u) € TE .

5.4.3. Dunque, abbiamo la seguente proposizione .

PROPOSIZIONE

E i
Tx = (x 4, X ) .
P10 precisamente e

'l b n W L .
T () (0" (00" ) = G E L )

mettendo cosi in risalto {'equivalenza tra il sistema di coordinate su

TE e la 2Zn-pla (X s...4X 3 X 5 «cuuy X )

Allora le funzioni coordinate su TE sono Je 2n applicazioni diffe-

renziabili
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date da (TX)i(p.E) = xi(p)
%) (p, )

{Dx1(p),ﬁ> .

per ogni (p,u) e TE
(dove p1 . R" xR >R e p2 . R" xR" > R" sono le proiezioni date

da
D](h U ) = A ; pz(l,u)f u s ¥ (A,u) e R"x R" ) .

D. Infatti, per ogni (p,ﬁ) e TE, e

(1" o B o TX)(p,0)

—
—
X

e

-

_——

o
(g |
i

)

—
=
O
><

—

—

o

—
m
>

—

O

—

i - i 2 -
(“ °P o Tx)(p,u)

—
<
e
F

O
“w
-
St
it
I
=
———
o
>
——
O
S
=1
e
g
i
(-
i
=

=<Dx' (p),U >

5.4.4. Studiamo ora le curve coordinate di TE.

PROPOSIZIONE

Le curve coordinate su TE sono le 2n applicazioni differenzia-
bili

(Tx)i E-;i R x TE > Tt
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(Tx) ~x, : R x TE » TE

date da

(Tx)iik;p,a) = (Tx)—1(x](p),...,x1(p)+l,...,xn(p};{Dxl(p),a}..,cDxn(p),ab )

(TX)_(23050)=(TX) T (X' (p) s+« oX" (p)3<DX (p) . .,<DX (), U+, . .<DX (p)U> |

-

51 noti che 11 simbolo corretto & (Tx)i a (Tx)n+i . La notazione

S

Xi e iﬁ & un abuso di linguaggio; perd in seguito per semplicitd di

notazione, faremo uso solo dei simboli ii e ii'

Fissato (p,u) € TE, si hanno 1e 2n curve coordinate passanti per

(p,u)
X., =-.:R - TE
i(p,u)
X, - iR - TE,
i(p,u)
date da
ET(p!a)(k) = Xi(l,pgd) ’
. _ ) = i.{~' N
x1(p$u)(i) % LA3P5U) 3

¥ 1 e fR.
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v
Sostanzialmente 1la i-ma curva coordinata xi(p ﬂ) , passante per
?

(p,ﬁ) e Tk, assegna, ad ogni X e€lR , 11 punto (q,ﬁ) e TE ottenuto
bloccando tutte le coordinate, esclusa la i-ma ed incrementando que

sta di A a partire da ii(p,ﬂ)

Invece la n+i-ma curva coordinata ii(p 0)’ passante per (p,u)
b

assegna, ad ogni A, il punto (p,v) e TE ottenuto bloccando tutte

le coordinate, esclusa la n+i-ma ed incrementando questa di X a

partire da X (p,u) .

5.4.5. Poiché le 2n funzioni coordinate ;],;..,in; i],...,in di

veesX 5 X.seoosX su TE sono dif

. W
Tx e le 2n curve coordinate x], " : 0 T

ferenziabili, possiamo definire una base per i campi di covettori su
TE e una base per i1 campi di vettori su TE, 1'una duale dell'altra,

indotte da Tx.

Dunque, per la regola della catena, le 2n funzioni coordinate di Tx

x :TE >R , x' : TE - R
date da
i - i - i -
X (psu)» x (p) ’ X ¢ (psu) » <Dx (p),su >

sono differenziabili. Possiamo, quindi, considerare i loro differenzia-
11
vl .1 %*
dx' : TE =+ T TE , dx' : TE - T TE

dati da



i
™D
mamnd
LAl

i

v - - i, - i - N
dx : (p,u) » (p,uslx (p,u) , dx ¢ (p,u) = (p,usDX (p,u))

. . S o el .
L'espressione esplicita di Dx (p,u) e di Dx (p,u) verra data

in sequito (5.5.3.) , (5.5.4) .

Per 1a regola della catena, la 2n curve coordinate su TE

v

xl.:foTE—rTE ,:a?.i:rRxTE -+ TE

sono differenziabili. Dunque, possiamo considerare i1 loro differenziali

3%. : TE » TTE , sx. : TE -+ TTE

dati da

w EF

ox; ¢+ (psu) w (pausex, (psu)) 5 3k, 1(psU) w (L3S, (p,u))

H L - [ w
L 'espressione esplicita di ﬁxi(pju) e di 5xi{p,u) verrda data in

sequito (5.5.6.), (5.5.7.)

Dunque, abbiamc 2n campi di covettori sy TE

o] vl . T
10X 5"'idx : dX N«

e due campi di vettori su TE

- o W & "
™, s, - r Y i
‘L_ DX] y & & » 3;ﬂ}irwﬁ E_'.‘::{-t IR :,.’3;‘{_.’.1 J
& : ¢

bss1 costituiscono (5.2.2.) una base per i campi di covettori e dj
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vettori su TE , 1'una duale dell'altra.
5.4.6. PROPOSIZIONE Sia f : IR - E wuna curva differenziabile.

Allora &

5! o df = <dx',df> = Df

D. Infatti, ¥ xe IR, &

(iio df) (1) = ii(f(l),Df(l))E{ Dxi(f(l)),Df(k)} =< Dxi,Df} (A) =

<dx ' ,df>(2)

5.4.7. PROPOSIZIONE Sia f : E >R una funzione differenziabile.

Allora &

W

F = (axi.f)ii .

D. Infatti, per ogni (p,ﬁ) e TE, &

f(p,a)=< DF(p),u> = (3x. .f)(p)<Dx (p),u> =[ (ax..

1 X' (1)

5.4.8. PROPOSIZIONE Sia f : R x E -~ E un‘applicazione differenziabi

le tale che f = 1d_ .
0 E

Allora &

x'o 3f = <dx' , af> =D (x'o f)

D. Infatti, per ogni p € E, é
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(x' o 3f)(p) = X (p, 6f(p)z< Dx (p), 6F(p)>=< Dx', 8F>(p) =

<dx ', 3f> (p)

5.4.9. PROPOSIZIONE Sia F wuno spazio affine di dimensione m.

] m m . : : :
...,y ) ¢ F >R un sistema di coordinate su F di classe

w
-
o
<
(i
‘-c:

« . Sia f : E~-F wun'applicazione differenziabile.

Allora e
y' _Tf=f
g oo TF = (axi.fl) .

D. Infatti, per ogni (p,a) e TE, &

 (F(p),DF(p)(0))= ] ! 1 (p,a

il

Fil
<
.

~h
-,
o
S
T

T

—+
-
o
™

i
—h
-
o
L
-
e

= (ax £ ) (p)< Dy (), (D€ (p) @ 5y, (a))(U)> -
= (ax, F)(p) DX (p)ol = [(ax £ J(p0)

5.4.10. Estendiamo, in modo naturale, i1l sistema di coordinate X

. & . , L 2n
allo spazio T E, stabilendo cosi una biiezione tra esso e R :

PROPOSIZIONE

_'applicazione cotangente di x

™ T - RS
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data da

T*% ¢ (pou) » (x(p)s U ° DX ' (x(p)))

oo

. . : . * )
& un sistema di coordinate su T E di classe 2

. : # X C. . . ) * -
D. L'applicazione T x € una biiezione, la cuil inversa & T (x )

Inoltre, ™" e T*(x_]) sono di classe ©
S1 noti che la prima n-pla caratterizza univocamente i1l punto p € t

di applicazione, tramite x, mentre la seconda caratterizza univocamente

, =%
11 covettore u et

*
Studiamo le funzioni coordinate di T x .

5.4.11. Ricordiamo che, dato il fibrato cotangente T*EE(T*E,QE,E)

di E, 11 rilevamento (; : T*E +IRn) di X secondo qE e dato da

x(p,u) = x(p)  , per ogni (p,u) € T'E .

Inoltre, abbiamo le n applicazioni ii . T'E > R date da

ii(p,g) = <u , 6xi(p) > , per ogni (p,u) € TE .

5.4.12. PROPOSIZIONE

L. * * . C e . e
Le funzioni coordinate su T E sono le Zn applicazioni differenziabi
11

) =0 Lp LT TES R
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¥ 1) - 2 ¥ K
(T x)q: (T xjn+i =l <e, poo Tx>:TE-R,
¥ 1 <1 <n ,
date da
* 1 1

per ogni (p,u) € T E .

Dunque, e

T =0T L TN (T %) s (TTX) ) = (X e sX THENRN S

] n
mettendo cosi in risalto 1'equivalenza tra il sistema di coordinate su

A N, . . :
T'E e la 2n-pla (X ,...,in; X ,,.‘xn) di coordinate.

|

D. Infatti, per ogni (p,u) € T*Eﬁ e

. " . . N
1) Considerata la i-ma curva coordinata naturale di R ,passante per
x(p) = c. (0]

P c. R = iRn
1D
1 ] n
data da C'ip: Ao (X (p)a*ﬂ*ax {p)+}‘:*--:x (p)) ]

abbiamo Dcy,(0) = ej,dove ey & lo i-mo vettore della base canonica di R .

n
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5.4.13. Di1amo ora le 2n curve coordinate su T*E .

PROPOSIZIONE

. * * C e s
Le curve coordinate su T E sono le 2n appliicazioni differenziabili

(T*x)i X iR X ' 5 T'E
1) - K, 1R X ' - T°E

date da
o * =1 ] ] n

(Tx) (s psu) = (T x) (X (p)aeesX (P)HA,. X (P)3<Us8X,(P)>s .0 5<U,8X (P
* i -1, 1 n

* * _ _ Lk * N+ .
51 noti che il simbolo corretto & (T x)i e (T x) . La notazione

v » .I - . . . - - .
X. € X &un abuso di linguaggio; perd,in seguito, per semplicita di no-

a

tazione, faremo uso solo dei seimboli X. , x .

i

. s .
Fissato (p,u) € T'E, si hanno le 2n curve coordinate passanti per

(p,u)
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date da
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Sostanzialmente la i-ma curva coordinata x.

R assante per
1(p,u) P P

*
(p,u) € T E, assegna, ad ogni » € R, il punto (q,u) € T*E ottenu

to bloccando tutte le coordinate, esclusa la i-ma ed incrementando

questa di » a partire da §1(p,5) :

* * * 3 J*-l-"
Invece, 1la n+i-ma curva coordinata xi(p 0)’ passante per (p,u)e T E,
b

assegna ad ogni A € iR, il punto (p,v) € T'E ottenuto bloccando tut

te le coordinate, esclusa la n+i-ma ed incrementando questa di )

a partire da ii(p,gj .

5.4.14. Poiché le 2n funzioni coordinate i],...ﬁn; X

* . ! N ' . * .
T x e le 2n curve coordinate XqseeesX 3Xose X o SU T'E sono diffe

e . . . . : *
renziabili, possiamo definire una base per i1 campi di covettori su T E

e una per 1 campi di vettori su T*E, 1'una duale deli'altra.

Dunque, per la regola della catena, le 2n funzioni coordinate di

T*x

date da £1 :(p,5)4+ x1(p) N X . =(p,u) » < u, 8x.(p) ~

sono differenziabili. Possiamo, quindi, considerare i loro differen-



- 220 -

ziali
ax s TV - T , di, o TTE - T
dati da
as (p,g)r+(pag;9ii(ﬂxﬂ)) , dx.r (p,u) ~(p,us Dx. (p,u)).

L 'espressione esplicita di Di1(p,g) e Dx.(p,u) verra data in

AL
seguito (5.5.9), (5.5.10.).

Per la regola della catena, le 2n curve coordinate su T*E

gi " RxTE-TE |, ko iR X ™" - T'E

sono differenziabili. Dunque, possiamo considerare i1 loro differenzials

X, T°E 5> 7T E Lok ™" - TT7E

dati da 3.1 (psu) = (PU3EX. (PoU)) s 3K 5 (pou) w(p,u3sk. (pyu))

L 'espressione esplicita di 5§i(p,g) = 6ii(p,g) verra data in

sequito (5.5.12) , (5.5.13).

Dunque, abbiamo 2Zn campi di covettori su T*E

(dx ', LdR"s dk. .. .dR )
] n

e 2n campi di vettori su T'E

33( “ b w . ‘ . o - '
1° n 17 n
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Essi costituiscono (5.2.2.) una base per i campi di covettori e vet

T-

tot1l su J*E, 1'una duale dell'altra.

5.4.15. PROPOSIZIONE Sia f : E - [R wuna funzione differenziabile.

Allora ¢

ii o df = <df, axir = D](f o X.) = 3x..f

D. Infatti, per ogni p e E, &

(x; > df)(p) = x.(p,Df(p)) = <Df(p), sx; (p) >

i
A
Q.
.._*.}
Q
>
-t s
V
o

5.4.16. PROPOSIZIONE Sia f : R x E - E un'applicazione differen-

ziabile.

Allora é

]

D. Infatti, per ogni (p,u) € T*E , 2

f (pou) = <u, 57(p)> = oF (p)<u,ox (p)> =[ (6F1)%,] (pu)
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5 DERIVATE DELLE BASI

: . . : . n .
0 Sia E wuno spazio di dimensione n. Sia x : E-R un si-

stema di coordinate su E, di classe € . Siano B(p)z{ax1 (D),..,zxn(p)-

e B*(p)z {Dx](p),..,Dxn(p)} le basi di E e E*, indotte da x.
Abbiamo visto (1.%.%.) che B*(p) ® B(p) e B(p) ® B*(pJ SOono

le basi di E*@}E e E@E* , indotte da B(p), 1'una duale dell'al

tra e che B*(p) & B*(p) e B(p) ® B(p) sono le basi di E*®E* 2

- ®F indotte da B(p) 1'una duale dell'altra.

Dunque, possiamo esprimere ogni tensore misto di tipo (l,l) ¢ ogni

tensore covariante del 2° ordine secondo tali basi.

o

In particolare, essendo x di classe € , possiamo esprimere 1

tensori

— 3 —
Drﬁxl(p),...,Dch (p) € E RKRE
n

e 1 tensori

2 1 2 - % - *
D X (p),...,DDxn(p)ED Xn(p) €eE ®E .

DDxl(p)
5.5.1. PROPOSIZIONE

Per ogni | <i<n , €

_ K J
Déx. (p) = Fij(p) Dx*(p) & sx ()
per ogni 1 <kgn , €
2 K. ok 1 J
D"x"(p) = - (p) Dx (p) @ Dx"(p)
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dove gli n3 numeri

k(p))}= -<szk(p),(6xi(p),éxj(p)lrz—cg.(p

ia(p) = <D8x.(p)s (& x.(p),Dx
J i

si dicono SIMBOLI DI CHRISTOFFEL .

Dunque, €&

D. Dimostriamo la relazione tra i coefficienti c:j e i simboli di
k

Christoffel Fij :
E i

<Ux1(p) 8%, (p)> = 5

SN J

Allora, per la regola di Leibnitz, &

1 | ] | |
Ds ;= D<Dx ' (p), 6% (p)> 1) <02x1(p),6xj(p)> + <Dx1(p),06xj(p) :

-
1!

= “C;k(D) th(D) @ka(p) ,6xj(p)>+{Dxi(p),r;h(p) th(p) ® &x (p) =
=ic;k(p)<0xk(p): éxj(p)>+P;h(p)< Dxi(p), ox (p) >]th(p)fa-

(DxTaex.) .
1) E > EE ®E 3 R
P = (DX'(p) 5 ex(p))w <Dx‘(p),axj{p):~

2) L'uguaglianza & lecita in quanto sz1(p) é simmetrica.
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In un sistema di coordinate cartesiano, i simboli di Christoffel

sono nulli.

Ci0 & dovuto al fatto che le basi indotte da tale sistema sono

costanti punto per punto.

5.5.2. Ricordiamo che i differenziali delle funzioni coordinate

v o | . . . . .
X 4, X di Tx sono i1 2n campi di covettori su TE

a ]

dx' ¢ TE » T'TE dx' : TE > T TE

dati da dx :(p,u)> (p,usDx (p,u)), dx :(p,u)> (p,usDx (p,u))

Esplicitiamo, allora, le derivate DX (p,u) e DX (p,u) .

5.5.3. PROPOSIZIONE Sia i1 : TE -»MR 1a i-ma funzione coordinata

di Tx data da i1(p,ﬁ) xT(p) ; ¥ (p,ﬂ) e TE .

Allora, é

'l - - - - -

<DXx (p,u) , (V,w)>= {Dxl(p),ﬁn , ¥ (V,w) € EXE .

D. Per comodita , rifacciamo la dimostrazione gia data in 3.1.8.

<Di1(p,ﬁ),(§,ﬁ)> = :D]£1(p,ﬁ),;> + {D2;1(p,a),ﬁ} =

1 : - i .
<D(x" o po °F ){p),v>+<D(X op. ©J )(u),w ~ =
E Y E D

an1(p),G>+§g,ﬁ} = {Dx1(p),v} .

5.5.4. PROPOSIZIONE Sia % : TE =R la n+i-ma funzione coordi-
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nata di Tx data da

x'(p,u) = <Dx (p),u> , ¥ (p,u) eTE .

Allora é

D. Per comodita rifacciamo la dimostrazione gia data in 3.1.8..E°

DX (pyu),(V,w)> = <n]g1(p,ﬁ) Vs 4 <D2i1(p,a) W =

=<0X_(p),V> + <Dk (I).w> = <0°X' (p)(¥),8> + <Dx'(p) 0 > =

U
.i

= 71 (P) DX (p), 0> <DX“(p),¥s + <DX’ (p) >

5.5.5. Ricordiamo che 1 differenziali delle curve coordinate

ii : ii su TE sono i 2n campi di vettori su TE

3;‘1' . TE > TTE ox. : TE - TTE

Dunque, € _ : ; 2 1 - i
<,2>0Dx =% = <D'x(q),z> =Dk (q)
) ]
) £ P90 R
E > «:DXi(CI),-Z-?
Dunque, & i 1 1 > Vs
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dati da  ax.:(p,u) » (p,U36X.(p,U)) , 3K :(p,u) » (Psu38x, (psu)) -

Esplicitiamo, allora, le derivate 6§1(D,5) e 6ii(piﬁ) :

5.5.6. PROPOSIZIONE Sia ii :IR x TE > TE la i-ma curva coordi-

nata su TE.
Allora e
v h K -
{(U !'m)! GXT(D,U) > = Tik(p) {Dx (p)iu}{ﬂﬂaxh(p)} < E‘l 6X-(p)3‘,
= % =%

' - -1, .1 i n 1 - n -
X (V3psu)=(TX) (X (P)seesX (P)Frse.sX (P)3<Dx (p)su>, ...,<Dx (p),ur ) =

1 n

-(Tx)"(x (P)sensX (P)#15- . X

Dunque, determiniamo quel vettore v, nel punto trasformato

x.(X,p), avente le stesse componenti di u, nel punto p.

S

Per ogni 1< j<n, é

DX (X, (1,p)),¥> 2/

1 {ij(p)=;>+{92xj(P)(5x1(D))l , V> + 0(0,1) =

1) Sia f : R »E° un'applicazione differenziabile. Allora, &

f(o+r) = f(o) + Df(0)r + 0(0,1) .

Nel nostro caso si & posto f = DX

(p)3<Dx (X, (1,p)),¥>».. D" (x, (3,p))V" ).
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- <0 (p),v> - At (p) DxX(p),v> + 0(0,1)
Dunque e
- - h K - -,
V =u+ lrik(p) <Dx"(p),u> axh(p) + 0'(0,1) .

Allora &

v

xi(k;p,ﬁ) = (xi(k,p)aﬁ +Ar?k(p) fka(p), u> 6x, (P) +0%(as4 ) )

e quindi

da cui 1'asserto

5.5.7. PROPOSIZIONE Sia ii : R x TE » TE Ta n+i-ma funzione coordi

nata su TE.

Allora é

(P0)> =< w, 8x.(p)> 4 V( ww) e EXET

T,

ii(k;p,ﬁ)=(Tx)_ (X (p),..,xn(p);cDx](p),a>,..,<Dx1(p),G}+h,..,lin

(p)!a} )=

—

2) Calcolando la derivata, si vede che 1'infinitesimo 5'(0,A) tende a

zero piu velocemente di A.
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e quindi

Dunque, €

<(v5w)58%; (P,U)>=< v,0> +< w,8X,(P)> =< w , 6x.(p)>

5.5.8. Ricordiamo che i differenziali delle funzioni coordinate

21 .ok . . . %
XX, di T x sono i 2n campi di covettori su T E

dx' s TE-THTE L dx.  TESTTE

dati da

Esplicitiamo allora le derivate Di1(ptg) g Dii(p,gi) :

5.5.9. PROPOSIZIONE Sia X' : TE - R la i-ma curva coordinata

di T'x data da §1(p,u) = xT(p) , ¥ (p,u) e T*E :

Allora e

DX (psu) » (Vow)> = <Dx' (p),v> , ¥(V , w ) € E x E
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D. Per comodita, rifacciamo la dimostrazione gid data in 3.1.8.. E'

£ D):.T(D,E),(;, _u.__m_) > ={D.|;'.1(D,E),;}+{D2;1(p,y_) » W > =

=<D(xo qgo J )(p),V>+<D(x oqpo] )(u), w> -

=<DX (p),V>+<

5.5.10. PROPOSIZIONE Sia X, : T'E »R la n+i-ma funzione coordina

ta di T'x .
Allora é
DX, (o) (Vauw)> = T (p)DX(p) Vo< UsbX, (P)> +< u 6%, (p)>
- %

¥ (v, w) € E x E

D. Per comoditd, rifacciamo la dimostrazione gia data in 3.1.8..E°

‘:Dii(p:y_):(vsﬂ)} = {Diiu(p):;} + ‘iDi]p(_l_{), w

——

-}

Gxi . {y,}
la) £ - E > R

q = 6x.(q) » <v,8x.(q)> .
Dunque, &

Xi = <9520 8X. = Dxizﬁq) = {_E,Daxi(q) >,



- 230 -

=<D8x. (P),(U,V)>+ <w,8x.(p)>

5.5.11. Ricordiamo che i differenziali delle curve coordinate su T*E

sono 2Zn campi di vettori su T*E

aii CTE S TTE %, T'E » TTE

A

dati da  9x.:(p,u) »(p,us6x,(Psu)), 3%.:(p,u) ~(psu) 6%, (p,u))

Esplicitiamo allora le derivate 5ii(p{g) e aii(ptg)

5.5.12. PROPOSIZIONE Sia X, : R X T"E > T'E 1a i-ma curva coordi-

nata su T*E .

Allora é

K

{( E‘ﬁ)’dﬁxj(p’ﬁ)} = -T .ih(p)‘"E:axk(P)Hth(P):';'3’ + {E_!ax.i(p)} )

ﬁi(}‘ED:EF(T*x]‘] (}(](D),. - &x.l (P)+xr,.. ,xn(p);{u,ax](p):,. ={E=‘an(p)':" ) =

—

-1, 1 ]

=(T7%) 7 (X' (p) s X (D)+k,..,xn(P);ﬁg,6x1(xi(h,p))>,--33,6x (x;(*5p))

N

Dunque, determiniamo quel covettore w , nel punto trasformato xi(a,p),

avente le stesse componenti di u , nel punto p.

Per ogni 1 <j <n, &
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© ws8X (X (AspJp=< w,8X, (p)>+< w, DOX(p)(8x,(p)(8x,(p)A> + 0{0,4) =

uad

=< _@_,ﬁxj(p)HM‘;i(p)-ﬁ E:ﬁxk(p)} + 6(0!}‘) y

K h -

i (spsl) = (X, (A,p) 5 U -AT, (p) <u ,8x (p)>Dx (p) + 0'(0,4) ) ,

e quindi
A . ) h
ox.(p,u) = Dyx.(o3p,u) =7 (6x.(p) » -T. (p)<u,éx (p)>Dx"(p) ),

da cui 1'asserto

.i
5.5.13. PROPOSIZIONE Sia X :R X T'E » TE 1lan+i-ma curva

coordinata su T*E

Allora e

¥ =1, 1 n

X' (13p50) = (TX) (X (P)s..sX (P)3<Us8X,(P)>s . 5<U, 86X, (P)>4As .0 s<U,8x () )

=(T*x)“](x](p),..,xn(p);{g+lﬂx1(p),ﬁx](p)},..,{u+lei(p),6xi(p) e ey

)Calcolando la derivata, si vede che 1'infinitesimo o'(0,))tende a zero
pid velocemente di 4.

il—
—
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e quindi

Dunque, é

<(woW) 58X, (psu)> =< v,0 >+ <DX (p),W> = <Dx(p),W >

Tall risultati serviranno per esplicitare le funzioni coordiante

Sul secondi spazi tangenti e cotangenti di E, indotte da x .
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6 CALCOLO DELLE DERIVATE SECONDE

0 Sia E wuno spazio affine di dimensione n. Sia x : E R

un sistema di coordinate su E, di classe U .

Facciamo uno studio delle derivate seconde di alcune applicazioni

0
differenziabili che, per semplicita, supporremo di classe ¥€ (é suf-
ficiente che siano differenziabili due volte).

Nel caso di una funzione 51 ritrova 1l classico teorema di Schwarz

sull'invertibilitad dell'ordine di derivazione.

S1 noti, come talvolta si possa ottenere un ilnteressante

significato legato al sistema di coordinate.

In questo paragrafo, ci interessiamo anche al calcolo delle deriva

te dei campi differenziabili di vettori e covettori e, pilu in generale,

di un campo tensoriale r volte controvariante ed s volte covariante.

,6xn} e B*E{DX],...,DXn} le basi, 1in

Siano, dunque, B = {6x1,...
dotte da x, per i campi di vettori e di covettori su E, rispettivamen

te, 1'una duale dell'altra.

co

Calcoliamo le derivate seconde di alcune applicazioni €

1) CASO f : R > E

5.6.1. PROPOSIZIONE Sia f wuna curva € . Consideriamo la deri-

vata Df : R - E, ossia 1'applicazione € data da
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.E

a) sz = [ sz1 + (ij 0 f)DfJka ](6xi o T)

2 i 2

b)  d°f = Df (3, o df)+ D Fl(a%, o df)

:

C) T o d2f= | sz1 + (r}k ° f)DfJka ] (aii o df)

D. a), Infatti, per le regole di Leibnitz e della catena, é

0°f = D(Df) - sz1(axiuf) + Df1(aaxi o £)(Df) =

D2f1(6xiﬂ f) + Df1[ ng ka X §x

I

J)of 1(0F) =

> . :
1 +(rY, o f)Df1ka(5x. o f) =

1K J

i
(-
-+

—
O
><

o
.-_-h

S

-7 D% + (r}k o ) DFIDFF J(6x, o f)

i (13)

b) Posto df (x , x ) =y ,allora il risultato segue dal

i
e

1a nota relazione

._-_J
O
- )
—.h\
I
_1.}
-
_*1
S
o1
-
~h

P - 2 ~ ..‘ - -, .
X o(f,Df50,0D f)](axiodf)+{x1a(7,0f;0,D2f J(&xiﬂdf j

H

i
-
>
Cr
-—'1
-
i 3
o
-
i
~—
L) | |
o
Qo
<

f::df)=
'i

PR 2 2
=<Dx o FLDTF>(ak o df)=[D7F e (r X,
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- ([ 0% 4 (750 FIDFIDF (ke df))

La relazione c¢) si pud ottenere, pil semplicemente, tenendo presen

te 1'isomorfismo canonico

T -~ TE U T E
’ (p,u) vop

Infatti, tale isomorfismo si traduce, in un sistema di coordinate,

nel .fatto che le componenti, secondo la base {ai1(p,ﬁ),...,akn(p,ﬂ)}

di v T(p G)TE’ di {(p,u;o,w) sono le componenti di (p,ﬁ) , secondo

la base {ax](p),...faxn(p)} d1 TDE :

. 2 . . .
IT termine T o d f gioca un ruolo importante, nsel1a Meccanica Ana

Titica.
2) CASO f : E >R .

5.6.2. PROPOSIZIONE Sia f una funzione differenziabile almeno

due volte. Sia Df : E +E* l'applicazione differenziabile data da

Df = (axi.f)Dx1

con ox..f .
i 170

i
-
——
-—h
o
>

: B - R .
Allora &

D°F = [ (8%.. 3x.f)-1<. (ax .F)] Dx' @ DxI

] J 1] K

D. Posto axi.f = as, atlora per la regola di Leibnitz, é
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2

D°f = D(DF) = D(a,Dx') = Da, ®Dx' + ::z-iD2

1
X =

- (5%..0.)0x’ @ DX’ -a. T'. DX’ @ Dx" =
j o1 1 hk

= (3 ;.3x, . f)Dx" ®@0x' - . (sx .f)Dx' @ DX =

J ijJ' ok

r ok T
_L(axi.axj.f) Pij(axk'f) 10x ® Dx .

L'ultima relazione & dovuta alla simmetria della forma bilineare

sz, permettendo cosi 1o scambio degli indici i e j. Dunque, &

che esprime appunto il noto teorema di Schwarz dell'Analisi Classica.

5.6.3. Calcoliamo ora la derivata di un campo di vettori su E, dif-

ferenziabile.

PROPOSIZIONE Sia X : E - E un campo vettoriale differenziabile
dato da

o
i
><

0 X

Allora &

Xk] Dx’ ® 6x.

DX = [(ax..X') + T. 1

T,
J JK
D. Per la regola di Leibnitz, e

DX = D(X16xi) - DX'Q 5, X' Dox; =

(ax..XT)DxJ D Mi + 1‘]1.(.

Ta.J
X DX §X, =
N N ® K

H
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| X '-1.)(k] Dx‘]®=ﬁx1.

5.6.4. Calcoliamo ora la derivata di un campo di covettori su E,

differenziabile.

PROPOSIZIONE Sia X : E »E° un campo di covettori differenziabile

alerwtrr

dato da
X = X.DX'
— i
Allora e
DX =] (8x,.X.) - X X, | ij (IE)D:»{'i
— i i1 k

T

D. Per la regola di Leibnitz, e

DX = D(X.Dx') = DX, @Dx + X1D2x1 _
] i ook
= (9%, R, - T, X.0 =
(5 3 X1)Dx @ Dx e X~ ® Dx
r .k j ]
=1 (8X.. X, )~ 1‘,.X1] Dx” & Dx
J ] J1 K ~

5.6.5. Pil in generale, diamo la derivata di un campo tensoriaie dif-

ferenziabile.

PROPOSIZIONE Sia t : E - @

o= :
- L un campo tensoriale

variante ed s volte covariante, differenziabile dato da

r volte contro
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Allora le componenti di Dt : E +®:+]E sono del tipo

1] 1r 1] h12 1
. = 3xk t , + rhk t .+
Js J1 Js J] Js
] ] ] n 1 1
+Fh: t ! r-]. . =T c L 1 ;. .
. t1I .1r
lj k
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/7 SISTEMI DI COORDINATE SUI SECONDI SPAZI TANGENTI E COTANGENTI

: . . C . . . n
0 Sia E wuno spazio affine di dimensione n. Sia x : E->R un

- ™ = ] m
sistema di coordinate su E di classe € .

E' possibile estendere, in modo naturale, tale sistema di coordinate

*
al secondl spazi tangenti TTE e TT E, stabilendo cosi una biiezione
, 4n
tra essi e R
Riusciamo nel nostro scopo, considerando le 2-applicazioni tangenti

#*
TTx e TT x, rispettivamente.

Ancora, in modo naturale, si estende X a1 secondl spazl cotangen

R L _ _ .. _ s * K
t1 T TE e T TE mediante le 2-applicazioni cotangenti T Tx e T T x,

rispettivamente.
Sono anche interessanti 1 sistemi di coordinate, indotti da x, sugli

e
spazi VITE e oT TE

Si osservi che anche sul secondi spazi tangenti e cotangenti di E wvi

sono sistemi di coordinate non provenienti da sistemi su E.
5.7.1. PROPOSIZIONE
La Z2-applicazione tangente di X

Tx : TTE - R

data da TTx:(p,a;;,ﬁ)n+(Tx{p,G) : D(Tx){g,a)(ﬁﬁﬁ))

o

& un sistema di coordinate sy TTL di classe €
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[, -— —

¥(psusv,w) € TTE

———

5.7.3. Abbiamo visto (5.4.3.) che assegnare il sistema di coordinate

Tx su TE & equivalente ad assegnare la 2n-pla (i],ﬁ..,in;iT,...,in).

Abbiamo, dunque, la seguente proposizione.

PROPOSIZIONE. E'

TTx = ((TUX) 3 (T;’-) ) = (X ) ;(; :;-a X)

Piu precisamente, e

] N+ vo.n

()TN T Lm0 (Tx)

i, - - i, o= = 1) i,

X (pUsv,w) = <DX (p,U), (V) > = <Dx'(p),V>

N T Z)

X {(pyUsvaw) = <Dx(p,u) (v,w) > =
oy (03 Toedn¥io) os <Dy (o)

s ~;ikgp)i0x (0),u><0x (p),v>+ <Dx (p),w> .
J
S1 ritrovano cosi le relezioni (%) .
1) (5.5.3.)
2) (5.5.4.)
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5.7.4. Dunque, possiamo esprimere ogni elemento (p,u;v,w)é T(p E)TE

tramite la base

(3%15(Psu) 5.0 50X (P,U); 3%, (PsU),...,0% (P,uU))

n

di T, -.TE .
(p,u)

PROPOSIZIONE

E I

(p,u;V,W)={Dx](p),;}aﬁi(p,ﬁ) 'F}k(p){DxJ(p)a>ank(p),§>axi(p,ﬂ)+<0x1(p),ﬁ:fxi(p,a

D. Posto TE = F, (p,u;v,w) = (q,i)eTqF , (X' ,x)zy' , allora il

risultato seque dalla nota relazione

(9,2) = <Dyi(q),5 >ayi(q)

5.7.5. Dunque, possiamo dare 1'espressione in coordinate di
r + TTE - VTTE.

PROPOSIZIONE

E I

A A
X o[ =X
A
X oT =0
} C10%1 gk
X' o = x + 7. x X
JK

D. Le prime tre relazioni sono ovvie. Inoltre, &
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(x'o T)(p,u;v,yw) = <Dx (p),w> = "F;k(p){DxJ(p},a>¢ka(p),;}+¢Dx1(p),ﬁ} ;
1 i =k, -
+ Tjk(p)ﬂDX (p),U}ﬂDx (D)aV? =
CE R A R R TR AT s

5.7.6. PROPOSIZIONE Sia F wuno spazio affine di dimensione m.

Sia vy un sistema di coordinate su F, di classe

il

o

<
~r
¥
0

Sita f : E > F wun'applicazione differenziabile almenc due volte.

Allora &

_ i‘ N

Syt TTE - (ax;.f1) <

-y o TTF = (ax;{fi)ij

-y'o TTf =(3x, :gj-fl)ikij N (ax; £)x

D. Seque 1immediatamente dalla proposizione 5.,4.3.

Facciamo ora uno studio in coordinate deile e.d.s.o.

5.7.7. Esprimiamo in coordinate la proposizione 3.3.2. che caratte-

rizza le curve basiche.

PROPOSIZIONE Sia I c¢R. Sia ¢ : I - TE una curva £ o sia



una

<
i

Allora cC e

P

una curva basica se e solo se é

E

O C .
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I

> k.

0C) = D(xi 0 v)

5.7.8. Esprimiamo in coordinate il teorema 3.3.4. che caratterizza

e.d.s.o.

PROPOSIZIONE Sia

Sia, dunque

> €«
>< 1

Allora
a) X

b) E

ol

X

@ una e.d.s.o.

X

.i

TE - TTE un campo

q'hf
oX.

i

1 .
+ X 3X.
;

vettoriaie

X

le tre condizioni seguenti sono equivalenti.

tl:ﬂ

dato da
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5.7.10. Esprimiamo in coordinate il teorema 3.3.6. che caratterizza

le soluzioni di una e.d.s.o.

PROPOSIZIONE Sia ¥ = X13§1 " x‘aii una e.d.s.o. e sia

Q0

vy ¢ | > E una curva € .

Allora vy @ una soluzione di X se e solo se é

5.7.11. Esprimiamo in coordinate la proposizione 3.3.10. che carat-

terizza un integrale primo di X, mediante X .

PROPOSIZIONE. Sia X = x1a§1 " x1ai1 una e.d.s.o. . Sia f : TE » R

co

una funzione ¢

Allora f & un integrale primo di X se e solo se é

D. Seque da 3.3.2. e 2.3.10.
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5.7.12. Diamo ora il sistema di coordinate su TT*E,indotto da x.

PROPOSIZIONE

La 2-applicazione tangente di x

™ : T > R™

data da TT*x:(p,g;;,E)-+(T*(x),D(T*x)(plg)(ﬁtg))

& un sistema di coordinate su TT*E di classe ¢

Per ottenere 1'espressione esplicita di TT*x, in termini di funzio-

ni coordinate, procediamo nel modo seguente.

*

5.7.13. PROPOSIZIONE  Sia T x=(T*x) ,...(T*x)";(T*x) (T°X),, )

n+l,...

: . : . * .
il sistema di coordinate su T E, indotto da x.

Allora &

I
—
]
*
b4
—
—
-
*
b4
~—
—
i

TT x

]
" ™
>
b
>4
"
>
p_ ]
W
>
w
W
b
L
-~

Dunque, le funzioni coordinate di TT*x sono le 4n applicazioni

differenziabili

“J/
(TT*x)1 = (T"’x)1 = X . TTE >R

v

(TT¥X)  .=(T"x) . =%, :TTE - R
n+1i n+1 1

SR RIS i LIS o
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(TT" x) - (T"x) . =x, : TTE > R

date da

1

1 x' (p)

X' (PausV,w)

wr

ii (p :E;;:E) = {y_:ﬁx.i (p)>

;1(pt5;§lﬂ) = {DXT(D),;}
X, (PsU3V,s0) = F?j(p) ﬁDxJ(p)ﬁwg,ﬁxk(p)? t<w ,8x.(p)> s

¥ (p,g;ﬁ,ﬂj e TT'E .

D. E'

s - - i

X (PsU3Vsw) = (X 0Qc © Pryc)(PoUsV,w) = X (P)
X:(PsUsVsw) = (X o Prag)(PsUsvsw) = <u, 8x.(p)> .
A - A - W i, -

X (pousV,w) =<DX (p,u} , (V,wj> =" <Dx (p),v>

G (pausV,w) =<DK, (pau) (Vom)> £ ¥ (p)<Dxd (p) Vo<t 6%, (p)>+<u,6x. (p)>

] - i k. —
5.7.14. Dunque, possiamo esprimere ogni elemento (p;g,ﬁig)eT(p u)T*E
n2ila base
{ax](pig),.,axn[ptg);ax](p,g),..,axn(p,gj}
3
dai T T E
(p,u)
1)(5.5.3.)
2Y(5.5.10.)
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PROPOSIZIONE

EI

(Pus Vo) = <DX' (p,¥> 3K, (PoU)HT 5 (P)<DX (), Vo<u, 6, (P)>3%, (Pu) +
t < w ,8x.(p)>ax;(p,u)

D. Posto TE =F . (ptg;;,g) = (q,z)e€ TqF , (;1,ii) = y‘, allora
il risultato seque dalla nota relazione

(9,2) = <Dy’ (q), 2> 3%(q)

5.7.15. Diamo ora il sistema di coordinate su T*TE, indotto da x.
PROPOSIZIONE
La 2-applicazione cotangente di x

# 4n

T"Tx : T'TE > R

data da T*Tx:(p,ﬁ;_x_:r_,__u_a_) o (Tx(p,u),s(vsw) © D(TX)-](TX(D,G)))

N . i X % X o
e un sistema di coordinate su T TE di classe ¥

. . — . e .
Per ottenere 1'espressione esplicita di T Tx, in termini di funzio
ni coordinate, procediamo nel modo seguente.

n+1 2n
Ceeas(TX) T )

5.7.16. PROPOSIZIONE Sia Tx =((Tx)',..,(Tx)"s(Tx)
il sistema dicoordinate su TE, indotto da x.

Allora e
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1,.‘,(Tx)

" 2n '
T Tx = ((Tx) ,(Tx)1,..,(Tx)2n) S
= (i] in ;] X" ; i X ; )
- § % 9 4 3 % = 9 3 'I:'" n!'l.'-‘r"!n

. : L.
Dunque, le funzioni coordinate di T Tx sono le 4n applicazioni

differenziabili

N

(T 1x)' = (Tx)' = X' . T*TE > R
L A T S . TME SR

. 1) oy 2%
(TTx), o =) (Tx), & X, ¢ TTE+R

* 1. 2) T %k
(TTx), . =(Tx) . 2/ x. : TTE>R

date da

07 - \
X (psUsv.w) = x (p)

X' (pUsv,w) = <Dx'(p),u>

1) Si osservi che (Tx).(¥ 1< 1 <2n) & ottenuto esequendo 1'operazione "-" su
10, : ~ e g
(Tx)i e non 1a proiezione i-ma su {Tx), perché (Tx) non ha significato.

2) La notazione corretta € {Tx)i e {TX}q+1’ invece 11 simbolo ii e X,

- 0 = - - hd =
e un abuso di linguaggioc, in quanto xi non dipende solo da "v"

e

e 1 _
X non dipende solo da

TR
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;'i (psa5_‘;’_:ﬂ) = F‘;j(p)iﬁx‘](p),a} {E{&ka(p)} +< g,ﬁxi(p) >

Xi(D,U;_\f_,E) =< w ,G){i(p)} 5

¥ (p,ﬂ;_x_:_,iu_) e T'TE

b 4
~—
o
“w
-
W e
<
»
£
e
1

= <(vaw) 68X, (p,u)>=

15 () <0x’ (p), U<y, (p)> + < ,6%,(p)>

x.l(p!aﬁis‘-_”_) {(E:E):Gki(paa)}z <W, Gx,i (D)‘-‘"

5.7.17. Dunque, possiamo esprimere ogni elemento (p,ﬂ;i,ﬂ)e T - TE

(p,u)

nella base

o1, -

- . -
{dx (D:U),a...,din(p,u);dx

(PsU)s..,dX (p,u)}

PROPOSIZIONE

E I

- k i - vi
(prusv,w) =F1-j( ) {DXJ(P):U}{ﬂsﬁxk(p)}dx-l(psu)"“‘: v,8X.(p}> dx {(o,u) +
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+< w, Gxi(P)}di-t(p:a) .

(g,z)e T*qF ,(§1,i]) = y1, allora il

D. Posto TE = F, (p,u3v,w)

risultato segue dalla nota relazione

(9,2) = {gaﬁyi(mrﬁ dyi(q)

5.7.18. Diamo ora il sistema di coordinate su T*T*E, indotto da X.

PROPOSIZIONE
La 2-applicazione cotangente di x

*_ ¥ 4n

% : ™™ >R

data da

T*T*X :(ps_l_'l,;}’,_:.";a') H"(T*X-(p:_l:l_):(,}’_#’;")”D(Ti)_}(T*x(p’.l_‘l.)) )

R . ) . *_ % . %
e un sistema di coordinate su T T E di classe ¥

: .. N I C e e
Per ottenere 1'espressione esplicita di T T x, in termini di fun-
zioni coordinate, procediamo nel modo seguente.

5.7.10. PROPOSIZIONE, E'

) n A A * * 2n
* k% ] * Nk +¥ K * ¥ N+l *
T T x=({T x) ,..,(T x) (T x,ﬂ+],(i x)zn,(T x)],..,(T x)n,(T X) s (T X)
gt ] 3 (I P AL N
"(x : .,X b X-Ia- 3xn5 x~l= :Xn 3 X b/ s X )

. : . . L
Dunque, le funzioni coordinate di T T x sono le 4n applicazioni
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differenziabili

N

(T*T*x)i = (T*x)i = ii ™% - R
(T*T*x)nﬂ. =(T;x)n+1. = ;1. : T*T*E - [R
(T*T*x)zml) (T;x)i 2 X T - R
(T*T*x)2n+i 1) (T;x)n+i 2) “iL Y L om ,
¥ 1T <1i<sn,
i1(PaE;y_,§‘) = xi(p)
L (s =< w6 (p)
K (pausvaw) = -1 5 (p)<DX) (p) Wo<u,6x, (P)> +< v,6%,(p) >

-3"{1(P:_l:'.;_‘:’.=;") =< Dx1(P)r‘; > s

¥(p,u;v,w) € e

. : * : . .
1) si osservi che (T x)i (¥ 1< 1 <2n) & ottenuto eseguendo 1'operazione

¥
"su (T x)i e non la proiezione i-ma su (T*x), poiché (T*x) non ha
significato.
. < * * . . . $
2) La notazione corretta & (T x)i e (T x)n+1‘ invece il simbolo X; e X!

. a4 . PR . +
€ un abuso di linguaggio, poiché x non dipende solo da "." e X,

non dipende solo da "-" .
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D. E'

T"i - i -
X (Psusw,W) =(X o g o Gy ) (PsUsvsw) =% (p)

n [ ]

e 1 =
X (P5U30,W)E (Xo 0 Qryr

:
F4 -

X.i (p ,E;E,W) )

i

(v W), (pou)> 3

tl

7,5 (p) <X’ (p) sr<u,6x, (P)> +< w,6x, (p)>

o -

X (PoUsvsW) = <(v,w), 5% (p>u)> <) apx (p) w
5.7.20. Dunque, possiamo esprimere ogni elemento (plg;z,ﬁ)eT*(p u)TaILLE
nella base

] " : :
{dX" (p,u),..,dX (p,u); dx,(psu)s.., dx (p,u)]

i 1" T*E

(Psu)
PROPOSIZIONE
e
(P,Usv,W) = -Pig(p)<ij(p),ﬁ} ﬁggﬁxk{p)}dii(pag)+ﬁ3=6xi(p)}d§i(ptg) +
+ <Dx' (p) > dx, (1)
D. Posto T*E = F,(p,g}gjﬁ) = (g,z)e T*qF . (;igii) = ‘i s

1) (5.5.12.) .
2) (5.5.13.) .
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allora 11 risultato segue dalla nota relazione

(9:2) = <z,6y,(a)> dy’ (q)

5.7.21. E' interessante 1o studio del sistema di coordinate su

vITE, indotto da x.

PROPOSIZIONE

L'applicazione

~

02 0 TTx 0§ : VITE » TTE » R > R

vITX

e un sistema di coordinate sullo spazio verticale VITE di classe e

A

(dove p3 :IR4n +¢R3n e |'applicazione data da

)

3 4n
P (A:U;E :n) = (}\311:71): V(K:U;E:H)EIR 3

e dove j : vITE - TTE & 1'inclusione naturale) .

D. L'applicazione vITx cosi definita & una biiezione, la cui inversa

8 (uTTx)-] = j'1 o (TTx)-] «:’(|:>3)'1 R s WTTE .

Inoltre, vITx e (uTTx)-] sono di classe © , essendo le relative

- - - - - - - L m
composizioni costituite da applicazione di classe € .

Dunque, le funzioni coordinate di vITx sono le 3n applicazioni

differenziabili
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date da

5.7.22. Possiamo, quindi, esprimere ogni elemento (p,u;o,w) € uT(p EI)TE

nella base {ai](p,a)a___,ain(p,u)}

Dunque, da 5.7.4. segue che

(p,us;0,w) = {Dx1(p),ﬁ}aii(p,ﬁ) .

h.7.23. E' interessante anche 1o studio del sistema di ccordinate su

oT*TE, indotto da x.
PROPOSIZIONE

L'applicazione

oT* Tx = p* o THx o ¥ : oTTE » R

_ : : . . . * g o
e un sistema di coordinate sullo spazio orizzontale o7 TE, di classe ©

(dove p4 :qun +fR3n & 1'applicazione data dd
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A

4 4n
P (lsﬁ ;E:n)

(AIUEE) g V(A:H;E:n) e R 5

e dove j*: GT*TE +-T*TE é 1'applicazione naturale) .

: : * X Ce .. ..
D. L'applicazione oT Tx cosi definita € una biiezione, 1a cui inver

sa e (o7 x) ' = (i) o (') 0 (p) 7 i R4 o THTE .

-] 00

Inoltre ol Tx e (UT*TX) sono di classe € , essendo le rela

Qo
tive composizioni costituite da applicazioni di classe ¥

. . * : L.
Dunque, le funzioni coordinate di oT Tx sono le 3n applicazioni

differenziabili

“n v v

(X 5eesX 5 X 5evsX » X1se X )

date da

N

vi - 1
X (psusv,0) = x (p)

V(p,ﬁ;gjg) € 0 T*TE :

5.7.24. Possiamo, quindi, esprimere ogni elemento (p,ﬁ;jtg)e~oT* -.TE

(p,u)

nella base

X o TE.

di oT
(psu)

Dunque, da 5.7.10 segue che

(p+U3v,0) = v,6x,(p) > dX' (p,)
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8 CALCOLO DELLA METRICA

0 Sia E wuno spazio affine euclideo di dimensione n. Sia

n . . . . o0 i
X : £E >R un sistema di coordinate su E, di classe B e siano

B = {8X,,..,8x } e B*=(Dx"',..,Dx"} e basi, indotte da x, per i

campi di vettori e di covettori su E, 1'una duale dell'altra.

Possiamo applicare anche su g le solite regole algebriche con le
- * ¥ . - ™ w & & # #
basi1 B e B . Dunque s1 possono rivedere, in terminl matriciali,

tutte le nozioni del 4° capitolo, espresse mediante basi qualsiasi.

.. hk CL
Le matr1c1(gij) e (g ) date, quindi, da
k h K
g.. = 8x.* 6x, CaK ok pxt
1] - J

che sono 1l'una inversa dell'altra, sono molto interessanti poiché

sono utilizzate per 1'espressione e per il calcolo in coordinate dei

campli g e g, della funzione metrica g e della co-funzione metrica

* "
g , delle applicazioni g e g, ecc....

Si noti che la connessione affine I non dipende dalla metrica (@
definita anche se E non € euclideo), ma solo dalla struttura affine,
anche se la sua espressione in coordinate, pud essere data in modo tal:

: . hk . :
da far comp_arire le matrici (gij) e (g ). Cio dipende dal fatto che

1 simboli di Christoffel possono essere aspressi anche tramite la de-

rivata delle componenti di un qualsiasi campo tensoriale costante del
O . . . . . .

2” ordine, simmetrico e non degenere. La simmetria permette lo scambio

C e e . hk, . L
degli indici delle matrici (g,j) e (g ), la proprieta "non degenere”
i

permette 11 passaggio dalla matrice (g..) alla sua 1nversa.
ij
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5.8.1. PROPOSIZIONE Sia g : E~E ®E e g:E-EQE

i1 campo tensoriale metrico covariante e controvariante, rispettivamen

te.

Allora &
= Dxi ® ij
27 %
- hk
g =4d 6xh ) ﬁxk
dove
gij E_g(axi,éxj) = 8x, axj : E >R
ghk = a(th,ka) = th . ka E >R

In termini di campi tensoriali applicati, abbiamo anche

g = g..de @dx‘]

3 i3
- hk
g =g axh®axk
dove
9;; = g(axi,axj) = 3X, axj =0X, 6xJ E >R
ghk = ﬁ(dxh,dxk) z dxh ' dxk = th : ka - E->R
Dunque, & anche
A 1 J ~-1 _ hk

5.8.2. Allora, poiché g e g sono simmetrici ricordiamo i seguenti

risultati.
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COROLLARIO
[
_ hk  kh
91,] - gj.l 2 g - g
Inoltre &
hk -]
(g ) - (ghk)
R

5.8.3. Scriviamo ora le relazioni che permettono di esprimere
ogni campo vettoriale in forma controvariante o in forma covariante.
Scriviamo, inoltre, i1 prodotto scalare di due campi di vettori e di

covettori.

PROPOSIZIONE Si considerino i campi X,¥ e %E, X,Y e E

dati da
Y = X' oax X = X.dxY
1 - J
Y = Yhax . Y = Y dx"
— h — K
Allora &
i 1]
X = X .
& J
:
X. = qg..X
J 931

Sz,

Inoltre &
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>< |
-{'
1

5.8.4. Ricordiamo che é

n = Ydet(q..) dx1n Coadx

1J

dove il numero reale non nullo ¥ det(gij) é la misura orientata del

. 30X

poliedro costituito dai vettori, nell'ordine, X1 se s .

Oss1a e

4 dEt(gij) = n(3Xy5..+53x )

Qo

5.8.5. Esprimiamo ora in coordinate le applicazioni g e

PROPOSIZIONE Si considerino le applicazioni

g : ITE - oT'TE . g : OT'TE -oTTE
v
date da g :(p,ﬁ;a,ﬁ)-+(p,ﬂ;ylg), a:(p,-;itg)r+ (p,a;a,;)
v
Allora &

g = q..dx ® dx°
" 1J
gd=9g" ax.® ox.

J 1

D. I1 sequente diagramma



dato da

é commutativo.

e anche

eq v
<dx ,9X.>
J

»
‘u"l s

<dx ,3X.>
J

vi, =.TE > T E
(psu) p
g ¥ }
v
oTt - TE - T
(psu) p
(P,U30,W) > (paW)
! ;
(P,U3sW,0 ) > (p,W)
Inoltre, poiché é
< dXT,ax_v = 61 .
J J
allora, per gli isomorfismi canonici
: 3
- TE R TE , ol - TE
(p,u) - (p,u)
i
= 0 . <dx ,3x.> =
J
= 6']- 5 ﬁid;C],B)(,? =
J J
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Ora, essendo

(psus0,wW)

=< Dx (p),w> aii(p,

u)

{e]
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proviamo 1'asserto. E'

v

- - - - i - vi - : - . -
9(p>U30,W) = 9, (U)X’ (p,it) ® di (p,u) (<Dx’ (p),w>a%, (p>u) =
AY

3 - i vi -
= gij(p) <Dx ' (p),w >dx’ (p,u) = {Esﬁxj(D)?’ dx” (p,u) .
El
Av - UJ'} res v o . - uj - _
g(p,usw,0) = g (p,U)BXj(p,u) ®3xi(p,u)({ﬂ,6xj(p)>dx (pou) ) =
ji ., - T
= g% (p)< Wodx.(p)> ax.(p,u) =< Dx (p),w>3x.(p,u)

— ] i 1 —

5.8.6. Diamo ora 1'espressione in coordinate della funzione metrica

g e della co-funzione metrica g;IE

PROPOSIZIONE Si consideri la funzione metrica

g:TE > R
- 1 T .
data da g:(p,u) H—~2—~—~g(p)(u,u) =T Ut u
Allora @&
I - xiij
9= 7 9,

S1 consideri la co~-funzione metrica

¢ . T'E - R
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data da 9*:(;):_1:'_)” -—-%-—- é(p)(ﬁjg) = _.%._ _L_]_ E.
Allora &
1 chk. oo
9 =779 X% %
D. Per ogni (p,u) e TE, &
- | 1 - =] -
9(p>u) = (=5~ 9;5(p)Dx (p) ® DX’ (p)) (U,u)= 5~ 953(P)<Dx (p),u><Dx"(p),u> =
~ .......l._ v --Iij -
- ( 2 gﬁjx X )(D,U)

Per ogni (p,u) € T'E, &

9" (p,u) = (—;—— ghk(p)éxh(p) ® 8x, (p))(u,u) = -%* ghk(P){Egéxh(p)b{y_,axk(p)w

1 ~hk - .
| -(‘—2‘" g Xy xk (p,u)

5.8.7. COROLLARIO

E' , _
-1 VhYiY Y i ]
g == (Bxh'gij)x x X + gijx X
D. E°
g = chyiyd 1o 5if 1 ¢ sid
g =Dg 5 (Bxh gij) X X5 9. Jx X"+ — g, Jx xV =
1 SRR X5 105 TR P

(axh g )x X X° + g, XX
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5.8.8. La seguente proposizione & importante perché fornisce le rela-

. . . . . . . . . . ¥
zioni tra le funzioni coordinate di Tx e te funzioni coordinate di T x.

PROPOSIZIONE

N A v i /v A= 1
X 0 g = X 09 = X
(a) (b)
~ . b 1\']"— . i * ﬁ-] _ ﬁ'i‘jt _ 11 ¥
11 0g gijx 3X1.g X 0¢g g Xj aX .g

D. Dimostriamo le relazioni (a). Per ogni (p,u) € TE, &

inoltre, derivando 1'espressione di g, &

. __Lu .j _]_*.r .-i _:- .J'
axi.g = gijx t gijx = gﬁjx

Dimostriamo le relazioni (b). Per ogni (p,u) € T*E, e

(X' o 87 )(pau) = X' (P) = X (Pou) »

o L
(x' °g” ' )(p,ou) = <Dx'(p),u> = g'Y <u,éx.(p)> =(q' SR

J

: . : : *
inoltre, derivando 1'espressione di g , @&
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5.8.9. La seqguente proposizione & importante perché fornisce le

relazioni tra le funzioni coordinate di TTx e le funzioni coordi-

nate di TT x.

PROPOSIZIONE

;1 0 Tg = ;(1
A v
(a) X’l © Tg - g.in (ax.l g)
l\ A ’ v
' X o Tg = X
X. o Tg = (ax .; )ikiJ + ; )
1 k 71] 1]
( X o Tqg ' = x
. -1 R ik
| x o1lg =g ij =(3X .9 )
/
() "ol
f AL T4 I "
H'i n-—-l _ A 'ij :.'*k‘l:l:r lii.j"
X olg —(axk.g ) X j + g xj ‘

D. Sia f : E~F un'applicazione ® . Sia y1: F>R" un si-

stema di coordinate su F, di classe € . Ricordiamo le relazioni
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dove f =y of

Allora 1le relazioni (a) si ottengono da (c¢) ponendo

A 1 S
f=zg e y1 = (X 2 )5 invece le relazioni (b) sono ottenute ponendo
_ A= i _ vi 9
f=g e y = (Xx,x) .

5.8.10. Concludiamo questo interessante paragrafo con 1'espressio

ne in coordinate dei simboli di Christoffel .
PROPOSIZIONE Si consideri i1 generico simbolo di Christoffel

k k 2 K

.. = D&x,.(Dx ,6x.) = - D'x (8X.,6X.)
1] 1 J 1 J
Allora &
k 1 kh
Pij =5 9 (3xi'ghj +axj'gih _axh'gij)

Tale relazione é detta UGUAGLIANZA DI CHRISTOFFEL .

D. Sia g = giij1 ®Dx? i1 campo tensoriale metrico costante

del 2° ordine, simmetrico e non degenere. Allora, é

0 = Dg = (ax g )Dx ®Dx ®Dx - Dx ®D‘?'Dx‘lg h Dx1®th®ka=

] J hk k

k k
(axh.gi - ng i T ghk ) Dx ®Dx ®Dx

Dunque &
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K
O R T T T
Posto
r = g rk (forma covariante)
h,1] hk 1] ’

poiché g & non degenere, €& anche

k kh

. F,o.. (forma controvariante) .
1] n,1]

Dalla relazione (a) segue

(b) Pj,hi + T, .. = axh,g.

e permutando gli indici & anche

C rv... + 1. = aX.. )
(c) 1,Jh J,hi J Ihj

(d) Fh,ij + Fi,jh = axi.ghj

Queste tre relazioni esprimono la condizione affinché risulti

Dg = o.

Dunque, sommando algebricamente le relazioni b),c),d) e ricordan-

b
do che g é& simmetrico, é

|
Fh,ij ) (axi.ghj + axj.gih —axh.gij )
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ovverao

k 1 kh
rij = g (axi.ghj +axj'gih —axh.gij) .

Si noti che Ta connessione affine T non dipende dalla metrica
(é definita anche se E non & euclideo), ma solo dalla struttura af
fine, anche se la sua espressione in coordinate & stata data in mo-
do da far comparire le matrici (gij) e (d’k). Cio dipende dal fatto
che i simboli di Christoffel possono essere espressi anche tramite
la derivata delle componenti di un qualsiasi campo tensoriale costan-

te del 2° ordine, simmetrico e non degenere.
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9 CAMBIAMENTO DI COORDINATE

0 Sia E wuno spazio affine di dimensione n. Siano

X = (x],..,xn) . E->R" e y E(y],...,yn) : E > R" due sistemi di

coordinate su E, di classe e . Siano, inoltre, B={&8x

1 ]

],...,6xn},

B' = {6y1,...,6yn} e B*E{DX ,...,Dxn} . B'*E{Dy ,...,Dyn} basi, ri

spettivamente, per i campi di vettori e di covettori su E, indotte
da x e y, le une duali delle altre.

Parte di questo paragrafo € stato svolto, piu 1n generale, prece-
dentemente (5.3.). In tal caso daremo, semplicemente, 1 risultati.

. - - " " d l
Sono molto interessanti le "matrici jacobiane"(9x,.y ) ,

(By_.xj) 1'una inversa dell'altra, che permettono il passaggio da un
1 :
. : : . o . : 1
sistema di coordinate all'altro. Pii precisamente, la matrice (9x..y )

L L] L] * * ] L]
lega gli elementi delle basi B e B' , mentre (By,.xj) lega gli1 ele-
1

menti delle basi B e B'.

Dunque, possiamo dare le relazioni tra le funzioni coordinate di

_ * *
Tx e Ty, di1 Tx e Ty ecc...

Molto interessante € la relazione che lega 1 $imboli di Christoffel

dati nei due sistemi di coordinate x e vy.

S1 notli un meccanismo pratico mnemonico.

5.9.1. PROPOSIZIONE

EI
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Dy1 =(axj.y1)DxJ

Ld

_ J
6y1 -(ayi.x )6;»:‘j
Dunque, € anche
dyI = (axj.y1)dxJ
3y . = (By..xj)ax. ’
] 1 J

dove

i i i
X .. = <D §X.> = <dy ,9X.>
i RS A N

]
.
aned
0
Qo
x
1
o
<
o
Q.
<
1l
-
—
_——
<
)
<
e

ayi.xJ =<Dx?

Gy;> = < de,ay1>- xJ o ayi = 91 o dxd = D1(xJ o Y. )

Le matrici

(x,0y') 5 (o x)

sono dette MATRICI JACOBIANE dei cambiamenti di coordinate relativa-

mente alle basi indotte da tali coordinate.

S1i noti che tali matrici sono 1'una inversa dell'altra perché i due
cambiamenti di coordinate sono 1'un0 inverso dell'altro.

Nel capitolo successivo daremo le loro espressioni esplicite nei

vari sistemi di coordinate cartesiano,sferico, cilindrico.

5.9.2. Dunque possiamo dare le relazioni tra le n funzioni coor-

. '] ‘N ] . . . . y
dinate x',..,x" di T x e le n funzioni coordinate y],--yn di Ty.
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PROPOSIZIONE

£ +J

5.9.3. Dunque possiamo dare le relazioni tra le n funzioni

. . : R .. :
coordinate x],..,xn di T x e le n funzioni coordinate

. * ) ¥
y],..‘,yn di Ty.

PROPOSIZIONE

E 1

~ n

\ -| . .
X. = (axj'y )Y . > ¥ =(0y. .

J
j i 1 )

X, .
J —

5.9.4. Dunque possiamo dare le relazioni tra le 3n funzioni coor

. v Yn ] on -] N . ..
dinate X geaeX 3 X g00eX 3 X 300X di TTx e le 3n funzioni

COOrdinate Y s.vesy s ¥ seeesY 5 Y ..oy di TTy .

PROPOSIZIONE
£ -
y = (3xj.y ) X
| v - (aleyiiij _
\7§i =(3xk.;;j.yi)§ J g (axj:yi);j

D. Infatti, per ogni (p,u;v,w)e TTE, &
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(pausVa) = <Dy (p),u> = (axj.yi)(p) Dx%(p),u> -
= [ (axj-yi);j J(psusv,w) s
(p,ﬂ;;,ﬁ) = {Dyi(p),?} - (ijnYB(P) <ij(p), V> =
= [ (BKM.:-)!]);fE’J J(psusv,w) s
(poUsv,w) = D%y (p)(@,¥) + Dy’ (p) (W) =[ D((ax;.y") DxKp)]

u,v) +

(3%, 3%y ) (P)DX(p) @ DX (p)) (G, W)+ (ax...y ) (p)0B

J J

b (%9 ) (P)OX (p) (W) -

W Wit
W Y w

=((axk.ax..y1)ik§3 + (ax..yT)i

N N —

Studiamo ora alcuni casi di applicazioni differenziabili .

1) CASO f : R~ E.
5.9.5. PROPOSIZIONE Sia f wuna curva differenziabile.
Allora é

. f) = (axj.yi) o £ D(x0 o f)

D. E' un caso particolare di 5.3.8.

2) CASO f : E »R .

5.9.6. PROPOSIZIONE Sia f wuna funzione differenziabile .

p)(u,v)+
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Allora &

1"
ax..f = (ax.. oy. .f
soF = (ax,.y ) (ay . f)

D. Infatti é

—_

i i
ox..f = (ax,.f)(dy.. = (9X.. 3y. .f
X, (3x,. F)(3y .y ) = (3x,.y ) (dy, . 1)

5.9.7. Troviamo ora la relazione che lega i simboli di Christoffel

nei due sistemi di coordinate .

PROPOSIZIONE Si considerino i generici simboli di Christoffell

i J J LI 1
Fhk = Dayh(Dy , ayk) . Com = DSXR(DX ,6xm) :
Allora &
J m

| - J £ J 1
Fhk = Fam(axi'y )(ayh.x )(ayk.x )+(axi.y )(ayﬁayk.x )

D. E'

N ) Jin i m _
. D((3y, X )éxi)«axi.y )Dx", (3y, .x")éx ) =

_ Ly K % Jin ] m _
-[ (ayk.ayh.x )Dy X ax£+(ayh.x )Déxﬁ]((axi.y )Dx ,(ayk.x ) 6xm) =

~ i k 1 2 i i m )
=[ (ayk.ayh.x )Dy ®éxi+(ayh.x )Dsx, | (axi.y )Dx ,(ayk.x )axm) =

~ J ] k m
= (axi.y )(ayh.ayk. X )(axm.y )(ayk.x ) +
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J % m 1 ~
+ (axi.y )(ayh.x )(ayk.x )Dﬁxﬁ(Dx ,6xm) =

i ] ) m J ]
Com (axi.y )(ayh.x )(ayk.x )+(axi.y )(ayh.ayk.x ) .

Si noti che la trasformazione dei simboli di Christoffel (che sono

le componenti di T') non & lineare, in quanto T non € un tensore su

E ma su TE.

5.9.8. Concludiamo il paragrafo con la relazione tra le matrici

della metrica neil due sistemi di coordinate.

PROPOSIZIONE  Si considerino

g(8x, »8X, )= X, §X

Allora &
gI]J:(a‘y1'x )(ayj'x )ghk
D. Infatti é
g'.. = 6y.- 8y, =| (By...xh)ﬁx } [(ay X)X, | =
1] 1 J 1 h J k



