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0 INTRODUZIONE

Uno "spazio affine" & un qualsiasi insieme su cul operanoc gli ele-
menti di uno spazio vettoriale, detti 'vettori liberi', tramite le co
siddette "traslazioni". Sostanzialmente esso & une spazio vettoriale,dove
si € tolto il privilegio del vettore nullo: quindi, 1n un tale spazio

tutti 1 punti sono "equivalenti",

L

La nozione di '"'spazio affine'" & alla base di una visione moderna
della geometria euclidea. Infatti, un modello semplice ed elegante del
la geometria euclidea pud essere costituito da uno spazio affine con

una forma bilineare simmetrica definita positiva.

La nozione di spazio affine € parimenti alla base di una visione mo
derna della fisica classica e relativistica. Infatti, possiamo rappresen
tare gli spazi degli eventi, delle posizioni, degli istanti, ecc... me

diante spazi affini.

Nelle esposizioni piu tradizionali dell'analisi, della geometria e
della fisica, al posto degli spazi affini si usano spazl vettoriali o
plu in particolare RD . Noi riteniamo piu soddisfacente 1l nostro pun
to di vista sotto vari aspetti. Infatti, non privilegiando punti o dire
zioni particolari, o basi particolari, possiamo centrare gli aspetti so
stanziall delle ulteriori nozioni che andremo ad introdurre, senza fare
uso di elementi spuri. Per esempio, possiamo trattare le applicazioni
geometriche della teoria senza fare uso di sistemi di coordinate e le ap

plicazioni fisiche senza fare uso dei sistemi di riferimento.

In questo capitolo, dopo la nozione di spazio affine, si1 danno le prin
cipali regole di calcolo <con le quali si caratterizzano gli element:1 di

tale spazio.

Diamo, quindi, il concetto di '"dimensione'" di uno spazio affine, tra



mite quella del suo spazio vettoriale.

. . » « U . . . . . . . . .
Definiamo po1 1 sottospazi affini, come 1 sottoinsieml di1 uno sSpazlo

affine, che conservano ancora tale struttura.

Si osservi che la nozione di spazio 'prodotto cartesiano' permettera

di 1ntrodurre gli spazi tangentl e cotangenti di uno spazio affine.

Dato uno spazio affine (E,E,t), definiamc lo ''spazio tangente'  TE

di E nel modo seguente

dove TPE e "'lo spazio vettoriale dei vettori applicati in p'.

Facciamo notare che TE ha una struttura naturale di spazio affine.

Diamo, quindi, le nozioni di "fibrato tangente e cotangente'" di E.

Ad esempio, definiamo il fibrato tangente di E come una terna

tE = (TE , p_, E )
E
dove P TE -~ E, data da P.* (p,u) ®» p, & detta ''proiezione'.
Le nozioni precedenti saranno iterate, poi, nel 3° paragrafo.,

Nel 4° paragrafo, diamo la nozione di campo di vettori e covettori

"1iberi" ed ‘applicati'.

A tale proposito si conmsiglia il lettore di leggere la relativa intro

duzione, in modo da avere chiara la differenza sostanziale tra i termi

i

ni "libero" ed "applicato".

Relativamente agli insiemi dei campi tensoriali si considerano, poi,

S

delle opportune operazioni con le quali €& possibile munire tali insiemi
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di una struttura di spazio vettoriale.

Facciamo, infine, un notevole esempio di campo tensoriale.

Un punto importante di questo capitolo € rappresentato, senz'altro,
dai "'sottospazi verticali ed orizzontali', rispettivamente, dello spa-

zio tangente e cotangente di un fibrato banale n (€ xF, m,E) .

Sostanzialmente, 1l sottospazio verticale V T(Exf) = (EKE)X(;XE)
di T(Exﬁ) € quel sottospazio affine di T(ExF) , ottenuto bloccando
gli incrementi dei punti di E e considerando solo incrementi del vet
torli applicati. Osserviamo, allora, che questo sottospazio continua ad
esistere sulle "sottovarieta' e sulle 'varieta differenziabili'in quan
to ha senso confrontare incrementi del vettore nello stesso punto di
applicazione. Questo € 1l motivo per cul diamo pilu importanza a tale

spazio che a quello orizzontale su T(EKE)

. . * - - - .
Invece, 11 sottospazio orizzontale o T (ExF)=(ExF) x (E xo0) di1

* —

T (ExXF) & lo spazio affine 1 cul punti sono costituiti dai covettori

di ExF , che si annullano sui 'vettori verticali". Quindi, anche que

sto sottospazio continua ad esistere sulle varietd differenziabili.

S1 osservi che 11 sottospazio orizzontale o T(EXF)E(EXF) X (Ex;)

di T(ExF)& il supplementare di VI(ExF) e che il sottospazio vertica

* - ~ % * -
le v T (EXF)=(ExF) x (oxF ) € il supplementare di o T (ExF)

Un maggior approfondimento su queste nozlonl, sl possono avere leggen

do le note riportate nel 6° paragrafo.

Naturalmente, possiamo applicare 1 risultati precedenti al caso 1n

- %

E, o F E

cul F

i

Introduciamo anche le applicazioni I e II  dette rispettivamente
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"connessione affine'" e ''proiezione naturale'. Mentre ]| & estend bile
al caso delle varieta differenziabili, in quanto dipende dalla sola
struttura ''differenziabile', l'applicazione I' €& una nuova struttura

di "connessione' che bisogna aggiungere a quella differenziabile, af-

— ﬁ -
finché 1 sottospazi o T(ExF) e VT (ExF) abbiano significato anche

nel caso delle varieta differenziabili.

Infine, terminiamo questo capitolo dedicando 1'ultimo paragrafo alle

importanti nozioni di "rilevamento' di funzioni e campi.

Esse possono essere estese al caso delle varieta differenziabili.
Inoltre, s1 riveleranno utili nella trattazione dei sistemi di coordina

te sugli spazi tangenti, cotangenti, ecc...
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I SPAZI AFFINI

0 La prima nozione fondamentale che si incontra € quella di

"spazio affine'.

In questo paragrafo ne diamo la definizione e le sue primissime

conseguenze.

Introduciamo, poi, la ''dimensione'" di uno spazio affine, le nozio

ni di "sottospazio',di ''quoziente'" di uno spazio affine.

Concludiamo, quindi, facendo vedere che il '"prodotto cartesiano"

di piu spazi affini & uno spazio affine.

I.1.1. DEFINIZIONE

Dicesi SPAZIO AFFINE una terna (E,E,t), dove

- E € un insieme, detto lo "spazio dei punti”,

- £ e uno spazio vettoriale, detto lo "spazio vettoriale dei vettori
Tiberi" |

- 1 € un'applicazione, detta "traslazione"
t: EXE - E
cosi indicata t 1(p,u) » p+u

la quale gode delle seguenti proprieta:

E) P+ (utv) = (p+u) + v VpeE, u,ve E;
E,) p+0=p YpekE ,oef ;
E3) p+a = pzb-a = 0 se p ek, uet ;
E4) ¥YpecE =>{p+u}aEE= E .

S1 vede poi facilmente che, se E] vale per un certo p , allora essa vale

per ogni p € E.
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L "applicazione

cos1 1indicata T P = p+ﬂ

dicesi "traslazione secondo il vettore u" .
In sequito, indicheremo uno spazio affine, piu semplicemente, con E.

51 badi bene a non confondere lo spazio affine E con 1o spazio vet

toriale euclideo, indicato con 1o stesso simbolo.

1.1.2. PROPOSIZIONE Sia u e E .

L 'applicazione T € una biiezione e la biiezione inversa € = -

0sSia e

It
o
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o

Sostanzialmente, detti p,q € £, se da p sivaa q tramite

1'unico wu, allora da q siva a p tramite 1'unico - u ¢ E: e quan
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to esprime la seguente proposizione.
[.1.3. PROPOSIZIONE Siano p,q € E.

Esiste un unico vettore u € E, tale che

L 'esistenza & assicurata dalla E4. 51 vede facilmente che tale vetto

re € unico.
[.1.4. Da questa proposizione discende la seguente definizione,

DEFINIZIONE  Sia (p,q) una coppia ordinata di punti di E.

Dicesi DIFFERENZA di q e p 1'unico vettore libero

tale che D+ U =@
[.1.5. PROPOSIZIONE Siano p,q,r ¢ E ¢ uek

Valgono le seguenti formule :

q»
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[.1.6. 11 concetto di "dimensione" di uno spazio affine, dato dalla
sequente definizione, & importante ed ha un significato profondo, 1in
quanto permette di caratterizzare ogni punto di E con un'unica n-pla
di numeri reali. Pertanto, esso risultera pid chiaro allorché introdur
remo 1 sistemi di coordinate su E, o0ssia, allorché identificheremo

punti di E con n-ple di RN,

DEFINIZIONE

Si dice che E ha DIMENSIONE n, se E ha dimensione n .

[.1.7. Diamo ora un particolare esempio di spazio affine.

PROPOSIZIONE

Ogni spazio vettoriale V & uno spazio affine, assumendo, come
spazio vettoriale dei vettori liberi, V stesso ed assumendo, come

traslazione, 1'applicazione somma vettoriale

T : VXV =V
data da T ¢ (U,v) = u+v
[.1.8. DEFINIZIONE Sta F € E un sottoinsieme di E.

Si dice che F & un SOTTOSPAZIO AFFINE di E se esiste un punto

D € E ed un sottospazio vettoriale F ¢ E, tali che

Pl UL e

S1 vede che é dim F dim E.

F A

i deasl sl

{u,v,o0} ,t) € un piano dello spazio generico,

Y

Per esempio, se (E,E
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allora i sottospazi affini pil importanti di E sono:

1) retta individuata da u
2) " Y / /
3) ciascun punto p di E, individuato / i ///
dal vettore nullo. /// - //
. /
Wt au, f.mq; e u

1.1.9. Diamo, ora,l'importante nozione di spazio"prodotto cartesia

no" la quale servira, per esempio, nello studio degli spazi "tangenti”,

"cotangenti", ecc... di uno spazio affine.

PROPOSIZIONE Siano El""’En spazi affini.

L'insieme "prodotto cartesiano"

ha una struttura canonica di spazio affine, assumendo, come spazio vet-

toriale dei vettori liberi, il prodotto

mi
L
mi
<

: ...xEn

ed assumendo, come traslazione, 1'applicazione

data da T . (p1,...,p S Uyl ) = (p +U ..,pn+an) :

E' una immediata conseguenza delle definizioni di spazio affine e di
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prodotto.

E §

dim E = dim E] + ... + dim En

1.1.10. PROPOSIZIONE . Sia F ¢ E un sottospazio vettoriale di

E
La terna
(E,E, T)/? = (E/F , E/F, ")
dove
- E/EE{[DJ}_DEEE{D+?}pEE
RN PR U P

- t' ¢ E/F x E/F > E/F datada <'([p]+[ul)=[ p+u]

T

e

e uno spazio affine, detto SPAZIO QUOZIENTE di E, rispetto ad

i i

Se & dim F 1, 0ssia se F @& un

b

.

qualsiasi vettore libero di £,
allora ogni classe d'equivalenza

di E/F @& costituita da punti di
£, tali che la lorg differenza sia
un vettore libero "parallelo” ad

F. Sicche ogni elemento dj F/F

e una "retta parallela" 2 quella

¢ individuata da F. G111 elementi di

-Ll-lfl '\-"'.:q_‘,!fl-':.-l-‘:"r' R

ogni classe d'equivalenza di E/F sono vettori liberi che "congiungo-
no" punti di una retta con punti di un'altra retta. Inoltre <t' & ben

definita perché & indipendente dalla scelta dei rappresentanti della
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classe.

Si1 vede che
dim E/F = dim E - dim F .

dove F & il sottospazio affine di E, il cui spazio vettoriale dei

vettori liberi é F.
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2 SPAZI TANGENTE E COTANGENTE

Sia £ uno spazio affine.

Cominciamo questo paragrafo con il concetto di ''spazio vettoriale
del vettori applicati" in un puntc p € E. Tenendo conto che in E
tutti 1 punti sono equivalenti, evidentemente questo spazio vettoriale
viene a colncidere proprio con E. Se adesso consideriamo 1'insieme co
stituito da tutte le coppie (p,E) (¥ pe E , ¥ u & E) si vede che
esso € uno spazio affine (e non vettoriale) detto 'spazio tangente' di
E. Analogo discorso lo possiamo fare per 1 covettori applicati. Passan
do, invece, alle sottovarietd di uno spazio affine e alle varieta diffe
renziabilil vedremo che occorre ragionare 1n modo diverso. Cio dipende,
principalmente, dal fatto che con queste ultime nozionl non possiamo par
lare di equivalenza fra punti, e quindi, non € possibile confrontare
vettori applicati in punti diversi. Nasce, cosi, l'esigenza di introdur

re ulteriori strumenti matematici(connessione...) 1n modo da permettere

un tale confronto.

Concludiamo questo paragrafo, dando delle applicazioni importanti che

mettono in relazione gli spazi tangenti e cotangenti di uno spazio affi

ne con quest'ultimo.
[1.2.71. DEFINIZIONE Sta pect.

Dicesi SPAZIO VETTORIALE DEI VETTORI APPLICATI in  p, o SPAZIO TAN
GENTE in p, 1'insieme

Ogni elemento di T E dicesi VETTORL APZLICATO in p, o VETTORE TAN

GENTE in p.
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Dicesi SPAZIO DEI VETTORI APPLICATI, o SPAZIO TANGENTE, 1'insieme

ExE= UTE

TE
petk P

Sp—

[.2.2. PROPOSIZIONE Siano p,q € E.

Allora, si hanno gli isomorfismi canonici

TpE v

T E

= (q,u) Y uectE

o |

dati da (p,u) =

Ossia TpE ha una struttura naturale di spazio vettoriale.

Passando alle varieta differenziabili, tale equivalenza non sussiste

rd poiché non ha senso confrontare lo stesso vettore in due punti distin

ti. A ¢ci10 si1 ovvia introducendo sulle varieta una nuova struttura che

"connette" vettori applicati in punti diversi.

1.2.3. Invece, TE non &, in generale, uno spazio vettoriale.

COROLLARIO

Lo spazio tangente TE, essendo un prodotto di spazi affini, ha una

struttura naturale di spazio affine, assumendo, come spazio vettoriale

dei vettori liberi di TE, lo spazio vettoriale

r——

TE=E xE
ed assumendo, come traslazione, 1'applicazione

t : TEXTE > TE

[ I T L . ]

data da T ¢ (psuUsVv,ow) = (p+v,u+w)



[.2.4, DEFINIZIONE

Dices1 FIBRATO TANGENTE di E Tla terna
TE = (TEs DE ? E )

dove

- TE & 1o spazio tangente,

- P e l'applicazione

pE : Tk » G

cosi definita Pe (p,ﬂ)r+ D
detta "proiezione”

[1.2.5. La definizione duale alla 1.2.1, & espressa nel modo seguente.

DEFINIZIONE Sia p € L.

Dicesi SPAZIO VETTORIALE DEI COVETTORI APPLICATI in p, o SPAZIO CO-
TANGENTE in p, l'insieme

T
D

i

{D;E%E . Eﬁ ,

Ogni elemento di T;E dicest COVLTTORE APPLICATO in p .

Dicesi SPAZIO DEI COVETTORI APPLICATI, o SPAZIC COTANGENTE, 1'insieme
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[.2.6. PROPOSIZIONE

Lo spazio cotangente T E, essendo un prodotto di spazi affini,
ha una struttura naturale di spazio affine, assumendo, come sSpazio vet-

toriale dei covettori liberi di T*E, lo spazio vettoriale

f*E = F x E*

ed assumendo, come traslazione, 1'applicazione
t t TEXTE » TE

data da Tt (p.U 3 VoW) (p+V, U+w)

1.2.7. DEFINIZIONE
Dicesi FIBRATO COTANGENTE di E 1la terna
* %

Tt E= (TE, A > E)

dove

- T*E e 10 spazio cotangente,

qr é 1'applicazione

cosi definita qr (p,u) » p

detta “proiezione"
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3 SPAZI TENSORIALI

Questo paragrafo pud essere letto in un secondo momento 1in quanto

€ una generalizzazione del precedente.

Resta assegnato sempre uno spazio affine E.

Per i simboli di prodotto tensoriale si veda 11 Capitolo O.

I.3.1. DEFINIZIONE

Si definisce SPAZIO TENSORIALE (risp. SPAZIO TENSORIALE ESTERNO) di

E 1'insieme

- - — ¥
TZEEE}:@ZEEEX(@rE®SE)
- - — ¥

(risp. A:EEE};A:EEEX(AI-E(@ASE))_L

1.3.2. PROPOSIZIONE

: . r ' r - . .
Lo spazio tensoriale T E (risp. A E) € uno spazio affine, assumen-
S S

do, come spazio vettoriale dei tensori liberi (risp. come spazio vetto-

riale deli tensori esterni liberi) lo spazio vettoriale

———giry e —

T - r = T - r -
TEZEXx E risp. A E = Ex A E
S ébsa ( P S S )
ed assumendo, come traslazione, 1 'applicazione
r r r_
T : TEXTE= TE
S S S
data da T : (p,t 3 E,E) » (p+u t+E)

r r
(risp. T A'E x AE -+ A E
S S S



- 86 -

data da T :(p,t G,E) » (ptu, t+t) )

1.3.3. DEFINIZIONE

Dicesi FIBRATO TENSORIALE di E (risp. FIBRATO TENSORIALE ESTERNO

di E 1la terna

3
=
i
~
3
nw X
eal
1
W
=]
-

. r r r
(risp. ASE = (ASE, TsE , E) )

dove

-

- ; . . r . .
- TsE € lo spazio tensoriale (risp. A E €& lo spazio tensoriale
S

esterno) di E;

r - a »
" T © l1'applicazione, detta PROIEZIONE
r r
T : T E-> E
sk S
- .. Y
cosi definita T g (p,t) »p
S
* r r
(risp. T : ANE = E
sk S
- . r
cosl definita T : (p,t) » p )
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4 CAMPI DI VETTORI E COVETTORI

0 In questo numero facciamo alcune osservazioni sull'impiego delle

nozioni di campo vettoriale "libero' ed "applicato ".

Analoghe osservazioni possono essere fatte per 1 campli covettoriali.

Negli spazi affini, poiché tutti i punti sono'equivalenti" , si uti
lizza, principalmente, la prima nozione e si vede che essa € equivalen

te alla seconda, mediante una semplice regola.

Tale equivalenza sussiste, ancora, per un 'sistema di coordinate car
tesiane'", Infatti, come si vedra chiaramente nel 6° capitolo, poiché le
"curve coordinate' sono delle rette, allora, la base indotta da tale si
stema € costante e, quindi, non € necessario precisare 1l punto di appil

cazione.

Invece, bisogna tenerne conto quando si ha un sistema di coordinate

"mon cartesiano', in quanto le basi indotte dalle coordinate non sono

costanti.

Infine, per le varietd differenziabili, occorre utilizzare solo la

seconda nozione, in quanto la prima non ha significato .

Sia, dunque, E uno spazio affine.
1.4.1 . DEFINIZIONE

Dicesi CAMPO VETTORIALE LIBEROD (risp. CAMPO CCVETTORIALE LIBERD)

un'appiicazione

ii . E » F
- mlﬁ’*
cosi indicats X© D » X (D)
) =%
(risp. X"t B+ E
2 2

cos1 indicata X"t p= X0 (p) )
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Dicesi CAMPO VETTORIALE APPLICATO (risp. CAMPO COVETTORIALE APPLICA

T0) un'applicazione

X : E = TE
data da X:p e (X ()
(risp. X: B = T'E
data da X:p = (pX(p)) )

S1i osservi che le definizioni date sono equivalenti, nel senso che,

fissato un campo vettoriale libero X" (risp. un campo covettoriale

: L ‘ . : = .
libero X ), questo determina un campo vettoriale applicato X (risp.

un campo covettoriale applicato X) e viceversa, mediante la regola

> |
I
——
= ¥
o

(risp. X

[
]!
—
-y
-
m
e
| ><
—
—

Indichiamo con

BE ={X : E -~ TE}

(risp. rG*E ={X : L +-T*E} )

1"insieme dei campi vettoriali (risp. covettoriali) applicati

. . X . C . .
51 vede che "%BE (risp. ®E) munito delle operazioni di addizione e

di moltiplicazione per gli scalari, date nel modo seguente

(X+Y)(p) = X(p) + Y(p)

(\K)(p) = AK(p) LA
(risp. (X+Y)(p) = X(p) + Y(p)

(AX)(p) = AX(p) rPe k)

e uno spazio vettoriale.
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5 CAMPI TENSORIALI

O Anche questo paragrafo puo essere lettc in un secondo momento

1n quanto € una generalizzazione del precedente.

Sia, dunque, E uno spazio affine. Sia Fz @ E

I.5.1. DEFINIZIONE

Dicesi CAMPO TENSORIALE LIBERO un'applicazione

- . %
cosi indicata t :pet (p)

Dicesi CAMPO TENSORJALE APPLICATO un'applicazione

t : E=+ E X f
L
data da t : p*= (p,t (p))

e soddisfacente a

In modo del tutto analogo si definiscono 1 CAMPI TENSORIALT ESTERNI

LIBERI ED APPPLiCATI pconendo F

ACE
s

Anche in questo caso le definizioni date sono equivalenti, mediante

la regola

, 2
t = (ulE, L)

Indichiamo con

r r T
. E 2{(t : E->TE)/T ot = id |}
Q’S t s)/sE 1E
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, r r r ,
(risp. 0 E ={(t : E +-ASE) / Tg ° t = 1dE} )

1 "insieme dei campi tensoriali applicati (risp. campi tensoriali
esternil applicati).

Scriviamo, anche

{f : E = R}

O
YE =6 E = Q E
O O
1.5.2. DEFINIZIONE

Relativamente agli insiemi di campi tensoriali liberi o applicati su
E, si definiscono le operazioni di addizione, moltiplicazione per gli
scalari, moltiplicazione per le funzioni, moltiplicazione tensoriale,
contrazione, ecc..., mediante le analoghe operazioni relative a tensori

di E, eseguendole punto per punto di E.

In particolare, poniamo

a) (f+g)(p) = £(p) + g(p) ¥ f,ee TE, p e E

b) (A-£)(p) = A-f(p) ¥ fe 3E, A¢R, pe E

c) (£-g)(p) = f(p) ¢ (p) ¥ £,g € JE, peE

d) (t+t")(p) =t(p) + t'(p) ¥ t,t' e 'EZE, pe€E

e) (A-t)(p) E A-t(p) y tE’B:E, A€ R, peE

f) (£-t)(p) = £(p)-t(p) ¥t € ‘B;E, f € 3E, pekE

g) (t®tMp) = tp) & t'(p) Vte “'&EE, t'E‘E;E, b € E

h) < t,t'>(p) = <t(p),t'(p)> VtewE , e %;E pEE .

In modo:r analogo al paragrafo precedente si vede che 1'insieme

r . r . : : . . .
’bSE (risp. QSE), con le operazioni di addizione e di moltiplicazione

per gli scalari, costituisce uno spazio vettoriale.
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E' utile esprimere i campi tensoriali liberi mediante 1'uso di

basi, costantl e non.

Allo stesso modo si esprimono i campi tensoriali applicati, in vir

ti dell'equivalenza tra gli uni e gli altri.

1.5.3. PROPOSIZIONE Sia dim E = n.Sia B E{Gl,...,Gn} una base di

e 1
E e sia B E{E

n. -=
y++s5V }CE la base duale. Si identifichino gli elemen

ti di queste basi con campi tensoriali costanti.

Allora

sono basi rispettivamente di

1 0 ¥ 2 1 0
E =%E ,“®_E = E E E .
©o » O F ETRE LR LB ET,
Piti in generale
] -
t  :E + ® E
s
ha un'unica espressione
e’ > ST BV, @ i
= & J-- L] u = wF ¥
11 ...1 £n . 11@' ]T@g.. & & .
1 r Jl-ﬂle
1{’ I"' E
SIyeeed 3N
I | SR |
1 1
dove t ‘ e la funzione t r : E <+ R
Jlntn_]s Jl"'JS
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data da t

| <
@
@
&
<
&
)
<

.

Un altro modo interessante per esprimere i1 campl tensoriali & quel

lo d1 usare una base variabile da punto a punto.

Questo metodo si rivelerd utile allorché si introdurranno ''sistemi
di coordinate non cartesiani'. Infatti, si vedra che tali sistemi di
coordinate generano, in modo naturale, delle basi variabili da punto

a punto.

I.5.4., Facciamo infine un esempio importante di campo tensoriale.

DEFINIZIONE Sia E wuno spazio affine di dimensione n.

Dicesi CAMPO TENSORIALE FONDAMENTALE di E il campo tensoriale co

o

stante 1 che associa ad ogni punto p € E 11 tensore fondamentale

di E (vedi 0.5.6) .

Sia B ={v_,...,v } una base di campi vettoriali (costanti o no) di

: n . : ~ %
©E esia B = {v,...,v} 1la base duale di B in © E

)

Dunque, le componenti di 1 sono le funzioni costanti ¢

S1 noti che tali componenti non dipendono dalla scelta della base,

sla essa costituita da campi vettoriali costanti o no.

Naturalmente, questa € una proprieta del tutto eccezionale di questo

campo tensoriale: i1l motivo consiste nella sua canonicita.
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6 SOTTOSPAZI VERTICALE ED ORIZZONTALE DELLO SPAZIO TANGENTE E
COTANGENTE DI UN FIBRATO BANALE.

0 Consideriamo uno spazio affine E ed uno spazio vettoriale F.
Diamo la nozione di "fibrato banale" n, di'base" E e "fibra" F.

Definiamo poi, i notevoli "sottospazi verticale ed orizzontale'" del
lo spazio tangente e cotangente di n , osservando che 1 piu 1mportan-
tl sono v T(E x f) e o T*(E X f) . Ulteriori osservazioni preferia
mo farle nel contesto del discorso, in modo da fornmire un cuad- o

chiaro di queste nozioni.

Facciamo, infine, menzione delle applicazioni TI' e II 1le quali

svolgono un ruolo fondamentale: in particolare, la '"connessione affine"

T.

Tutte queste nozioni possono essere generalizzate alle varietad diffe

renziabili.

1.6.1. Diamo, ora, 1'importante nozione di “fibrato banale".

DEFINIZIONE

Dicesi FIBRATO BANALE di "ba<e" E e "fibra" F una terna
n = (£ X ?g T, E)

dove

- £ x F & detto 10 "spazio totale" di n,
- E e detto Tla"base" di n

- T é 1'applicazione, detta la "“proiezione"

T ExF » E
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data da T o (p,a) > p .

Dicesi FIBRA nel punto p € E 1o spazio vettoriale

che @ naturalmente isomorfo ad F

Esempi notevoli di fibrati banali sono quello tangente <tE, cotangen

* : r
te t E e tensoriale t E .
S

I1 fibrato n si dice "banale" perché 1o spazio totale E x F ¢

il prodotto cartesiano della base E per la fibra F.
Nel nostro caso abbiamo, dunque, anche la proiezione E x F -+ F ,
che perd non consideriamo.

1.6.2., Passiamo ora ad introdurre 1'importante "sottospazio verti-

cale" di  T(ExF) e quello "orizzontale" di T(ExF) .

DEFINIZIONE

Dicesi SPAZIO VERTICALE di T(ExF) i1 sottospazio affine di T(ExF)

v T(EXF) = (E x F) x (0 x F)

Dicesi SPAZIO ORIZZONTALE di T(Exf) 1l sottospazio affine di T(ExF)

o T(E x f) = (E x E) X (E X ;)

Osserviamo che o T(ExF) & i1 supplementare di v T(E x F), ossia

Osserviamo, inoltre, che 1o spazio verticale é ottenuto da T(ExF)
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bloccando g1i incrementi dei punti e considerando solo incrementi di

vettori applicati.

Tale spazio continuera ad esistere passando alle varieta differen

ziabili, in quanto ha senso confrontare incrementi del vettore nello

stesso punto di applicazione.

Invece, lo spazio orizzontale oT(ExF), ottenuto considerando so
lo incrementi del punto e lasciando invariato il vettore applicato,
affinché esista, abbisogna di una ulteriore struttura che ''connetta”

vettori applicati in punti distinti.

1.6.3. Si danno, allora, alcune importanti applicazioni valide, a

priori, sugli spazi affini.
DEFINIZIONE

Dicesi CONNESSIONE AFFINE 1'applicazione

I @ T(EXF) + vT(ExF)

data da It (p,u; V,w) & (p,U; 0,w)

Dicesi PROIEZIONE NATURALE T'applicazione

data da T : (p,u; 5,@) H—(p,@} .
S1 noti che 1 1induce un isomorfismo
v T, - (ExF) ~+F
(D,U)( ) p

1.6.4. Introduciamo ora 1'importante "sottospazio orizzontale di
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T*(ExF) e quello "verticale" di T  (ExF)

‘DEFINIZIONE

Dicesi SPAZIO ORIZZONTALE di T*(Ex?) 11 sottospazio affine di T*(Ex?)

o T (EXF) = (ExF) x (E x 0)

* -
Dicesi SPAZIO VERTICALE di T (ExF) 1l sottospazio affine di T (ExF)

IH

* - - -
vT (ExF) (ExF) x (oxF )

Osserviamo che uT*(EX?) e 11 supplementare di oT*(ExF), 0ssia €

T*(Exl;) = oT*(Exl?) @uT*(ExIE) :

Osserviamo,anche, che la scelta dei supplementari oT(Ex?) o uT*(Exﬁ)

equivale a considerare le rispettive proiezioni T che si annullano su
di essi.
: . *, o= _ . =
Inoltre, i1 sottospazio oT (ExF) & i1 duale di VT(ExF)
Pertanto, esso continuera ad esistere sulle varietda differenziabili.

¥ -
Non continua, 1invece, ad esistere 11 sottospazio verticale VT (ExF) .

1.6.5. Di notevole importanza sono le seguenti applicazioni, valide

anche sulle varieta differenziabili.

DEFINIZIONE

Dicesi CONNESSIONE AFFINE 1'applicazione (indicata ancora con T)

ror TH(EXF) - oT (EXF)

data da r . (p,ﬁigtg)*+ (Daﬁ;gfg)
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Dicesi PROIEZIONE NATURALE 1'applicazione (indicata ancora con 1)

data da T :(p,U;v,0 )  (p,yv)

Si noti che T induce un isomorfismo

Per quanto riguarda le generalizzazioni alle varieta differenziabili,

valgono osservazioni analoghe alle precedenti.
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7 SECONDI SPAZI TANGENTI E COTANGENTI

0 Questo paragrafo pud essere letto dopo quello sulle derivate seconde.

Sia E  uno spazio affine.

Possiamo applicare 1 risultati del precedente paragrafo al caso in cuil

- - ...
é F=E, oppure F = E

i

] » ¥ L] * # ] #
Abbiamo visto che gli spazi TE e TE sono spazi affini. Al-

lora, € naturale definire i loro spazi €tdngentl e cotangenti, i quali

hanno, a loro volta, una struttura di spazio affine.

1.7.1. PROPOSIZIONE

Lo spazio tangente di TE (risp. di T E)

TTE = (E x E) x (E x E)

(risp. TT*EE (E X E*) X (E X E) )

é uno spazio affine, detto 2-SPAZIO TANGENTE di E .

Dunque, abbiamo il fibrato tangente di TE (risp. di T*E)

TE = (TTE , E)

» Prg
. * "
(risp. tTE = (TTE , pryes E) )
detto 2-FIBRATO TANGENTE di E.
1.7.2. PROPOSIZIONE

Lo spazio cotangente di  TE (risp. di T E)

T*TE = (E x E) x (EX x E7)
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(risp. T*T*E = (ExE*) X (E*xﬁ) )

e uno spazio affine, detto 2-SPAZIO COTANGENTE di E

Dunque, abbiamo i1 fibrato cotangente di TE (risp. di T E)

TE = (T7TE )

Y1p°

(risp. **T*E

*__%
(T T E b qT*E! E) )

detto 2- FIBRATOCOTANGENTE di E

In modo del tutto analogo al paragrafo precedente possiamo considera

re 1 sequenti sottospazi notevoli

- WTTE = (ExE) x (oxE) SPAZIO VERTICALE di TTE

- oTTE = (ExE) x (Exo0) " ORIZZONTALE di TTE

- UTTYE= (ExE )x(oxE ') " VERTICALE di TT'E

* - — #*

- OTT E= (ExE )x(Exo) " ORIZZONTALE di  TT E
* - - X ‘ »*

- oT TE= (ExE) x (E xo0) SPAZIO ORIZZONTALE di T TE
* - - ¥ *

= VT TEZ (ExE)x(oxE ) ; VERTICALE di T TE

- oT™ T F= (ExE™) x (E™x0) “ ORIZZONTALE di T'TE
* ¥ . - ¥* *

- VI T EE(EXE ) x (o x E) " VERTICALE di TTE

e le sequenti applicazioni
-1 TTE - v TTE data da = :(DsU3V W (p.us0,m

-1 : VITE - TE o (D, U30W) e (o)

-1 TTE - VITE T T s (psusVLw)  (PLui0,w )
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-1 VTTE » T*E data da Il :(ptg;aig)'+ (Psw)
ST THTE s o0 TTE o " (pyusv,w) & (PaUsy,0)
-1 : oT'TE » T'E o Tt (pyU3v,0) = (Psv)
S TTYE 5 oTTTE S Tt (psUsv,W) & (PyUs,0)
S ol T E - TE “ Tt (PsUsvs0) = ()

1.7.3. Possiamo definire, infine, delle applicazioni importanti
tra spazi tangenti e cotangenti, le quali possono essere estese anche

nel caso di varieta differenziabili.

Tali applicazioni giocano un ruolo interessante nella Meccanica

Analitica.
DEFINIZIONE

Dicesi INVOLUZIONE CANONICA 1'applicazione

data da S o (psuUsVaw) = (pPyViu,w) .

data da v i (psuUsvew) = (p,yu3o,v)

data da w gp,E;Q,E) » (psyUsw,=V)



Dicesi CAMPO VETTORIALE DI LIOUVILLE 1'applicazione

- |
....,,i
i
b

—4
—
i

data aqa Vo (pyu) » (PsU30,U)

data da Aoto(psu) »  (p,usu,o0)
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8 RILEVAMENTO DI FUNZIONI E CAMPI

0 Riteniamo opportuno consigliare 1l lettore di rivedere questo

*
paragrafo prima di passare al sistemi di coordinate su TE e T E.

Le nozioni contenute in questo numero risulteranno invariantl ri-
spetto a "cambiamenti di coordinate'. Inoltre possono essere estese al

caso delle varieta differenziabili.

Consideriamo, una volta per tutte, uno spazio affine E, uno spazio

vettoriale F ed un fibrato banale n = (ExF , n, E)
1.8.1. DEFINIZIONE Sia f : E - R una funzione.

Dicesi RILEVAMENTO di f secondo la proiezione n, 1'applicazione

data da f @ (p,u) = f(p)

ossia, tale che il seguente diagramma sia commutativo

E x F r
- f
™ ¥ R
> -
: f

1
mi

Nel caso in cui & F , detto TE

]

(TE,pE,E) il fibrato tangen-

te di E, poniamo

—
i
“+H<
Tl
—
o
©
m

Nel caso incui @ F = E, detto T E

(T*E,qE,E) i1 fibrato co-

tangente di E, poniamo
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r‘_‘ﬂz
f =f=1f o qE

1.8.2. Passiamo, ora, a definire 11 rilevamento dei campi.

DEFINIZIONE Sia t : E - E x F un campo.

Dicesi RILEVAMENTO di t secondo ™ 1'applicazione

t :EXF -+ v T(ExF)

data da t i (pou) = (p,u; B,ti(p))

ossia, tale che 11 seguente diagramma sia commutativo

In particolare, per F = E , il rilevamento di t : E > TE

Pe e l'applicazione

i
-t €

t . TE > VTTE

+<
——
L=
LY
-
e
¥
—
-
L
-
L
-
¢+
—
O
o
e

data da
ossia, tale che risulti

T o t=1o¢. DE ,

dove 1 : v ITE - TE e la proiezione naturale.

=¥

i

Invece, per F

secondo

E , 11 rilevamento di t : E =~ T*E secondo
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L

P (indicato ancora con t) & 1'applicazione

data da t :(p,u) > (p,u; o,t (p) )

ossia, tale che risulti

n‘:’t=tﬂ'qu

dove mI: v TT*E > T*E é la proiezione naturale.

1.8.3. Nel casoinecuisi abbia un campo covettoriale applicato & possi

bile definire un altro rilevamento, come mostra la seguente definizione.

DEFINIZIONE Sia t : E =~ T*E un campo covettoriale applicato .

Dicesi RILEVAMENTO di t secondo = 1'applicazione

t :ExXxF + oTY(ExF)

- - 2
data da t.: (psu) » (psust (p),0) ,

0ssia, tale che 11 sequente diagramma sia commutativo

t
ExF L o TFE X F)
m ¥ ¥ Il
3
e~ TE .

1
i

In particolare, se F = E, il rilevamento di t secondo Pe e

1'applicazione



- 105 -

t: TE » o T'TE

t =
r
- - - 2
data da t: (p,u) » (p>us t (p),0) ’
ossia, tale che risulti
Mo t=1¢to pE .
* + ) C

dove 1nmT : o TTE »T€E @ la proiezione naturale

Invece, per F = E* , i1 rilevamento di t secondo A (indicata

™
ancora con t) @& 1'applicazione

t =t ™ 5 . T
data da t: (p,_t_l_) P (p,U; tf'(p),a) .
ossia, tale che risulti
MTot=10on0 qE ,

dove m: o T*T*E - T*E é la proiezione naturale.



