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o lNTRODUZ IONE

Uno "spazio affine" è un qualsiasi insieme su cui operano gli ele

menti di uno spazio vettoriale, detti "vettori Liberi ll
, tramite le co

siddette "traslazioni". Sostanzialmente esso è U-M spazio v~ttorialt!tdove

si è tolto il privilegio del vettore nullo: quindi. in un tale spazio

tutti i punti sono Itequivalenti ti.

La nozione di "spazio affine" è alla base di una visione moderna

della geometria euclidea. Infatti. un modello semplice ed elegante del

la geometria euclidea può essere costituito da uno spazio affine con

una forma bilineare simmetrica definita positiva.

La nozione di spazio affine è parimenti alla base di una visione m~

derna della fisica classica e relativistica. Infatti, possiamo rapprese~

tare gli spazi degli eventi, delle posizioni, degli istanti, ecc ... m~

diante spazi affini.

Nelle esposizioni più tradizionali dell'analisi, della geometria e

della fisica, al posto degli spazi affini si usano spazi vettoriali o

più in particolare Hn . Noi riteniamo più soddisfacente il nostro pun

to di vista sotto vari aspetti. Infatti, non privilegiando punti o dire

zioni particolari, o basi particolari, possiamo centrare gli aspetti so

stanziali delle ulteriori nozioni che andremo ad introdurre, senza fare

uso di elementi spuri. Per esempio, possiamo trattare le applicazioni

geometriche della teoria senza fare uso di sistemi di coordinate e le aE

plicazioni fisiche senza fare uso dei sistemi di riferimento.

In questo capitolo, dopo la nozione di spaZlO affine, si danno le prln

cipali regole di calcolo con le quali si caratterizzano gli elementi dI

tale spazio.

Diamo, quindi, il concetto di "dimensione" di uno spaz~o affine, tra
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mite quella del suo spazio vettoriale .

Definiamo poi
• Il •
l sottospaZl

..
affini, come i sottoinsiemi di uno spazio

affine, che conservano ancora tale struttura.

Si osservi che la nozione di spazio "prodotto cartesiano" permetterà

di introdurre gli spazi tangenti e cotangenti di uno spazio affine.

Dato uno spazio affine (E,E,,), definiamo lo "spazio tangente" TE

di E nel modo seguente

TE:ExE=UTE
p c E P

dove
-

T E
p

è "lo spazio vettoriale dei vettori applicati in "p .

Facciamo notare che TE ha una struttura naturale di spazio affine.

Diamo, quindi, le nozioni di "fibrato tangente e. c.otangente" di E.

Ad esempio, definiamo il fibrato tangente di E come una terna

,E = (TE, PE' E )

dove p : TE + E, data da
E

p : (p,u) ... p, è detta "proiezione".
E

Le nozioni precedenti saranno iterate, poi, nel 3 0 paragrafo.

Nel 4° paragrafo, diamo la nozione di campo di vettori e covettori

llliberi ll ed 'applicati".

A tale proposito si consiglia il lettore di leggere la relativa intr~

duzione, in modo da avere chiara la differenza sostanziale tra

ni "libero" ed "app licato".

•
l tema

Relativamente agli insiemi dei campi tensoriali si considerano, poi,

delle opportune operazioni con le quali è possibile munire tali insiemi
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di una struttura di spazio vettoriale.

Facciamo, infine, un notevole esempio di campo tensoriale.

Un punto importante di questo capitolo è rappresentato, senz'altro,

dai "sottospazi verticali ed orizzontali", rispettivamente, dello spa-

zio tangente e cotangente di un fibrato banale

Sostanzialmente, il sottospazio verticale

-n : (E x F, TI, E) •

- - -
v T(ExF) - (ExF)x(oxF)

- -
di T(ExF) è quel sottospazio affine di T(ExF) , ottenuto bloccando

gli incrementi dei punti di E e considerando solo incrementi dei vet

tori applicati. Osserviamo, allora, che questo sottospazio continua ad

esistere sulle "sottovarietà" e sulle "varietà differenziabili"in quan

to ha senso confrontare incrementi del vettore nello stesso punto di

applicazione. Questo è il motivo per cui diamo più importanza a tale
-

spazio che a quello orizzontale su T(ExF) .

Invece, il sottospazio orizzontale
. -.

o T (ExF):(ExF) x (E xo) di

•T (ExF) è lo spazio affine i cui punti sono costituiti dai covettori

di ExF, che si annullano sui "vettori verticali". Quindi, anche que

sto sottospazio continua ad esistere sulle varietà differenziabili.

- - - -
Si osservi che il sottospazio orizzontale o T(ExF):(ExF) x (Exo)

-
di T(ExF)è il supplementare di vT(ExF) e che il sottospazio vertica

le
!Il _!Il •

v T (ExF)_(ExF) x (oxF) è il supplementare di o T (ExF) •

Un maggior approfondimento su queste nozioni, si possono avere leggen

do le note riportate nel 60 paragrafo.

Naturalmente, possiamo applicare i risultati precedenti al caso in

•
CUl F : E , o

- -'"F : E •

Introduciamo anche le applicazioni r e TI dette rispettivamente
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"connessione affine" e "proiezione naturale". Neutre TI è estend._bile

al caso delle varietà differenziabili, in quanto dipende dalla sola

struttura "differenziabile", l'applicazione r -e una nuova struttura

di "connessione" che bisogna aggiungere a quella differenziabile, af-

finché i sottospazi
- .-

o T(ExF) e vT (ExF) abbiano significato anche

nel caso delle varietà differenziabili.

Infine, terminiamo questo capitolo dedicando l'ultimo paragrafo alle

importanti nozioni di "rilevamento" di funzioni e campi.

Esse possono essere estese al caso delle varietà differenziabili.

Inoltre, si riveleranno utili nella trattazione dei sistemi di coordina

te sugli spazi tangenti, cotangenti, ecc ....
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l SPAZI AFFINI

o La prima nozione fondamentale che si incontra è quella di

"spazio affine".

ln questo paragrafo ne diamo la definizione e le sue primissime

conseguenze.

Introduciamo, poi, la "dimensione" di uno spazio affine, le nozio

ni di T1sottospazio",di "quoziente" di uno spazio affine.

Concludiamo, quindi, facendo vedere che il "prodotto cartesiano"

di più spazi affini è uno spazio affine.

1.1. l. DEFINIZIONE

-Dicesi SPAZIO AFFINE una terna (E,E,T), dove

- E è un insieme, detto lo "spazio dei punti",
-E è uno spazio vettoriale, detto lo "spazio vettoriale dei vettori

l iberi" ,

T è un'applicazione, detta "traslazione"

-T:ExE+E

così indicata -
T :(p,u) .... p+u

la quale gode delle seguenti proprietà,

- - - - - - -
El ) P + (u+v) - (p+u) + v y p < E, u, V € E',

- -E2) P + o = p y p < E o € E •, ,

- -E3) p+u p 4> U o se p € E, u € E •- - ,

-E4) Vp € E ==;-{p+u}- - - E •u < E -

Si vede poi facilmente che, se El vale per un certo p , allora essa vale

per ogn1 p € E.
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L'applicazione

, _ : E .... E
u

così indicata '- : p ..... p+u
u

-
dicesi "traslazione secondo il vettore u" .

In seguito, indicheremo uno spazio affine, più semplicemente, con E.

Si badi bene a non confondere lo spazio affine

tori aIe euclideo, indicato con lo stesso simbolo.

E con lo spazio vet

1.1.2. PROPOSIZIONE -Sia u e E .

L'applicazione

•
OSSla e

,
u

è una biiezione e la biiezione lnversa e ,- ,
-u

D. v P t E

, 
u

-e

o , _
-u - id E - , "

-u
o ,_

u •

"

-

- --
('O o '-o)(p) - 'o('-u(p))='a(P+(-u)) - (p+(-u))+u -

- - -- p+(-u+u) - p+o - p ;

- - -
('-"u o ,-)(p)=, -(,-(p)) = , _(p+u) - (p+u) + (-u) -u ·U u -u

- - -:p+(u-u) - p+o - p •

"a p tramite l'unico - u oé E : è qua~

Sostanzialmente, detti
-

l'unico u, allora da q

p,q~E,seda

•
S l va

•p S1 va a q trami te
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to esprlme la seguente proposizione.

1.1.3. PROPOSIZIONE Siano p,q <; E.

-Esiste un unico vettore u <; E, tale che

-

D.

p + u - q •

L'esistenza è assicurata dalla E
4

. Si vede facilmente che tale vetto

re è un i co .

1.1.4. Da questa proposizione discende la seguente definizione.

DEFINIZIONE Sia (p,q) una coppla ordinata di punti di E.

Dicesi DIFFERENZA di q e p l'unico vettore libero

-u = q-p € E

tale che p + U = q •

1.1.5. PROPOSIZIONE Siano p,q,r € E e
-

U € -E •

Valgono le seguenti formule:

-a) p-p = o

b) P = q+ (p-q)

c) p-q = -(q-p)

- -
d) (p+u) - q = (p-q)+u

e) p-q = (p-r) + (r-q)

f) q-p = s-r ~ r-p = s-q •
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1.1.6. Il concetto di "dimensione" di uno spazio affine, dato dalla

seguente definizione, è importante ed ha un significato profondo, in

quanto permette di caratterizzare ogni punto di E con un'unica n-pla

di numeri reali. Pertanto, esso risulterA più chiaro allorché introdur

remo i sistemi di coordinate su E, ossia, allorché identificheremo

punti di E con n-ple di ~n.

DEFINIZIONE

Si di ce che E ha DIMENSIONE n, se
-
E ha dimensione n .

1.1.7. Diamo ora un particolare esempio di spazio affine.

PROPOSIZIONE

Ogni spazio vettoriale V è uno spazio affine, assumendo, come

spazio vettoriale dei vettori liberi, V stesso ed assumendo, come

traslazione, l'applicazione somma vettoriale

T:VXV"'V

T : (u,v) .. u + vdata da - - - -
•-

1.1.8. DEFINIZIONE Sia F c E un sottoinsieme di

Si dice che F è un SOTTOSPAZIO AFFINE di E se esiste un punto

p E; E - -ed un sottospazio vettoriale F c E, tali che

Si vede che e

F -

dim F

{ p + U } - -
U E F

< dim E.,

•

- - - -
Per esemplo, se (E,E = {u,v,o} ,T) e un plano dello spazlo generlco,
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allora i sottospazi affini più importanti di E sono:

l ) retta i ndi vi duata da

2) " " "

3) ciascun punto p di

dal vettore nullo.

u
-v
E, i ndi vi duato

-
" r .• • •
"• -u

, , •, //
/ .- - -

/
•

• i •, -,
• -

/ • , /
/,

/
--','", ,-. I.. ',,,'.w • _",.;' ..... 'l~" .'-_ ..

1.1.9. Diamo, ora,l'importante nozione di spazio"prodotto cartesi!

no" la quale servirà, per esempio, nello studio degli spazi "tangenti",

"cotangenti", ecc ... di uno spazio affine.

PROPOSIZIONE Siano

L'insieme "prodotto cartesiano"

ha una struttura canonica di spazlo affine, assumendo, come spazio vet

tori al e dei vettori l iberi, i l prodotto

-
... xE

n

ed assumendo, come traslazione, l'applicazione

-T:ExE E

data da

D.

- - - -
T: (Pl,· .. ,Pn ; ul'· .. ,un) 0+ (Pl+ul'''''Pn+un)'

E' una immediata conseguenza delle definizioni di spazio affine e di
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prodotto..:.

E'

dim E - dim El + ... + di m E
n •

-
E

1.1.10. PROPOSIZIONE. Sia

•

- -F c E un sottospazio vettoriale di

La terna
- - --

(E,E,,)/1' -(E/F,E/F,,')

dove

- -E/F _ f[ p J}p. E
-

- {p + F} E
p'

- - -E/F

- - - - -" : E/F x E/F ~ E/F data da ,'([ p ]+[ ~ ]) - [ p+~ ]

è uno spazio affine, detto SPAZIO QUOZIENTE di E, rispetto ad -
F •-

-individuata da F. G~i elementi di

- -
F. Sicché ogni elemento do E/F

è una "retta parallela" a uella

-di E/F è costituita da punti di

E, tali che la loro differenza sia

un vettore libero "parallelo" ad

-qualsiasi vettore libero di E,

allora ogni classe d'equivalenza

- -Se è djm F = l, ossia se F è un

•
. ,,:1..,...... ".-.t,". t.

,, ,

•
. , .

I •
I • ' i

, , ,

, . . .
I I I I }

•
,

, ,
, I ' I

,

• •

, .
, I .
, ,.

•I , .

I

•
I i, J

I ,, ,

•

, ,
I " ' I

I ' P . J
I I I f.,..

• If '

I . I •, ..,

/,1
.I. I I

I,

I •
• I ,

ogni classe d'equivalenza di E/F sono vettori liberi che "congiungo-

no" punti di una retta con punti di un'altra retta. Inoltre , è ben

definita perché è indipendente dalla scelta dei rappresentanti della
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classe.

Si vede che
-dim E/F - dim E - dim F .

dove F è il sottospazio affine di E, il cui spazio vettoriale dei
-vettori liberi è F.



- 81 -

2 SPAZI TANGENTE E COTANGENTF

Sia E uno spazlo affine.

Cominciamo questo paragrafo con il concetto di IIspaz io vettoriale

dei vettori appli.cati" in un punto P € E. Tenendo conto che in E

tutti i punti sono equivalenti, evidentemente questo spazio vettoriale

viene a coincidere proprio con E. Se adesso consideriamo l'insieme co
- -~ -

stituito da tutte le coppie (p,u) (V p • E , V u ~ E) si vede che

esso è uno spazio affine (e non vettoriale) detto "spazio tangente" di

E. Analogo discorso lo possiamo fare per i covettori applicati. Passan

do, invece, alle sottovarietà di uno spazio affine e alle varietà diffe

renziabili vedremo che occorre ragionare in modo diverso. Ciò dipende,

principalmente, dal fatto che con queste ultime •• •n0210n1 non posslamo pa!

lare di equivalenza fra punti, e quindi, non è possibile confrontare

vettori applicati in punti diversi. Nasce, così, l'esigenza di introdu~

re ulteriori strumenti matematici(connessione ... ) in modo da permettere

un tale confronto.

Concludiamo questo paragrafo, dando delle applicazioni importanti che

mettono in relazione gli spazi tangenti e cotangenti di uno spazio affi

ne con quest'ultimo.

1.2.1. DEFINIZIONE S·ia pEE.

Dicesi SPAZIO VETTORIALE DEI VETTORI APPLICATI in

GENTE i n p, l'i ns i eme

p, o SPAZIO TAN

-
T E - {(p,u)}-

p u
-

E E •

Ogni elemento di

GENTE 1 n p.

T E dicesi VETTORE !\PP~;CATO in p, o VETTORE TA!!.
p
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Dicesi SPAZIO DEI VETTORI APPLICATI, o SPAZIO TANGENTE, l'insieme

-TE - E x E - U T E
p.: E p

1.2.2. PROPOSIZIONE Siano p,q € E.

•-

Allora, si hanno gli i somorfismi canonici

dati da

T E
P

-
(p, u) -

u

T E
q

-(q,u) - -V U € E •

Ossia T E ha una struttura naturale di spazlo vettoria1e.
p

Passando alle varietà differenziabili, tale equivalenza non sussiste

rà poiché non ha senso confrontare lo stesso vettore in due punti distin

ti. A ciò si ovvia introducendo sulle varietà una nuova struttura che

Ilconnettell vettori applicati in punti diversi.

1.2.3. Invece, TE non è, in generale, uno spazio vettoria1e.

COROLLARIO

Lo spazio tangente TE, essendo un prodotto di spazi affini, ha una

struttura naturale di spazio affine, assumendo, come spazio vettoria1e

dei vettori liberi di TE,lo spazio vettoria1e

- - -
TE =E x E

ed assumendo, come tras1azione, l'applicazione

T : TE x TE ~ TE

data da --- ---
T : (p,u;v,w) ~ (p+v,u+w) •
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1.2.4. DEFINIZIONE

Dicesi FIBRATO TANGENTE di E la terna

TE .. (TE, Pc ' E )
c

dove

TE e lo spazlo tangente,

- è l'applicazione

così definita

detta "proiezione"

-
PE : (p,u) ..,. p

•

1.2.5. La definizione duale alla 1.2.1, è espressa nel modo seguente,

DEFINIZIONE Sia p € E.

Dicesi SPAZIO VETTORIALE DEI COVETTORI APPLICATI in p, o SPAZIO CO

TANGENTE in p, l'insieme

Ogni elemento di T"'E d' 'l ces',
p

COVETTORE APPLICATO in p.

Dicesi SPAZIO DEI COVETTORI APPLICAT), u SPAZIO COTANGENTE, l'insieme

- E x E" , U _ T" E
P € L P

•
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1.2.6. PROPOSIZIONE

Lo spazio cotangente T-E, essendo un prodotto di spazi affini,

ha una struttura naturale di spazio affine, assumendo, come spazio vet

toriale dei covettori liberi di T-E,lo spazio vettoriale

- -=E x E

ed assumendo, come traslazione, l'applicazione

data da -
T : (p,~ ; v,w) -(p+v, ~+w) .

1.2.7. DEFINIZIONE

Dicesi FIBRATO COTANGENTE di E la terna

dove

- T-E 1e o spaZlO cotangente,

- qE è l'applicazione

cos ì defi ni ta

detta "proiezione" .
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3 SPAZI TENSORIALI

Questo paragrafo può essere letto in un secondo momento in quanto

è una generalizzazione del precedente.

Resta assegnato sempre uno spazio affine E.

Per i simboli di prodotto tensoriale si veda il Capitolo O.

1.3.1. DEFINIZIONE

Si definisce SPAZIO TENSORIALE (risp. SPAZIO TENSORIALE ESTERNO) di

E l'insieme
r- r- s

- E x ® E - E x( ® E ®
s

-lO
E )

(risp.
r- r -

E x Il E - E x(1I E ®
s

) •

1.3.2. PROPOSIZIONE

Lo spazio tensoriale è uno spazio affine, assumen-

do, come spazio vettoriale dei tensori liberi (risp. come spazio vetto-

riale dei tensori esterni liberi) lo spazio vettoriale

r 
® s E (risp.

- r 
- Ex li E)

s

ed assumendo, come traslazione, l'applicazione

data da
- - - -

T : (p,t ; u,t) »(p+u ,t+t)

(ri sp .
r

x li E
s
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- - --
T :(p,t ; u,t) * (p+U, t+t) ) •

1.3.3. DEFINIZIONE

Dicesi FIBRATO TENSORIALE di E (risp. FIBRATO TENSORIALE ESTERNO

di E la terna

r r
T E - (T E,

s s
E )

dove

(risp.
r

- (A E,
s

r
T

sE
, E) ) ,

è lo spazio tensoriale
r

- T E
s

esterno) di E·,

(risp. ArE è lo spazio tensoriale
s

r
- T è l'applicazione, detta PROIEZIONE

sE

r r
T :TE .. E

sE s

così definita
r

T : (p, t) * p
sE

(ri sp .
r

T
sE

.. E

cos ì defini ta
r

T : (P. t) * p
sE

) .
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4 CAMPI DI VETTORI E COVETTORI

o In questo numero facciamo alcune osservazioni sull'impiego delle

nozioni di campo vettoriale Itlibero" ed "applicato " •

Analoghe osservazioni possono essere fatte per i campi covettoriali.

Negli spazi affini, poiché tutti i punti sono"equivalenti" , si uti

lizza, principalmente, la prima nozione e si vede che essa è equivalen

te alla seconda, mediante una semplice regola.

Tale equivalenza sussiste, ancora, per un "sistema di coordinate car

tesiane". Infatti, come si vedrà chiaramente nel 6° capitolo, poiché le

"curve coordinate" sono delle rette, allora, la base indotta da tale si

stema è costante e, quindi, non è necessario precisare il punto di appli

•caZlone.

Invece, bisogna tenerne conto quando si ha un sistema di coordinate

"non cartesiano", in quanto le basi indotte dalle coordinate non sono

costanti.

Infine, per le varietà differenziabili, occorre utilizzare solo la

seconda nozione, in quanto la prima non ha significato •

Sia, dunque, E uno spazio affine.

1.4.1. DEFINIZIONE

Dicesi CAMPO VETTORIALE LIBERO (risp. CAMPO COVETTORIALE LIBERO)

un'applicazione

così indicata

(ri sp.

-1
X : p

x~ : [

-.. E

cas 1 i ndi ca ta ) .
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Dicesi CAMPO VETTORIALE APPLICATO (risp. CAMPO COVETTORIALE APPLICA

TO) un'applicazione

-X : E TE

- -~da ta da X • P 1+ (p,X (p) )• ,

(ri sp. X • E TliE
•

data da ~
) )X • P 1+ (p,.0. (p)• •-

Si osservi che le definizioni date sono equivalenti, nel senso che,

fissato un campo vettoriale libero X~ (risp. un campo covettoriale

libero .0.~), questo determina un campo vettoriale applicato
-
X (ri s p .

un campo covettoriale applicato X) e viceversa, mediante la regola

(ri sp .

Indichiamo con

(ri sp .

x - (id
E

, X~)

X = (id
E

, .0.~)

-
'b E ={ X : E ->- TE}

)

) •

l'insieme dei camp' vettoriali (risp. covettoriali) applicati •

Si vede che 'H
li

(risp. ~ E) munito delle operazioni di addizione e

di moltiplicazione per gli scalari, date nel modo seguente

- - - -
(X+Y)(p) =X(p) + Y(p)

-
P,X)(p) = -

ÀX(p)
li p € E

(risp. (.0.+i)(p) =.0.(p) + I(p)

(À.0.)(p) - À~(p)
li p € E )

è uno spazio vettoriale.
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5 CAMPI TENSORIALI

o Anche questo paragrafo può essere letto in un secondo momento

in quanto è una generalizzazione del precedente,

Sia, dunque, E uno spazio affine. Sia F = ® rE .
s

1.5.1. DEFINIZIONE

Dicesi CAMPO TENSORIALE LIBERO un'applicazione

t -
t : E ... F

COSI indicata
t t

t : p'" t (p) •

Dicesi CAMPO TENSOR~LE APPLICA10 un'a~~licazione

-
t:E"'ExF

data da

e soddisfacente a

t
t : P'" (p,t (p))

r

'sE
o t 'd= l E •-

In modo del tutto analogo si definiscono i CAMPI TENSORIAl.1 ESTERNI

LIBERI ED APPPLICATI ponendo

Anche in questo caso le definizioni date sono equivalenti, mediante

la regola

, t)t-'(ldE,t.

Indichiamo con

r
'b E ={ (t :

s
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(risp. / r r '}o t = ld
sE E

)

l'insieme dei campi tensoriali applicati (risp. campi tensoriali

esterni applicati).

Scriviamo, anche

'1'E

1.5.2. DEFINIZIONE

o
:"b E

o
,.. IR} •

Relativamente agli insiemi di campi tensoriali liberi o applicati su

E, si definiscono le operazioni di addizione,· moltiplicazione per gli

scalari, moltiplicazione per le funzioni, moltiplicazione tensoriale,

contrazione, ecc ... , mediante le analoghe operazioni relative a tensori

di E, eseguendole punto per punto di E.

In particolare, poniamo

a) (f+g)(p) - f(p) + g(p) Ti f ,g • "E, P E- •-

b) p,.f)(p) - À·f(p) Ti f. '3-E, À .: IR, p E E-

c) (f.g)(p) - Hp) • ~ (p) Ti f,g. 'òE, p • E-
d) (t+t')(p) :t(p) + t'(p) Ti ' "Gr Et,t E E, P E

S

e) (À·t)(p) - À.t(p) Ti t.::~rE, À • R, P E E-- s
f) (f·t) (p) - f(p) ·t(p) Ti t E 'lo rE, f E: ",c P ~ E- . "'s

g) (t®t')(p) :t(p)®t'(p) t E --e.PE, t' .. ~
r

Ti E, P € E
Ci s

- -
'ò~E

- -oIEh) < !,t'>(p) - <!(p), t' (p» Ti t • t' € P € E- , , •
o -

In modo.. analogo al paragrafo precedente si vede che l'insieme

~rE (risp.
s

rn E), con le operazioni di addizione e di moltiplicazione
s

per gli scalari, costituisce uno spazio vettoriale.
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E' utile esprimere i campi tensoriali liberi mediante l'uso di

basi, costanti e non.

Allo stesso modo si esprimono i campi tensoriali applicati, in vi!

tù dell'equivalenza tra gli uni e gli altri.

- -
1.5.3. PROPOSIZIONE Sia dim E = n.Sia B :{vl' •••• v

n
} una base di

-
E •e S1a

"l n-"
B ={v •••••~ }CE la base duale. Si identifichino gli elemen

ti di queste basi con campi tensoriali costanti.

Allora

• • • •B , B , B ® B. B ® B , B ® B

sono basi rispettivamente di

2
,~ E

o •

Più in generale

~ E + ,c, r E-t: "'" s

ha un'unica espressione

~
t (8) •••

dove è la funzione
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data da t

•

\
- < V

• •
J ••• J

l s

® ...

•
1

r
®-". @ v.

J

~
® ... @v.,t>

J s

Un altro modo interessante per esprimere i campi tensoriali è quel

lo di usare una base variabile da punto a punto.

Questo metodo si rivelerà utile allorché si introdurranno "sistemi

di coordinate non cartesiani". Infatti, si vedrà che tali sistemi di

coordinate generano, in modo naturale, delle basi variabili da punto

a punto.

1.5.4. Facciamo infine un esempio importante di campo tensoriale.

DEFINIZIONE Sia E uno spazio affine di dimensione n.

Dicesi CAMPO TENSORIALE FONDAMENTALE di E il campo tensoriale c~

stante l che associa ad ogni punto p € E il tensore fondamentale

di E (vedi 0.5.6) .:...

una base di campi vettoriali (costanti o no) di
- -

S· B -{ ,la = v " .. ,V /
l n

"D E
,

e SIa
.. l n

B - {v , ... ,v }- - la base duale di B
..

in '(, E .

Allora, l'espressione di l -e

l (p) -
• •
1 - J

O. v.@v
J 1

l
_ v @ v

l -
n

+ ••• + v @ v
n

•

Dunque, le componenti di 1 sono le funzioni costanti •

Si noti che tali componenti non dipendono dalla scelta della base,

sia essa costituita da campi vettoriali costanti o no.

Naturalmente, questa è una proprietà del tutto eccezionale di questo

campo tensoriale: il motivo consiste nella sua canonicità.
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6 SOTTOSPAZI VERTICALE ED ORIZZONTALE DELLO SPAZIO TANGENTE E

COTANGENTE DI UN FIBRATO BANALE.

-O Consideriamo uno spazio affine E ed uno spazio vettoria1e F.

Diamo la nozione di "fibrato banale" n, di "base" E e "fibra" F.

Definiamo poi, i notevoli "sottospazi verticale ed orizzontale" del

lo spazio tangente e cotangente di n, osservando che i più importan-
- .-

ti sono v T(E x F) e • T (E x F) • Ulteriori osservazioni preferia

mo farle nel contesto del discorso, in modo da fornire un CHao .. "

chiaro di queste nozioni.

Facciamo, infine, menzione delle applicazioni r e il le quali

svolgono un ruolo fondamentale: in particolare, la "connessione affine"

r.

Tutte queste nozioni possono essere generalizzate alle varietà ditte

renziab i li .

1.6.1. Diamo, ora, l'importante nozione di "fibrato banale".

DEFINIZIONE

Dicesi FIBRATO BANALE di "base" E e "fibra"

-n _ (E x F, w , E)

dove

-
- E x F e detto lo "spazio totale" di n,

- E e detto 1a"base" di n

- n e l'applicazione, detta la "proiezione"

-n : E x F .. E

-F una terna
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-
" : (p,u) ... p .

Dicesi FIBRA nel punto p € E lo spaZlO vettoria1e

F _,,-l(p)_
p

-
che è naturalmente isomorfo ad F

-
{(p,u) /

•

- -
U lO F}

Esempi notevoli di
lt .

te T E e tensorlale

fi brati
r

T E .
s

banali sono quello tangente TE, cotange~

-Il fibrato n si dice "banale" perché lo spazio totale E x F e
-

il prodotto cartesiano della base E per la fibra F.

- -Nel nostro caso abbiamo, dunque, anche la proiezione E x F ~ F ,

che però non consideriamo.

1.6.2. Passiamo ora ad introdurre l'importante "sottospazio verti-

cale" di - -
T(ExF) e quello "orizzontale" di T(ExF) .

DEFINIZIONE

- -
Dicesi SPAZIO VERTICALE di T(ExF) il sottospazio affine di T(ExF)

- - --
v T(ExF) - (E x F) x (o x F) •

- -
Dicesi SPAZIO ORIZZONTALE di T(ExF) il sottospazio affine di T(ExF)

- - --
o T(E x F) - (E x F) x (E x o) •

è

Osserviamo che
- -

o T(ExF) è il supplementare di v T(E x F), ossia

- - -T(ExF) - v T(E x F) @ o T(E x F) •

-
Osserviamo, inoltre, che lo spazio verticale è ottenuto da T(ExF)
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bloccando gli incrementi dei punti e considerando solo incrementi di

vettori applicati.

Tale spazio continuerà ad esistere passando alle varietà differen

ziabili, in quanto ha senso confrontare incrementi del vettore nello

stesso punto di applicazione.

-
Invece, lo spazio orizzontale oT(ExF), ottenuto considerando so

lo incrementi del punto e lasciando invariato il vettore applicato,

affinché esista, abbisogna di una ulteriore struttura che f1connettall

vettori applicati in punti distinti.

1.6.3. Si danno, allora, alcune importanti applicazioni valide, a

priori, sugli spazi affini.

DEFINIZIONE

Di ces i CONNESS IONE AFF INE l' app l i caz ione

- -r : T(ExF) -+ vT(ExF)

data da
--- ---

r : (p,u; v,w) * (p,u; o,w) •

Dicesi PROIEZIONE NATURALE l'applicazione

- -
TI : v T(E xF) -+ ExF

data da
- - - -

TI : (p,u; o,w) * (p,w) •

Si noti che TI induce un isomorfismo

-
\) T( - ) (ExF)p,U

-
-+ F

p •

"1.6.4. Introduciamo ora l'importante "sottospazio orizzontale di
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T*(Ex~) e quello "verticale" di T*(Ex~)

DEFINIZIONE

•

Dicesi SPAZIO ORIZZONTALE di T*(Ex~) il sottospazio affine di T*(Ex~)

Il - - -Il
o T (ExF) - (ExF) x (E x o) •

lO lO -
Dicesi SPAZIO VERTICALE di T (ExF) il sottospazio affine di T (ExF)

lO - - -lO
vT (ExF) - (ExF) (oxF )- x •-

* - * -Osserviamo che vT (ExF) i 1 supplementare di oT (ExF), •e OSSla e

Il - Il - Il-
T (ExF) = oT (ExF) (j1 vT (ExF) .

Osserviamo,anche, che la scelta dei supplementari
- Il-

oT(ExF) e vT (ExF)

equivale a considerare le rispettive proiezioni r che si annullano su

di eSS1.

Inoltre, il sottospazio Il 
01 (ExF) e i 1 dua 1e di -vT(ExF) •

Pertanto, esso continuerà ad esistere sulle varietà differenziabili.

lO -
Non continua, invece, ad esistere il sottospazio verticale vT (ExF) .

1.6.5. Di notevole importanza sono le seguenti applicazioni, valide

anche sulle varietà differenziabili.

DEFINIZIONE

Dicesi CONNESSIONE AFFINE l'applicazione (indicata ancora con r)

Il 
-+ oT (ExF)

data da
- -

r : (p,u;v,w) ~ (p,u;v,o) •
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Dicesi PROIEZIONE NATURALE l'applicazione (indicata ancora con TI)

T~(E -F) ~ T~ETI : o x ~

data da -
TI : (p,u;~,.Q. ) •

Si noti che TI induce un isomorfismo

~ -
OT( -)(EXF)p,u

-~
.. F

p

Per quanto riguarda le generalizzazioni alle varietà differenziabili,

valgono osservazioni analoghe alle precedenti.
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7 SECONDI SPAZI TANGENTI E COTANGENTI

o Questo paragrafo può essere letto dopo quello sulle derivate seconde.

Sia E uno spazio affine.

Possiamo applicare i risultati del precedente paragrafo al caso in cui

- -
è F - E • oppure

-lO
F - E •

Abbiamo visto che gli spazi TE
lO

e T E sono spazi affini. Al-

iora, è naturale definire i loro spazi càngenti e cotangenti) i quali

hanno, a loro volta, una struttura di spazio affine.

1.7.1. PROPOSIZIONE

Lo spazi o tangente di TE (ri sp. di T*E)

( ri s p.

- --
TTE : (E x El x (E x El

TT*E_ (E x E*l x (E x E*l l

è uno spazio affine, detto 2-SPAZIO TANGENTE di E.

Dunque, abbiamo il fibrato tangente di TE (risp. di T*E)

TTE : (TTE , PTE ' E l

(ri sp. )

detto 2-FIBRATO TANGENTE di E.

1.7.2. PROPOSIZIONE

Lo spazio cotangente di TE (risp. di

-
(E x El x

-,.
x E l
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( ri sp.
-li' -li' -

(ExE ) x (E xE) )

è uno spazlo affine, detto 2-SPAZIO COTANGENTE di E •

Dunque, abbiamo i l fibrato cotangente di TE (risp. di T"El

li> *
T TE = (T TE, qTE' E)

( ri sp. )

detto 2- FIBRATO COTANGENTE di E •

In modo del tutto analogo al paragrafo precedente posslamo considera

re l seguenti sottospazi notevoli

- - -vTTE - (ExE) x (oxEl SPAZIO VERTICALE di TTE

- - -oTTE - (ExE) x (Exo) " ORIZZONTALE di TTE

li> -li' --li' TT>lfEvTT E= (ExE )x(oxE ) " VERTICALE di-
• -lO - ..

- oTT E: (ExE )x(Exo) " ORIZZONTALE di TT E

li> - -" T"TE- oT TE: (ExE) x (E xo) SPAZIO ORIZZONTALE di

• - -. ..- vT TE: (ExE)x(oxE ) " VERTICALE di TTE

* * -li' -" - T"T>lfEoT T E (ExE ) x (E xo) " ORIZZONTALE di

• • -* - .. ..
vT T E:(ExE ) x (o x E) " VERTICALE di T T E-

e le seguenti applicazioni

- - -
- , • TTE ~ v TTE data da ;- :( D ,u; V )w)~)-( p ~.~;o ,w), •

- - -:(n,u;o,w) ~ -
n • vTTE TE " " n (p, w)-• "

r : T1*E - vTr*E " "
- -

(p,u;v,~) ~ (p,~~o,~J
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data da -
rr : (p,~;o,w) .... (p,w)

- r

- TI

T~TE -+ o T~TE "

"

"

"

- -r : (p,u;v,w) .... (p,u;~,o)

-TI : (p,u;~,2.) .... (pd

r
lf ,.

+ oT T E " "
- -

r : (p,~;v,w) .... (p,~;~,o)

" "
-TI : (p,~;v,o) .... (P.~)

1.7.3. Possiamo definire, infine, delle applicazioni importanti

tra spazl tangenti e cotangenti, le quali possono essere estese anche

nel caso di varietà differenziabili.

Tali applicazioni giocano un ruolo interessante nella Meccanlca

Analitica.

DEFINIZIONE

Dicesi INVOLUZIONE CANONICA l'applicazione

S : TTE TTE

data da
--- ---

S : (p,u;v,w) .... (p,v;u,w) .

Dicesi ENDOMORFISMO CANONICO l'applicazione

v : TTE -+ V TTE

data da v
--- ---

(p,u;v,w) .... (p,u;o,v) •

Dicesi APPLICAZIONE SIMPLETTICA l'applicazione

l/f
w : TT E

data da - -
w : (P,~;v,.":') .... (p,~;w,-v) .
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Dicesi CAMPO VETTORIALE DI LIOUVILLE l'applicazione

-
V : TE v rTE

data da
-V :

-
(p,u) >+

- - -
(p,u;o,u)

Dicesi CAMPO COVETTORIALE DI LIOUVILLE l'applicazione

data da
-

À : (p,u)... (p,~;u,o)
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8 RILEVAMENTO DI FUNZIONI E CAMPI

o Riteniamo opportuno consigliare il lettore di rivedere questo

•paragrafo prima di passare ai sistemi di coordinate su TE e T E.

Le nozioni contenute in questo numero risulteranno invarianti rl-

spetto a "cambiamenti di coordinate", Inoltre possono essere estese al

caso delle varietà differenziabili.

Consideriamo, una volta per tutte, uno spazio affine E, uno spazlo
-vettoriale F ed un fibrato banale -n : (E x F , n, E) .

1.8.1. DEFINIZIONE Sia f: E + R una funzi one.

Dicesi RILEVAMENTO di f secondo la proiezione n, l'applicazione

data da

-E x F

-(p,u)

R

f(p)

ossla, tale che il seguente diagramma sia commutativo

-E x F fr.....
n ~ R •...... -

E f

- -Nel caso ln cui è F - E, detto T E : (TE,PE,E) il fibrato tangen-

te di •E, ponlamo

•

Nel caso 1n cui e
- -lÒ
F - E , lÒ lÒ

detto T E - (T E,qE,E) i l fibrato co-

tangente di E, •
DOnl amo
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•

1.8.2. Passiamo, ora, a definire il rilevamento dei campi.

-DEFINIZIONE Sia t: E ~ E x F un campo.

Dicesi RILEVAMENTO di t secondo 1f l' app l i cazi one

- -
E x F ~ v T(E x F)

data da -
(p, u)

- - ~(p,u; o,t (p))

ossla, tale che il seguente diagramma sia commutativo

-E x F

+

E
t
~

-
v T(E x F)

+ il

-
E x F •

- -In particolare, per F - E , il rilevamento di t: E ~ TE secondo

PE è l'applicazione

r
t -

•
t : TE -, "TTE

data da

ossla, tale che risulti

v

t :
-(p,u)

- - ~
.... (p,u;o,t (p) )

il o t = t o P
E

,

dove TI: v TTE TE è la proiezione naturale.

Invece, per F - Eli , il rilevamento di "t . E ~ T E secondo
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w

qE (indicato ancora con t) è l'applicazione

r "T.E •t : t : + V TT E

data da
•
t :(p,.l!)

_ .t
.... (p,.l!; o,t (p) )

ossia, tale che risulti

n o "t = t o q
E

,

dove • •n : v TT E + T E è la proiezione naturale.

1.8.3. Nel caso Ìll cui si abbia un campo covettoria1e applicato è poss.!

bile definire un altro rilevamento, come mostra la seguente definizione.

DEFINIZIONE Sia E ~ T·Et: ~ un campo covettoria1e applicato.

Dicesi RILEVAMENTO di t secondo w l'applicazione

- .-t : E x F + o T (E x F)
r

data da -
t : (p,u)
r

_ .t
.... (p,u,t (p),~) ,

ossia, tale che il seguente diagramma sia commutativo

t- r T·(E -E x F + o X F)

TT

'"
n

E + T· E •
t -

- -In particolare, se F: E, il rilevamento di t secondo PE e

l'applicazione
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t - t: TE
r

... o

data da - -t: (p,u) ~ (p,u;
i

t (p).Q) ,

ossla, tale che risulti

Il o t= t o PE '

dove '" '"Il : o T TE ... T E è la proiezione naturale •

Invece, per F: E'" , il rilevamento di t secondo qE (indicata

ancora con "t) è l'applicazione

t
r

" T"'E- t: ... o

data da i 
t (p),o) ,

ossia, tale che risulti

Il o t - t o qE '

dove è la proiezione naturale.


