PREFAZIONE

Questo lavoro vuole essere un testo rivolto a studenti e ricercatori interes
sati ad una trattazione unitaria di argomenti che solitamente sono svolti in Ana
lisi Differenziale, in Geometria Differenziale, in Meccanica Analitica ed in Fi-

sica Matematica.

L'esposizione & sviluppata in modo non usuale nell'ambiente unificante degli

spazi affini, i1 quale permette una visione intrinseca dei vari argomenti.

Sono trattati elementi di teoria delle derivate, in modo autoconsistente e su
scettibile di sviluppi di una teoria unificata degli operatori differenziali del
la Fisica Matematica, ed elementi di una teoria delle sottovarieta degli spazi af
fini,come introduzione sia alla Geometria Differenziale, sia alla Meccanica Anali

tica. Alcuni aspetti della trattazione ed alcuni risultati sono originali.

Tutti gli argomenti sono affrontati partendo da nozioni elementari, in modo ta
le che la lettura del testo presupponga poco pil della conoscenza della topologia

in R.

La redazione del testo (1a parte e 2° parte) & dovuta al dott. G. Montesano,
che ha raccolto i1 materiale contenuto in dispense, appunti relativi a corsi e

seminari universitari tenuti da M. Modugno.

HOTA
Questa prima edizione del lavoro viene pubblicata senza revisione, per permette-

re agli studenti un'immediata acquisizione.



INTRODUZIONE

Brevi cenni di critica storica

La maggior parte dei testi di Analisi e di Geometria classici seguono un meto
do di esposizione tradizionale nel senso che introducono le nozioni quasi esclu-
sivamente su R" o talvolta sugli spazi vettoriali, mentre quasi nessuno usa gli
spazi affini. Questo tipo di esposizione & senza dubbio naturale per quanto ri-
guarda 1'aspetto del calcolo,ma non favorisce la comprensione approfondita del
significato geometrico delle nozioni introdotte, per i1 legame tra sistema di
coordinate e concetto geometrico che risulta difficilmente risolubile in Rn
L'esposizione tradizionale comporta anche una separazione acritica, dovuta solo e
motivi storici di divisione del lavoro, tra argomenti di Analisi e di Geometria,
che ostacola una visione unitaria dei problemi, anche a causa di un simbolismo tal

volta acritico.

Criteri generali

La teoria matematica svolta in questo lavoro si propone 1o scopo di fornire una
struttura in cui sia possibile inquadrare organicamente vari aspetti dell'Analisi
e della Geometria, permettendo cosi una sintesi che superi anche sul piano didatti

co le attuali differenze di impostazione.

I1 lavoro si articola nella costruzione di "strutture" (spazio affine, spazio
affine euclideo, sottovarietd ecc.) in modo tale che ogni nozione & data nel con-
testo di un preciso quadro, all'interno del quale essa acquista pieno significato.
E' opportuno osservare che la maggior parte delle nozioni introdotte ha sistemati
camente quattro aspetti che vanno analizzati e confrontati: un aspetto algebrico,
un aspetto analitico, un aspetto geometrico ed un aspetto fisico.Una delle caratte
ristiche di questo lavoro & 1'esposizione intrinseca, svolita in modo organico. Con
Cid0 si vuole intendere che tutte le varie strutture e le conseguenti nozioni sono
introdotte senza ricorrere alla rappresentazione numerica, ottenendo cosi modelli
matematici molto semplici e naturali. Riteniamo che questo tipo di esposizione fa
vorisca la comprensione del significato geometrico e fisico degli argomenti trat-
tati; Per esempio, riteniamo pil semplice e naturale assumere, come modello dello
spazio fisico, uno "spazio affine euclideo" di dimensione 3, anziché R3(in cui
1'origine, i tre assi ed i tre versori della base canonica non hanno alcun signifi

cato fisico).
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Comunque, noi non trascuriamo la rappresentazione matriciale di tutte le nozioni
che sono introdotte intrinsecamente:facciamo infatti a posteriori un dettagliato

studio dei sistemi di coordinate e delle loro applicazioni.

Dunque, il criterio ora enunciato comporta spesso delle inversioni rispetto
all'esposizione tradizionale. Per esempio, la nozione di "derivata" viene intro
dotta approssimando"certe" applicazioni tra spazi affini, in modo intrinseco. So
1o in un secondo momento, 1'introduzione dei sistemi di coordinate da Tuogo alla
rappresentazione matriciale delle applicazioni derivate, che si esprime mediante

le "derivate parziali".

Osserviamo che la Tunghezza apparentemente eccessiva del testo & dovuta alle
inevitabili notizie di dettaglio. Ma, in realtd, il nodo centrale di tutta 1'im
postazione & 1'uso sistematico degli spazi affini. Pertanto, & essenziale che il
lettore, ad una prima lettura, segua il filo del discorso basato su pochi punti
salienti e non si prolunghi, invece, nello studio dei dettagli. In questo lavoro,
oltre a rivedere argomenti, di solito esposti in modo tradizionale, introduciamo
anche argomenti originali come, per esempio, 1'uso sistematico del 2° spazio tan
gente nello studio della "connessione" e quindi della "seconda forma fondamenta-
le" delle sottovarietéJEi siamo proposti, inoltre, 1o scopo di unificare il lin-
guaggio. Ossia, argomenti trattati in modo diverso nell'Analisi e nella Geometria
Differenziale, vengono rivisti con un unico linguaggio. Ne & conseguita, cosi,in
modo naturale, la costruzione di un simbolismo in parte nuoquan aspetto importante

del Tavoro & 1'estendibilitd quasi immediata alle varietd differenziabili di tut
te le nozioni trattate per gli spazi affini usando i vettori applicati. L'esposi-
zione da noi usata si rivela adeguata ad una nuova possibile applicazione alla
Meccanica Analitica (es. equazioni di Lagrange e di Hamilton) alla Fisica (es.
spazio-tempo e sistemi di riferimento) ed alla Fisica Matematica (es. sistemi con
tinui);fbossiamo inoltre fare alcune considerazioni didattiche.

Riteniamo che il lettore, accostandosi per la prima volta ad un lavoro di questo
tipo, possa andare incontro a delle difficoltd. Una di queste,dipendente dal bagagiio
culturale del lettore, pud nascere dal fatto che nel lavoro sono inseriti anche
argomenti di levatura superiore a quella che sarebbe da attendersi per un testo di
questo genere, Ma la difficolta principale pud seguire dal fatto che in genere

i1 lettore & ormai abituato a ragionare in termini di calcolo e, quindi, pud tro-
vare difficolta ad assimilare un linguaggio che &, in molti aspetti, diverso da
quello tradizionale. Speriamo, perd, che questo tipo di esposizione riesca a cen-

trare meglio di quella classica, molti aspetti cruciali della teoria e che il let
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nuto opportuno studiare anche i vettori applicati, per due motivi. Il primo moti
vo nasce dal fatto che, introducendo dei sistemi non cartesiani, essi inducono
delle basi non necessariamente costanti, rendendo cosi indispensabile precisare
i1 punto di applicazione di tali basi.L'altro motivo & che, cosi facendo, siamo
in grado di generalizzare in modo naturale, tutti quei concetti esprimibili in
termini di vettori applicati = alle "sottovarietd" e pidl in generale alle "va-
rieta differenziabili",dove si usano i "fibrati" in quanto non ha senso par-

lare di vettori liberi.

Dunque, iterando in modo naturale, il concetto di spazio tangente si ottengo
no gli interessanti "2-spazi tangenti" i quali sonc usati, per esempio, per una

trattazione intrinseca delle "equazioni differenziali del 2° ordine”.

Una delle nozioni basilari della Geometria Differenziale degli spazi affini &
quella di "differenziabilita" e di "derivata": un‘applicazione tra spazi affini &
differenziabile se opera linearmente sui vettori applicati "almeno in prima appros
simazione". L'applicazione che effettua tale approssimazione & detta "derivata”.
I7 concetto di derivata (libera) non & estendibile alle varietd differenziabili.
Pertanto, & conveniente introdurre sugli spazi affini anche i1 concetto di "appli
cazione tangente" che tenga conto del punto di applicazione della derivata. Le re
gole di derivazione consistono in pochi teoremi che costituiscono le fondamenta

per il calcolo delle derivate.

Le "derivate seconde” si ottengono, in modo naturale, studiande la differenzia
bilita delle applicazioni derivate. In termini di derivate applicate, otteniamo le
nozioni di "2-applicazioni tangenti" estendibili alle varietd differenziabili.

Di notevole interesse & 1o studio intrinseco delle "equazioni differenziali® del
1° e del 2° ordine. Sostanzialmente, un‘equazione differenziale del 1° ordine &
un campo vettoriale le cui soluzioni sono tutte e sole le curve differenziabili,
dette "curve integrali", i cui vettori tangenti sono i valori assunti dal! campo
Tungo esse : in tal modo risulta chiaro i1 suo significato geometrico. Tali equa-
zioni, cosi definite, assumeranno,tramite un sistema di coordinate, la forma clas
sica di sistemi di equazioni differenziali ordinarie del 1° ordine, normali ed au
tonome. Le equazioni differenziali del 2° ordine costituiscono una versione geome

trica di un procedimento classico dell'Analisi.

Definiamo poi i1 concetto di "immagine reciproca” di una applicazione e di "im

magine inversa e diretta" di un'applicazicone invertibile, (& nuova la nozione di

"applicazione cotangente" di una applicazione invertibile).Il concetto di immagine
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reciproca e inversa costituisce le fondamenta per una trattazione intrinseca

della "derivata di Lie" di un campo di vettori e di covettori.

Sinora 1'oggetto centrale del nostro studio & stata la struttura di spazio

affine. Ora introduciamo la nuova struttura di "spazio affine euclideo" ottenu

ta fissando in uno spazio affine, di dimensione finita, una applicazione scala
re, detta "metrica". Questo nuovo concetto & fondamentale in quanto permette di
costruire un modello matematico dello spazio fisico, cioé una formulazione assio
matica della Geometria Euclidea. Seguendo 1o spirito generale di questo lavoro la
Tinea espositiva risulta capovolta rispetto a quella tradizionale. Adottando que
sto criterio si spera di dare una formulazione chiara e precisa delle nozioni geo

metriche, acquistando a posteriori il loro significate intuitivo.

In tal modo si ottengono nuovi concetti che possono essere utilizzati nella
Meccanica Analitica. Per esempio, 1'isomorfismo di "Legendre" permette di stabi
Tire 1'equivalenza tra lo spazio delle "fasi" (equazioni di Lagrange) e delle
"cofasi"(equazioni di Hamilton). Inoltre, abbiamo anche altri concetti nuovi, in

dotti dalla metrica, estendibili anche alle varietda differenziabili.

Dunque, tutte le nozioni sinora introdotte, sono state date intrinsecamente.
Ora possiamo curare la loro rappresentazione matriciale, mediante uno studio det
tagliato dei sistemi di coordinate e delie loro app]icazioni.'Si ritrovano cosi
le formule classiche. Per esempio, la rappresentazione matriciale delle app1ica;

zioni derivate & espressa tramite le "derivate parziali".

La seconda parte di questo lavoro & dedicata allo studio delle"sottovarieta”

di uno spazio affine.

Noi evitiamo 1'uso dei "fibrati", riguardando 1o spazio tangente della sottova
rieta come un sottinsieme di quello dello spazic affine ambiente. Cid nonostante,
otteniamo alla fine risultati che hanno una validita intrinseca nella sottovarieta.
Grazie alla impostazione seguita relativamente agli spazi affini, possiamo genera
lizzare in modo naturale tutte le tecniche precedenti che si riferivano a vettori
applicati.

Nozioni di notevole interesse sono la "connessione riemanniana" e Ia"Za forma
di decomposizione" della connessione.

La teoria svolta & in grado di fornire degli strumenti potenti alla Meccanica
Analitica che,nell'esposizione tradizionale,formula in forme molto piu involute
e prive di significato geometrico,i precedenti risultati (per esempio le equazio
ni di Legrange di 12 e 22 specie possono essere. riguardate come una formulazione

rudimentale di decomposizione della connessione).
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tore possa riconoscere, alla fine, che, dell'argomento trattato, risulta un qua-
dro chiaro, sintetico ed anche operativo sul piano del calcolo. Riteniamo che
i1 lavoro possa servire anche come un'utile introduzione alla Geometria Differen

ziale moderna.
Riassunto

Prima di passare al contenuto del testo, abbiamo ritenuto opportuno fare una
succinta ricapitolazione di Algebra Lineare e Tensoriale, per organicitd di impo
stazione e di linguaggio. I1 lettore pu¢ approfondire tale argomento consultan-
do |[11]. La principale nozione che ricordiamo & quella di “spazio vettoriale".
Sostanzialmente, uno spazio vettoriale & un insieme munito di due operazioni che
godono di certe proprieta. Si ossefvi che tale concetto & dato seguendo la via mo
derna, puramente algebrica, che & ormai accettata da tutti. L'interesse che abbia
mo noi per gli spazi vettoriali consiste nel loro significato geometrico. Infatti,
munendo uno spazio vettoriale con una struttura "metrica", si ottiene un modello

matematico ("spazio affine euclideo") semplice ed elegante della Geometria Euclidea.

Veniamo, dunque, al contenuto del testo.

I1 nodo centrale di tutto i1 lavoro & 1'uso sistematico degli "spazi affini”.
Uno spazio affine & un qualsiasi insieme su cui operanc gli elementi di uno spazio
vettoriale, detti "vettori liberi", mediante le cosiddette "traslazioni". In linea
di massima, esso & uno spazio vettoriale in cui si & tolto i1 privilegio del vetto
re nullo: dunque, in un tale spazio tutti i "punti" sono equivalenti. Anche se il
concetto di spazio affine & poco usato (nelle esposizioni tradizionali si preferi
scono gli spazi vettoriali o pild in particolare Rn), noi riteniamo pid soddisfa-
cente il nostro punto di vista sotto vari aspetti. Infatti, non privilegiando pun
ti o direzioni particolari, o basi particolari, possiamo centrare gli aspetti so-
stanziali delle ulteriori nozioni che andremc ad introdurre, senza fare uso di ele
menti "estranei". Per esempio, possiamo trattare le applicazioni geometriche della
teoria senza fare uso dei sistemi di coordinate e le applicazioni fisiche, facendo

a meno dei sistemi di riferimento.

Successivamente, c¢i siamo preoccupati di approfondire i concetti di "spazio
tangente e cotangente" i quali non sono ben delineati nell'esposizione classica.
Tale procedimento, che riteniamo originale, ha origine dalla trattazione dei "vet
tori applicati” . Sugli spazi affini si potrebbe fare uso solo del concetto di

"vettori liberi", in virtu del trasportec parallelo (traslazioni). Noi abbiamo rite






0  INTRODUZIONE

In questo capitolo si fa un riassunto delle principali nozioni
di algebra tensoriale, per organicitd ed uniformitd di impostazio
ne e di linguaggio. Per brevita, omettiamo le dimostrazioni dei

teoremi, rimandando a L 11] .

Nella Geometria Elementare (fondata sugli assiomi di Euclide),
per 'spazio vettoriale" s'intende 1'insieme dei vettori, ciascuno

dei quali & una classe d'equivalenza di segmenti orientati.

In altri testi classici si identificano gli spazi vettoriali
. . n . . .
(di dimensione n) con R e, successivamente, si studia il loro

significato geometrico.

In questo lavoro, invece, si dara la struttura di spazio vetto
riale seguendo la via moderna puramente algebrica, che & ormai assoc-
data. Ossia, s'intendera come spazio vettoriale, un qualsiasi in

sieme munito di due operazioni che godono di certe proprietd. In
tal modo questa definizione generale, ha come casi particolari, R,

n
R , ecc..,.

Comunque, uno dei principali interessi, che abbiamo noi per gli
spazl vettoriali, consiste nel loro significato geometrico, il qua

le apparira evidente allorché introdurremo gli '"spazi affini".

Si ritiene, anzi, che questa sia la strada matematicamente piu

valida di costruzione della Geometria Euclidea.

Considerato uno spazio vettoriale V, possiamo introdurre la
nozione di "base', mediante la quale & possibile esprimere ogni ele
mento di V, in modo univoco, come combinazione lineare degli ele-

menti della base. Pertanto, fissata la base, ogni elemento di V
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caratterizzato completamente dalle sue componenti. In questo modo,

si recupera la definizione classica di spazio vettoriale di cul si

eVl

parlato prima.

Dunque, cosi facendo, viene prima lo spazio vettoriale costrui-
to a priori e poi la nozione di base e di rappresentazione numerica.
entre, col procedimento classico, vengono prima le componenti le-
gate ad un non ben definito sistema di riferimento e, successivamen

te, 1 vettori costruiti con una relazione di eruivalenza che pud sem-
brare arbitraria.

Per maggiori dettagli si veda [ ll] .



1 SPAZI VETTORIALI

0 La prima nozione che introduciamo & quella di "spazio vet
toriale"” V. In questo paragrafo ne diamo la definizione e le pri
me conseguenze. Definiamo poi i '"sottospazi vettoriali', come i
sottoinsiemi di uno spazio vettoriale che conservano una tale strut
tura. Dopo aver introdotto il "prodotto cartesiano'" di pil spazi
vettoriali e quella di "spazio quoziente" ci dedichiamo alla im
portantissima nozione di "base'. Essa & costituita da un insieme
di vettori di V, tale che ogni altro vettore di V  possa
esprimersi in uno ed in un sol modo, come "combinazione lineare"
dei vettori di tale base. Osservato poi che ogni spazio vettoria
le ammette una base, si fa vedere che ogni insieme di vettori "li
nearmente indipendenti" pud essere completato con vettori di un

insieme di "generatori' in modo da costituire una base.

Infine introduciamo 1'importantissimo concetto di "dimensione"
di uno spazio vettoriale, dopo aver visto che la cardinalitid di

tutte le basi di uno spazio vettoriale & la medesima.

0.1.7. DEFINIZIONE Sia K un corpo.

Dicesi SPAZIO VETTORIALE su IK wuna terna

(V, +,8)
dove
- V2 un qualsiasi insieme;
- + @& un'operazione, detta "addizione"

+:VxV >V

cosi indicata + 1 (u,v) » utv



rispetto alla quale V & un gruppo abeliano (o commutativo);

- + @& un'operazione, detta "moltiplicazione per gli scalari"

-t KxXxV >V

cosi indicata o (A,v) oAy

la quale gode delle seguenti proprieta

a)  A-(utv) = A.u + A-v
b) (Atp)-v = AV + u.v
c) () +v = a(uev)
d) Hk' v =V B

Gl1i elementi di uno spazio vettoriale su un corpo K sono

detti "vettori".

In seguito, tratteremo solo spazi vettoriali sui reali (anche

se molte delle nozioni introdotte hanno validita pid ampia).

Sia, dunque, (V,+,-) uno spazio vettoriale su R che, per sem

plicita, indicheremo con V.

D'ora in avanti, per mettere in risalto 1‘appartenenza dei vet

tori allo spazio vettoriale 11 soprallinieremo.

A partire da V e da un insieme S, & possibile munire 1'in

sieme F(S,V), costituito dalle applicazioni

S » vV,

di una struttura di spazio vettoriale, definendovi le operazioni

di addizione e di moltiplicazione per gli scalari nel modo sequente
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0.1.2. DEFINIZIONE Sia W un sottoinsieme di V.

Si dice che W & un SOTTOSPAZIO (VETTORIALE) di V se so

no soddisfatte le sequenti condizioni

a)  u+v e W ¥ u,v eW
b) A-u€ W VR, u€W
c) oe W oe V

0.1.3. Facciamo ora alcune premesse, utili a dare il concetto

di "somma diretta" di due sottospazi (vettoriali) U e U' di V.

DEFINIZIONE Dicesi SOMMA di U e U' 11 sottospazio di V,
generato da ULUU'

UtU' = {veVv/v=u+tu', con uel e u'e U'}-

0.1.4. DEFINIZIONE Si dice che U e U' sono linearmente in

dipendenti se é

UNU' = {0} .

0.1.5. DEFINIZIONE Si dice che U +U' & la SOMMA DIRETTA di
U e U', se i due sottospazi sono linearmente indipendenti e si

scrive

U g U

Dunque V = U & U' se ogni ve V  ammette un'unica decompos i
zione v = u+u', con uedl, u'el’.
Naturalmente, €& possibile estendere tali nozioni a pil sotto-

spazi di V.



0.1.6. DEFINIZIONE - Siano U e U' due sottospazi di V.

Si dice che U' @ un SUPPLEMENTARE di U 1in V, se

V=1U#8 U.

Si osservi che il supplementare non € univocamente determinato.

Vedremo, in seguito (0.8.4) che se V & uno spazio vettoria
le "euclideo'", allora esiste un unico supplementare "ortogonale"

di un sottospazio U ¢ V.

0.1.7. PROPOSIZIONE  Siano V], v Vp p spazi vettoriali.

Allora, 1'insieme PRODOTTO CARTESIANO

Vox woe x Vo= {(Vo, 0V )/ v

! 5 1’ € V], cr ey Vpe Vp}

€ uno spazio vettoriale, definendovi le operazioni di addizione

e di moltiplicazione per gli scalari nel modo seguente

TS
oo atpty)

<
—
it

(u]+v

-
<
S
1l
—
=
<

0.1.8. Sia W un sottospazio vettoriale di V.

Si vede che la relazione binaria in V, data da

U ~ ve>u-ve W Y u, ve V

e una relazione d'equivalenza.

Allora, si da la seguente definizione.



DEFINIZIONE

Dicesi INSIEME QUOZIENTE di V  rispettoa W 1'insieme

delle classi di equivalenza rispetto a ~

Vi -

Se u eV, indichiamo con [ U] la classe d'equivalenza di

u, costituita da tutti gli elementi di V del tipo

con we W

[l |
+
= |
-

Percido, si usa anche il simbolo

Si vede che 1'insieme quoziente V/W, munito delle seguenti ope
razioni (che sono ben definite) di addizione e di moltiplicazione

per gli scalari

ful+[v]z[u+v)

]

(2]

o1

re

€ uno spazio vettoriale.

0.1.9. DEFINIZIONE Siano Vis ceea Vo

-

Dicesi COMBINAZIONE LINEARE di Ql,.,.,vn ogni vettore di V

del tipo

n 1 n
X Vn con X ,...,X ¢ R

>

h
It =
>

<

1

>

<

+

+

T i 1

Se ogni vettore di V & combinazione lineare di v},... .



allora si dice che {§1,...,;n} e un INSIEME DI GENERATORI di V .

In seguito, quando non c'é@ pericolo di confusione, ometteremo

il simbolo di sommatoria.

0.1.10. DEFINIZIONE

Si dice che n vettori v],...,§n€ V sono LINEARMENTE INDI-

PENDENTI se &, ¥ x', ..., x" e R

0.1.11. DEFINIZIONE

Dicesi BASE di V ogni sottoinsieme finito B c V, che gode

delle seguenti proprieta:

[}

- B & un insieme di generatori di V;

- B

D

linearmente indipendente .

0.1.12. Dunque, ogni spazio vettoriale(purché non costituito
dal solo vettore nullo) ammette una base. Anzi, $i pud-dimostrare di pil
che ogni insieme di vettori linearmente indipendenti (che esiste

sempre) pud essere completato con vettori di un insieme di generato
ri (che esiste sempre), in modo da costituire una base.

TEOREMA Sia G = {G],...,Gn} un insieme finito di generato-
ri di V. Sia 1

1

{91,...,§p} ¢ G, con p<n, linearmente in-

dipendente.

Allora, esiste una base B di V, tale che

I ¢cBcGcV
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Si possono anche considerare spazi vettoriali con basi infini

te, i quali perd esulano dai nostri scopi.

0.1.13. La nozione di base pud essere caratterizzata tramite

una sua proprietd importantissima, come segue.

TEOREMA  Sia B

{V],...,Vn} un sottoinsieme di V.

Allora, le sequenti condizioni sono equivalenti.
a) B & una base;
b) ogni vettore x & V si scrive in uno e in un solo modo come

combinazione lineare di vettori di B
- -

X = XV,

j

0.1.14. E', allora, lecita la sequente definizione.

DEFINIZIONE Sia B

{V],...,Vn} una base di V. Sia
- =
X = X Vi e V.

I coefficienti della combinazione lineare, secondo i vettori di
B, di X (che sono univocamente determinati) si dicono le COMPONEN

TI di x secondo la base B.

Allora, dicesi MATRICE (COLONNA) rappresentante X, relativa a

B, 1la matrice colonna delle componenti di X, indicata con

Si osservi che la matrice rappresentante x dipende dalla base

scelta.

Quando consideriamo fissata la base B, scriveremo (x) al po-
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sto di MB(K).

La rappresentazione matriciale degli spazi vettoriali & un fatto

molto importante, strettamente connesso alla nozione di base.

Questa tecnica verrd usata per le applicazioni lineari, multili

neari e per i tensori: apparira, cosi, chiara la sua importanza.
0.1.15. TEOREMA

Supposto che V  abbia un numero finito di generatori, allora,

ogni base di V & costituita da uno stesso numero di elementi

0.1.16. Si da, percid, la seguente definizione.
DEFINIZIONE

Se V ha una base di n elementi, allora si dice che V
ha DIMENSIONE n e si scrive

dimV =n .

Se V = {0}, allora si dice che V ha dimensione zero e si

scrive  dimV =20
0.1.17. TEOREMA Sia dimV = n. Sia W un sottospazio vettoriale
di V.

Allora, @&
dim W ¢ dim V .

Inoltre, sussiste la seguente equivalenza

(dim W = dim V) <> W = V

Siano W e W' sottospazi di V tali che V=W2® W.
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Allora,e
dim V = dim W + dim W' .

0.1.18. PROPOSIZIONE  Siano V1 ce Vp, V, W spazi vetto-

riali e sia W ¢ V.

Allora, &

o Py = di .
d1m(¢] X vee X \p) dim V] + ... + dim Vp

) = dim V - dim W .

3

dim(\/’/w
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2 APPLICAZIONI LINEARI

0O Un'applicazione fra due spazi vettoriali si dice lineare se

"conserva" le operazioni di addizione e di moltiplicazione per gli

scalari.

Quindi tali applicazioni sono le uniche ad essere 'canoniche"

rispetto alla struttura di spazio vettoriale ed & percid logico at

tendersi da esse un ruolo fondamentale.

Siano, dunque, U e V due spazi vettoriali.

0.2.1, DEFINIZIONE

Un'applicazione

dicesi (un CMOMORFISMO di spazi vettoriali o) LINEARE se sono sod

disfatte le seguenti condizioni

a) f(U+9)
b) f(x-0)

H

f(a) + f(v) ¥ u,ve u
X (0) ¥ AeR , Ue U.

=i

In particolare, se U=V, f si dice un ENDOMORFISMO.

0.2.2. DEFINIZIONE

Un'applicazione lineare

dicesi un ISOMORFISMO se esiste un'applicazione lineare
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tale che
g f=1d s fog-= 1dv .

V, f si dice un AUTOMORFISMO.

In particolare, se U

0.2.3. Se un'applicazione lineare f & invertibile, allora

anche 1'inversa f é lineare e dunque f(ed f_]) & un isomor-

fismo.
PROPOSIZIONE Sia f : U >V un'applicazione lineare.
Allora, le seguenti condizioni sono equivalenti

a) & un isomorfimo;

f
b) f

[l

biiettiva .

0.2.4. PROPOSIZIONE Sia dimU=n. Sia f : U=V un'appli-

cazione lineare e B = {ul,...,un} una base di U.

Allora, f @& caratterizzata dai valori che essa assume sui vet

tori della base B. Pil precisamente, per ogni x = xiﬁi ey é

f(x1ﬁ1.) - x1f(ﬁ1.) .

Dunque, 1'immagine di  f, ossia f(U) = Im(f), & i1 sottospazio

vettoriale di V generato dai vettori f(Gi)

0.2.5. Diamo, allora, la seguente definizione,
DEFINIZIONE

Dicesi RANGO di f Ta dimensione di Im(f)

——

Si vede che & rango (f) < dim V.
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0.2.6. I1 concetto di immagine non dipende dalla Tinearita di
f: dinvece se f & lineare, si ha anche il concetto di "nucleo"

che ha proprieta di tipo "duale" rispetto a quelle di immagine.
DEFINIZIONE Sia f : U - V un'applicazione lineare.
Dicesi NUCLEO di f 11 sottoinsieme di U

ker(f) 2 £1(3)

costituito dai vettori u ¢ V, tali che f(u)=o .

Si vede che Ker(f) & un sottospazio di U.

0.2.7. TEOREMA Sia f : U - V wun'applicazione lineare.

Allora, e
dim V = dim Im(f) + dim Ker(f)

0.2.8. Sia dimU=n e dimy = m.

{u ul e B's {G], ...,Qm} rispettivamente

Siano B EERE

basi di U e V. Sia f : U - V un'applicazione lineare.

Si indica con
BI
M 8 (f) c an
la matrice di f , relativa alle basi B e B', ossia la matri-

ce ad m righe ed n colonne i cui elementi sono

1.
APERCICR)
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Si noti che la matrice rappresentante f dipende dalla scelta

delle basi.

Quando consideriamo fissate le basi B e B', scriviamo (f)

0 (f’j) al posto di MBB ().

Si osservi, inoltre, che abbiamo usato usato la convenzione di
scrivere,come primo indice, quello relativo allo spazio d'arrivo e,
come secondo indice, quello relativo allo spazio di partenza. In
tal modo si ritrovano accostati gli indici che devono essere satura

ti, essendo

G = (fAv T = KRyt

Pertanto, d'ora in poi useremo questa convenZione.
0.2.9. PROPOSIZIONE

L'insieme L(U,V) delle applicazioni lineari f : U >V ha una
struttura naturale di spazio vettoriale,che si definiscono Te operazioni di

addizione e di moltiplicazione per gli scalari nel modo seguente

(f+g)(u) = f(u) + g(u)
(h-F)(U) = A-F(0) vue U

Ogni spazio vettoriale V  induce 1 seguenti spazi vettoriali
notevoli

LR,V 5, L(V,V) . L{V,R) = V"

1) L(R,V)

E' possibile identificare V e L(R,V) mediante 1'isomorfismo ca-
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nonico
L(R,V) %
dato da
fow» f(1)
2) L(V,V)

Lo spazio vettoriale L(V,V) viene indicato anche con End(V) ed
ogni suo elemento, che & un endomorfismo, & detto anche un "operato-

re lineare".

Inoltre, 1'insieme GL(V) costituito dagli automorfismi

V. - V, con 1'operazione di composizione, & un gruppo.

0.2.10. Studiamo ora le nozioni di "autovalore" ed "autovettore"
di un operatore lineare, che hanno un importante significato prati-

co, oltre che teorico.

DEFINIZIONE Sia h e L(V,V) = End(V) .

Un vettore v eV si dice AUTOVETTORE di h se esiste A € R,

tale che

Se VvV #o0,sidiceche A & un AUTOVALORE di h e si dice

che v ha x come autovalore

Dunque, si vede subito che o0 € V & unautovettore banale, ma non
si riesce a definire 1'autovalore associato perché & indeterminato.
Inoltre, se Vv# o & un autovettore, si vede che 1'autovalore asso

ciato & unico. Per maggiori dettagli si veda [ 11] .



3) L(VR) = V¥

. . * . . ;
Lo spazio vettoriale L(V,R) =V & detto "duale" di V e i suoi
elementi si dicono "forme Tlineari".
In sequito, verranno sottolineati i suoi elementi.

. X .. * . )
Se V  ha dimensione finita, allora V e V sono isomorfi;

R . . . ) ) *
perd, non esiste, in generale, un isomorfismo canonico tra V e V

Vedremo, invece, che, se nello spazio vettoriale V & definita
una "moltiplicazione scalare' allora, essa induce un ben determinato
. . ¥ . o eq s . R .
isomorfismo V % V , con il quale & possibile identificare, in modo

naturale, vettori e forme lineari, ossia elementi di V  ed elemen

. . *
ti di v .
0.2.11. DEFINIZIONE

Sia f : U = V un'applicazione lineare.

Dicesi TRASPOSTA di f 1'applicazione lineare

data da f v » vo £

0.2.12. TEOREMA Sia dim V = n.

Sia B = {;1,...,v } una base di V.

n

. . n *
Allora, le n forme lineari Vo,...,v €V date da

P - i 0
Eé(V.) S - se 1 # ]
) ] 1 se 1i=]j
* ¥ 1 n

costituiscono una base di V , indicata con B (v ,... v},

i
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detta la '"'duale' di B

0.2.13. PROPOSIZIONE Sia dimV =n, e sia B = {v,...,v

una base di V.

*

a) Ogni fe V si scrive in uno e un solo modo come combina-

. . 1 n . . «
zione lineare delle forme V y...,V . P1U precisamente, €

f=£, v
L ; 2
dove f. = f(;,)
i i
e . * 1 n . )
b) Dunque, 1'insieme B = { v ,...,v } & la base di

termina l'isomorfismo della rappresentazione matriciale di

lativa a B (ed alla base canonica di R)

c) Dunque, &

d) Se

| +h
1
H‘
<
(4]
<

allora, &

£(x) = £.x .
£ : .

. *
V , che de

vV , re-

0.2.14. DEFINIZIONE Sia V uno spazio vettoriale di dimensione
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finita.
Dicesi BIDUALE di V1o spazio vettoriale

Vo2 LvEL R) = Lov,R) LR)

o Ak . . .
Identificheremo V con V, mediante 1'isomorfismo naturale,

vV - V** indotto dalla regola

x(f) = f(x).

Per ragioni di simmetria, adotteremo anche il simbolo

x(f)

L

< j,i >z f(x) .
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3 APPLICAZIONI MULTILINEARI

0 La nozione di applicazione '"multilineare'" costituisce una

generalizzazione di quella di applicazione lineare.

I casi di maggiore interesse sono le forme bilineari "simmetri-

mn

che” e le forme n-lineari "antisimmetriche" (in uno spazio vettoria

le di n dimensioni).

0.3.1. DEFINIZIONE Siano U.,,...,U , V p+l spazi vettoriali.
1 p

Un'applicazione

si dice P-LINEARE se & lineare rispetto ad ognuna delle p varia-
bili.
Se V=R, allora, f si dice "forma p-lineare"

0.3.2. PROPOSIZIONE

L'insieme

delle applicazioni p-lineari

con Te operazioni naturali di addizione e di moltiplicazione per gli

scalari, & uno spazio vettoriale

Se U, = ...zU =U, scriviamo L(U,,...
1 p 1

Se, inoltre, & V =R si pone L(U .,Up ; V)ELp(U).

17



- 22 -

0.3.3. Siano U,V spazi vettoriali, rispettivamente, di dimensio

Sia f : UxV -» R wuna forma bilineare. Siano B 5{61""’un }

-

e B' E{G],...,vm} basi rispettivamente di U e V.

Si indica con

M., (f) c M

BB' nm

la matrice di f, relativa alle basi B e B', i cui elementi sono

dati da

S noti che la matrice rappresentante f dipende dalla scelta
delle basi. Quando consideriamo fissate B e B', scriviamo (f) o

(fij) al posto di MBB,(f),

0.3.4. Quando un'applicazione p-lineare dipende da p variabilj
dello stesso spazio vettoriale & interessante notare come varia il ri

sultato se si effettuano delle permutazioni di posto tra le variabili.
DEFINIZIONE Sia f : Ux ...xU » V
un'applicazione p-lineare.

Si dice che f & SIMMETRICA se & invariante rispetto ad ogni

permutazicne.

Si dice che f & ANTISIMMETRICA se & invariante rispetto alle

permutazioni pari, mentre cambia segno per quelle dispari .

0.3.5. Possiamo caratterizzare 1'antisimmetria mediante la seguente
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proposizione,

PROPOSIZIONE Siano U,V spazi vettoriali. Sia f : Ux..xU > V
un'applicazione p-lineare.

Allora le seguenti condizioni sono equivalenti:

antisimmetrica;

s

a) f

- - -—

"alternata'"; cioé Vul,...,u €U se &u. =u, con

D

b) f

i# j, allora

f(u ,0veou, 0000, ,.0..,u ) =0
1 1 ]



4 ALGEBRA TENSORIALE

0 La nozione di '"prodotto tensoriale"

fornisce un algoritmo di
calcolo che permette di trasformare le applicazioni multilineari
in dei nuovi enti detti "temsori', 1 quali rendono piu evidenti

certe proprietd formali delle prime.

Se V & uno spazio vettoriale, si possono costruire (per

ogni intero p,q) gli spazi vettorialil

P * Tﬂ(‘
® VIV ...0VEReV @ ...V .
gq N e e
p volte q volte

P
q

Gli elementi di @ ~ V sono detti "tensori p volte contro

varianti ¢ g volte covarianti'. Dunque, tensori dello stesso ti-
po possono essere sommati e moltiplicati scalarmente; tensori di ti

po qualunque possono essere moltiplicati tensorialmente.
Cl’"- . 1 : ,1' d‘ " . Lh d lll' d". —
é, pol, l'operazione c, 1 "contrazione' de indice contro

variante i-mo con 1l'indice covariante j-mo, che abbassa di uno,

sia il grado di controvarianza che quello di covarianza.

La pil importante contrazione & la "traccia", che associa un nu-
mero reale ad ogni tensore una volta controvariante ed una volta co-

variante,

Siano, dunque, U e V due spazi vettoriali.
0.4.1. DEFINIZIONE

Dicesi PRODOTTO TENSORIALE di U e V lo spazio vettoriale

costituito da tutte le combinazioni formali del tipo
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con x' eR, u.e U, Vj € V, munito delle seguenti operazioni

+: (U@V)x (UV) »~» U®V
cosi indicata tr(y) ey = (x4 -y”)ai ®;J ’

CRx (U®V) » U@V

cosi indicata c ot (A,X) e Acx = (?\'Xm)ai ®Gj

e con 1'unica condizione che la moltiplicazione tensoriale

t:UxV > UQYV
data da t: (u,v) » UV
sia bilineare .

In modo naturale, si estende la definizione al prodotto tensoria

le di p spazi vettoriali e lo si indica con

p
1@1 Ui EU}®. .®Up
In particolare, poniamo
ePuz19...ueuD ..U
q T P L

p volte q volte
Per una definizione piu rigorosa, si veda [ 11] .

0.4.2. PROPOSIZIONE Siano U e V due spazi vettoriali rispetti
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vamente di dimensioni n,m.

Siano B = {ul,...,u } e B' E{vl,...,vm} basi, rispettivamente,
n 1

di U e V. Allora &

dim(U @ V) = dimU - dimV.

Inoltre

T = - - - -
B®B"' = {u1®vl,...,un®vm}

costituita da n'm elementi, & una base di U@V .

Sicché, ogni vettore di U® V si esprime in modo unico

- 13_ -
X=X u, V.
1

ed & completamente rappresentato dalla matrice delle sue componenti

MBB'(}_c) = (xij) )

Si noti che la matrice rappresentante x dipende dalla scelta del

le basi. Quando consideriamo fissate le basi B e B', scriviamo

1

- B
(x) al posto di M ().

0.4.3. La proprietd pil importante del prodotto temsoriale consi
ste nel fatto che esso permette di trasformare applicazioni bilinear:i
in lineari. Consideriamo, dunque, uno spazio vettoriale W e sia
f:UxV - W un'applicazione bilineare. Allora, vale la seguente

proprietd universale.

TEOREMA

Esiste un'unica applicazione lineare
PP

AV
f: U@V -+ W
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tale che

f\J — - — —
f(u@v) = £(u,v) ,

ossia, tale che

Pil precisamente, &

noo1g- - ij - -
f(x"u, @®v,) =x Jf(U.,V.)
1 ] 1 ]
Esiste un 1lsomorfismo canonico

UV = VAU

mediante il quale faremo, talvolta, 1'identificazione

U@V =IVELU

0.4.4. E' possibile dare la nozione di prodotto tensoriale di ap-
plicazioni lineari, in modo naturale, compatibile con la loro compo-
sizione. In tal modo, il prodotto temsoriale risulta essere un funto

re covariante.

PROPOSIZIONE Siano h : U = U’ e k : V-V’ applicazioni

lineari.

Allora, esiste un'unica applicazione lineare

h@k : UV »U' @V’

tale che

h®K)(U®V) = h(u) @ k(v)
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cioé, tale che

(h@K) ot =t'e (h®K)
dove t :UxV -U@®V, t':U'xV' ~-0'@V' ,
(hxk) : UxV =>0U0"xV'.

Pil precisamente, &
. _ S N fi- _
h@kxTu, ®@v,) = leh(ui)®k(vj) VXJu_®Vj e U@ V.
1 ] 1
Inoltre, si considerino Bl,Bi, B2, Bé basi rispettivamente di
u,u',v,v' e B1 ®BZ’ Bi ®Bé le basi indotte in U® V e

U' ® V' , rispettivamente. Allora, relativamente a queste basi, la

matrice di h® k & data da

heKw™, . =n" K, .
1] 1 ] -

Tale applicazione & detta prodotto tensoriale di h e K.

Il prodotto tensoriale di applicazioni lineari si comporta, in mo

do naturale, nei riguardi della loro composizione.

Si vede che 1l'applicazione

® : L(U,U") x L(v,v') »> L(U®V, U'®@vVv')
data da ®@: (h,k) » h@k

& un'applicazione bilineare.
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0.4.5. TEOREMA

Se le dimengioni di U,U0',v,v" sono finite, allora l'applicazio
ne

&® : L(U,U'") x L(V,v') -+ LU x V, U' x V")

data da

@h®K =@ (h,k)

é un isomorfismo

Da questo teorema discendono degli importanti corollari che fornt
scono delle regole pratiche, permettendo di identificare, tramite

isomorfismi canonici, i seguenti spazi vettoriali

* %* * * i . * *
IRV xL(V,U) , UV Y U@V , LU U ®U
0.4.6. sia B = {El,...,ﬁn} e 325{31,...,5m} basi di U e
. * 1 n % 1 m . .
V, e siano BIE{E"'°aE } e BZE{X’ ..,V } le basi duali di B1

e B2' Abbiamo, allora, le seguenti regole.

I REGOLA
Identifichiamo
- la base di L(V,U), indotta da B1 e BZ’ con
* - 1 - j - m
B ®B, ={u. @v ,...,u, @ v ,...,u ®v !,
1 2 1 i - noo
ossia, scriviamo
u, ®@v) v owou, V@) = slu ;
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- ognli vettore

*

H
i

f1_5_1®v3 e U@V
; )

con 1'applicazione fe L(V,U), che ha la stessa rappresentazione

matriciale, ossia che & data da

f(x) = £ .xu. , ¥xZxv €V,
J 1 ]
*
- ogni applicazione lineare f eL(U,V), con il vettore f€U@V ,
che ha la stessa rappresentazione matriciale, scrivendo
i - .
f=f u @® v’ R
J 1 -
dove fl_ = < ul, f(;_) > sono gli elementi della matrice di
J - J
fe L(U,V)
IT REGOLA
Identifichiamo

*
- la base di (U® V) , indotta da B1 e B eon
2

« . N . .
B1®82 = {3_1®3 ,...,El®_\ij,...,_qn®3m}

ossia, scriviamo



*
con la forma lineare f € (U® V) , che ha la stessa rappresentazio-

ne matriciale, ossia,che & data da

£(x) = £, .x° ; V}:Ex”;,®§:,ei}®v;
ij i~

* * *
- ogni forma lineare fe (U®V) —con il vettore fE€U @V |,

che ha la stessa rappresentazione matriciale, scrivendo

f=f, u @Y ,

ij—
- - #
dove f.. = f(u.,v.) sono gli elementi dellz matvice di f €E(U @ V) .
1] 1 ]
III REGOLA
Identifichiamo

2
- la base di L (U), indotta da Bl’ con

e
e

B:®BIE{_‘11®EI’ cees y_l®§_J,..., n® o

osslia, scriviamo

i i - - i- - i
u @yl (w,u) v (uh)gj(uk) =88

- ogni vettore

. . .
f-:—fij21®£3 E U U

o 2 .
con la forma bilineare f e L (U), che ha la stessa rappresentazione

matriciale, ossia,che & data da

£(x,y) = f..:’clyJ , V;;Exla:, yZy ;je U;
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2 * *
- ogni forma bilineare f €L (U) con il vettore f € U @ U , che

ha la stessa rappresentazione matriciale, scrivendo

i
£f=f1,,
i @w

1

- - 2
dove f. f(u.,u,) sono gli elementi della matrice di f € L (U).
]
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5 CONTRAZIONI NELL'ALGEBRA TENSORIALE MISTA. TRACCIA

0 Sia V uno spazio vettoriale.

Esiste un'applicazione lineare naturale che permette di "contrar
re'" un indice controvariante con un indice covariante dei tensori
misti, abbassando di una unitd il numero degli indici controvarian-

ti e quello degli indici covarianti.

L'esistenza di tale contrazione & una conseguenza immediata del-
la proprieta del prodotto tensoriale e del fatto che esiste unz for

ma bilineare canonica

*
VxxV - R

data da (v,V) o<V, Vo>,

0.5.1. Fra tutte le contrazioni, la pit importante & la pil sem

plice, ossia quella V@ V*® + R, che & detta "traccia”.
PROPOSIZIONE
Esiste un'unica forma lineare
*
tr : V&V -+ R

tale che tr : v v =< v,v > .,

Pili precisamente, &

. . C. - . .
tr(xljvi®v3) = xl,vj(v,) ¥ xl,v, ® vl € V@V
Y = Y3 s P

3
-4

. . - . . ¥ n
Sia, poi, B = {v_,...,v } una base di V e sia B E{v}...,u }
n Y ¥

1
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la base duale di B.

Allora, &

i i-
. ¥ x .v.
1 j1

1 *
@vVevev.

1]
kS

tr(xl,;. ® vJ)
J 1 -

Analoghe considerazioni possono essere stabilite per una forma

lineare

tr:V*®V +- R .
Tali forme lineari si dicono "traccia'.
In particolare, &
tr(idv) = n = dimV.

0.5.2. Le considerazioni precedenti si estendono a tutti i tenso

ri misti nel modo seguente,

DEFINIZIONE Sia 1 g i ¢ p, 1 <3¢q.

Dicesi CONTRAZIONE dell'i-mo indice controvariante con il j-mo

indice covariante 1l'unica applicazione lineare

{ P p-1
cj @RV - ® v
q q-1

data da

~

cj: IO @Gp@f@... ®vh ”—‘ij(‘_’i)"_'l ®. .9V, ® ...®C-p®

®ve.8%e...09.

dove " A" significa "omesso"
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tr.

In particolare, & c

La contrazione gode della seguente proprieti

E' utile fare alcune convenzioni di scrittura, per il caso in cui

si deveno eseguire pil contrazioni.

a) Se 1lgi < .... <1 £p , 123 . <...<) =q, si pone
1 X 1 I
1.+.. 1 3 i
1 T 1 r
c s = C, o ¢ C
J.ee ] ] ]
1 r 1 r

b) Se o<pgq, allora si pone

... - - P r
¥ v, v
X ﬂ...px®y xe® ye®q

'—l
i
~

m

se o0 < gq £ p, allora si pone

-

1 x

y 1 ...q

1]
o
I
D)
w
<+
IS
&®
0
<=
%
»
%]
&
<

se p = o, allora si pone

. r
1 x Z Ax ¥ AeR, x ¢ ® V.
g

0.5.3. La contrazione 1i gode di alcune semplici proprietd.

PROPOSIZIONE Sia p < q.

-

a) L'applicazione

* - *
i @vx W - @t Py
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data da i: (;’X) e ix‘z
€ bilineare.
b) E' i_ = i_ i-
) i ¥y 1X i- ¥y

¥x €e® 'V, x25® V,ye@®@V conp+p2=p.

1

0.5.4. Procedendo nell'identificazione dei tensori con applicazio
ni lineari e multilineari,possiamotradurre in termini di contrazione
tensoriale varie formule riguardanti la composizione di applicazioni

lineari e multilineari.

PROPOSIZIONE Sia V uno spazio vettoriale a dimensione finita.

Si considerino le seguenti identificazioni canoniche

® iv = L(V,V) , ®c2’v = LX)
a) E' h(x) = ci(h®§) =i-h ¥ heL(V,V), x eV.
- - 2 - —_ 2 - -
b) E' £(x,y) = Ciz E@x®7y) = i;c@;f’ ¥ f el (V) , x,y eV.
¢) E' hok = Ci(h ® k) ¥ h,k e L(V,V).
12 2
d) E' f ° (hxk) = clz(f®h®k) ¥ £f el (V) , h,k eL(V,V)

0.5.5. PROPOSIZIONE Sia p < q.
La contrazione
* - *
i®Pv x @%v » @9 Py

& caratterizzata dalla seguente formula.



Siano

& 1'unico

0.5.6,

Dicesi

dato da

1l

se B
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= P q ¥ ,
X €V ,ye®&@  V, ailoxa

tensore, tale che

<i_y,;>5<_}i,;{®£>, VEE@q“pV
A

DEFINIZIONE Sia V wuno spazio vetioriale di dimens.

TENSORE FONDAMENTALE di V il tensore

- * - *
1 ev® V o lev ® V,

{vl,...,v } & una base di V e B ={v ,...,v } & la sua
0 v Y

base duale .

Li
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6 ALGEBRA ESTERNA : TENSORI SIMMETRICI ED ANTISIMMETRICI.

0 Sia U uno spazio vettoriale di dimensione finita.

Come per le applicazioni multilineari anche per i tensori x € @)pU

ha senso fare delle permutazioni degli indici e vedere se queste

lasciano invariato o no X .
Indichiamo con I l'insieme delle possibili permutazioni di
p

J ={1,...,p} e cone (o) = (--1)m il segno della permutazione o,

dove m & il numero delle inversioni di o , ossia il numero delle

coppie (i,j)€J x J tale che
p p
l1<i<jsp e o(i) > o(3)

0.6.1. PROPOSIZIONE Sia p un intero positivo e o € I una
P

permutazione. Allora esiste un unico isomorfismo

@t - ®Pu

Qe

” uo‘l(l)

Qe

e
@
@

c

tale che

0.6.2. DEFINIZIONE Sia x € ® ‘U .

AV -
Si dice che %x & SIMMETRICO se & o(x) = x , Yo € I

LA P -
Si dice che x & ANTISIMMETRICO se & o(x) = e€(o)x , ¥Yo€l
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Gli insiemi deil tensori simmetrici e deil tensori antisimmotricl
di grado p costituiscono due sottospazi vettoriali di & U

T
che si indicano rispettivamente con VU e 2Py

0.6.3. Per poter costruire tensori simmetrici ed antisimmetrici
di ordine p a partire da tensori qualsiasi, si definiscecno degli

opportuni operatori.

DEFINIZIONE

Dicesi OPERATORE DI SIMMETRIZZAZIONE 1'applicazione

S : @QFRI > @)p U

1
]
Qo

data da S
o €L

Dicesi OPERATORE DI ANTISIMMETRIZZAZIONE 1'applicazicne
A : @btﬁl -+ @3pU

Y]
r_e(c)o .
O €L -
P

data da A

ifl

0.6.4., DEFINLIZIONE

Dicesi MOLTIPLICAZIONE TENSORIALE SIMMETRICA 1'applicazione

data da
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Dicesi MOLTIPLICAZIONE TENSORIALE ANTISIMMETRICA

data da

0.6.5. DEFINIZIONE

Un tensore x € ATU (x € VPU)

a :(Gl,...,;p) »-El Ao..Au = %

1'applicazione

e (0)u X ...XU

o] eEp o(l) a(p) =

si dice DECOMPONIBILE se esistono

v ,...,; € U tali che
1 p
X = U A.e.AU (X=uvV ...vu) .
1 p 1 P -
Se B E{Gl,...,a } & una base di U, allora B'E{L_li v ...vou, )
n i
1 p
con 1si ... <isn e B"={u, A ...Au, } con lgi <...<i <n
1 p 1 1 1 p
1 P
sono basi rispettivamente di VPU e APU.
Inoltre, &
+n-1 .
dim vV'u = ), dim,Pu=( ) se dim U = n.
P
. - ) n
In particolare, se p = n, alloraé dim A U =1, allora ,

« AU

.. & una base di
1 n

AnU, indotta da B.

Questo fatto permette di trasportare i problemi relativi ad uno

spazio vettoriale

n . . .
AU di dimensione 1. Pertanto

U di dimensione n

allo spazio vettoriale

gli spazi APU  sono molto inte-

ressanti e d'ora in poi ci soffermiamo a studiare i tensori antisim-
p
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metrici.

0.6.6. TEOREMA

E' equivalente stabilire se B s{ﬁl,...,ﬁ } & una base di U
n

- - - . n . .
o se B' E{U1A ...Au } @& una base di A U, ossia se l'unico vet
n L

tore di B' & diverso da quello nullo

0.6.7. Introduciamo, innanzitutto, il conc-ito di "orientazione'

di uno spazio vettoriale U di dimensicne 1.

Se u,u' € U sono due vettori non nulli, allora esiste un unico

-— —

0 # XA g R, tale che u' = Ju .

Si vede, allora, che la relazione binaria definita in U-{0}

nel modo seguente

¥ u,u'e U-{5}

tale che u' = A u : (G' n GJ & (, > o)

€& una relazione d'equivalenza.
Tale relazione determina due classi d'equivalenza.
0.6.8. DEFINIZIONE

Dicesi ORIENTAZIONE di U la scelta di una delle due classi d'equi

valenza nell'insieme delle basi di U.

Si dice che U @& orientato se & scelta un'orientazione di U

0.6.9. Passiamo ora definire 1'orientazione dello spazio vettoria

le U di dimensione n.
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DEFINIZIONE

Due basi ordinate (El,...ﬁ ) N (Gi,...ﬁé) di U si dicono equi
n 1

valenti se & u_. A...Au A u'A.. AU,
1 n 1 n

Allora, dicesi ORIENTAZIONE di U la scelta di una delle due
classi d'equivalenza nell'insieme delle basi ordinate di U o cor-

. .. C n
rispondentemente nell'insieme delle basi di AU

Si noti che in generale non esiste un'orientazione canonica di U,
nel senso che non c'é@ un modo privilegiato dﬂscegliere una delle due

orientazioni. Ci sono, perd, delle eccezioni.

. ‘ . n . . .
Ad esempio, lo spazio vettoriale R ha un'orientazione canoni-

ca, perché possiede una base canonica {el,...e } .
n

Abbiamo visto che dal teorema 0.4.5. conseguivano degli importan-

ti corollari che fornivano alcune regole pratiche.

Ora, in questo paragrafo, facendo un discorso analogo & possibile
identificare, tramite isomorfismi canonici, i seguenti spazi vettoria

11

* *
YUt (AP

dove APU 2 1o spazio vettoriale delle forme p-lineari antisimme-

triche.

- - X * 1
0.6,10. Sia B E{ul,...,un} una base di U e sia B ={u ,...,En}

la sua duale. Valgono, allora, le seguenti regole.

I REGOLA

Identifichiamo
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*
- la base di ( APU) , indotta da B, con

N il 1
bR
APB 2{u "AL.. AU ;}1 :
- = Tlgi <...<i gn
1 p
Ossia, scriviamo
11 i _ 11. 1
u A...Au P v. A Av, v det(<u ,v,>») P
- - 71 ’p ] 3
I 3,
er 1lgi < ...<i gn 1<3 < <7 <n’ :
(p i oS £ 35S
- ogni vettore < i i
= / 1 P p ¥
= f u A...Au €A U
- ifi-1(“-<\..'$n 11 1p - -
. P, ¥ .
con la forma lineare f €( A"U) , che ha la stessa rappresentazione
matriciale, ossia che & data da
il"i
f(x)=, . T . f. ( A A p)(x)-L £ . x g
- lgi <..<i gm1_..1 eheeiem 1,1
1 P 1 p p
_ il...l _ _
¥ x = L, X P NN v € \pU,
11 _<..<1 gn 1 1
1 P 1 P

- ogni forma lineare £ €( ﬁpU)* con il vettore E_EAPU*’ che ha
la stessa rappresentazione matriciale, scrivendo

£= . I, £, m.ulln.../\ulp
dove fi i -
1 p 1 P
ce di f € ( AP U)

Osserviamo che questa regola differisce dalla regola II di 0.4.6.

per un fattore plL Normalmente per i tensori antisimmetrici, useremo

quella data poc'anzi.
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I1 REGOLA

Identifichiamo

- la base di ApU, indotta da B, con
. i i
APB z{u AL AW PY .
- - 1{11<...<1 <n
P

Ossia, scriviamo

‘ ' - - i - 1
ut ..Ut (v yeeesVy ) det(<u , v, >) =6, ... 6,p ,
- - t F - ] 1 3
o)
l< 1 < ,. < 1 < 1< j.< < <n
(per -~ ll lp\ n ? - Jl Jp-. ) ?
- ogni vettore .
i 1
_ 1 p P *
f = ) z , f. ., u AL MU e AU
- g1 <....€2 gn 1 ..1 — -
1 P 1 P

con la forma p-lineare alternata f € APU, che ha la stessa rappresen

tazione matriciale, ossia, che & data da

o3, ;bzig%_.uff Frpn o, | uWTA o Auwh )f;*"“gh"ifir'nps« k.. ‘bQAfix-,
11 vol
dove (x) PewmP @ ottenuta dalla matrice delle componenti
1 ...p P

_ _ i
di X ,...,% , rendendo le righe i_,...1 % = v

9 p’ T BRE Fpeerty 0 ¥xE L 1Vil ’

- N i -

S,X = I xP v, €U 5

p

- ogni forma p-lineare alternata f € AU con il vettore

* . - - -
fe !P U , che ha la stessa rappresentazione matriclale, scrivendo

=2 L £ . out ALt

45&44"(;,."{-“ byttt —

-—

L < f, (;i yeesV, ) > scno gli elementi della
1 P 1 D

dove f.
i

matrice di fe Ap U.

Questa regola, invece, non & diversa dalla regola III di 0.4.6.
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0.6,11. In modo analogo al 5° paragrafo, si introduce la nozione

di contrazione fra gli spazi vettoriali

X Ap U x [\q U* N AQ‘PU* se P =9
data da
i'_y = Loy y
X P! X

D'ora in poi, quando non c'é pericolo di confusione e ci si ri

ferisce ai tensori antisimmetrici, scriveremo per semplicita i al

posto di i’

PROPOSIZIONE Sia p

A
fa

La contrazione

* - *
i AP U x Ag u - Ag Py
é caratterizzata dalla seguente formula.
. - P q *
Siano xe A° U , ye AU, allora
. q-p ¥
U
iye A
& 1'unico tensore,tale che
iy ,z>2<y ,xAz> , ¥Vze \ATPU .

0.6.12. PROPOSIZIONE Sia p £q.

a) L'applicazione
¥ -p _#*
i A? U x pf U - A? P U

é bilineare.
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b) E'
o R S T ) Lo
i- A y = 1}—( 1; y , Vxle/\ U,xze/\_ U, ye€Au
2 2 N
+ =1,
con p, *+p, =P
c) E'

q
1 .
iyaz=(i-yAz+ (1) " yAi_z

q q
- 1 * 2 ¥
¥yxe Au=vu, leAlU ,EGA U con 1g q1+q2 -

0.6.13. Introduciamo ora alcune notazioni che permettono lo studio

della rappresentazione matriciale dei tensori antisimmetrici.

DEFINIZIONE Siano n, 1lgpsn interi,

a) Dicesi MATRICE DI ANTISIMMETRIZZAZIONE la matrice

. . p volte
1....1 f—-“-s_ﬂ
- 1 P . . n ...n
€:(€ 3....) )‘M
1 P
n... n
~—
p volte
data da
1 se jl,...,j sono tuttl distinti e se
P
{il,...,ip} é una permutazione pari di
{jl""’jp};
i i 0 se jl,. o] non sono tutti distinti o se
1 p =
Bypeedy
{il,...,i } non & una permutazione di jl,...,j :
P
-1 se j_,...] sono tutti distinti e se{i_,...,1 °
1 P 1 2

€ una permutazione dispari di {jl,...,j }
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b) Dicesi MATRICE DI RICCI

) n volte
i eed —
. — n .
12 matrice € = (¢ ) € M
o la matrice - .
€=(%i ...i )eM
n nll.n
—
n volte
data da
1 se {il,...,i } & una permutazione pari di{l,...,n};
n
i ..1 ) ] - ) ..
I n _ _ 0 se {i_,...,1 } non & una permutazione di {I1,...,n};
€ = €, . = 1 n
i_..1
l n - - - - L - -
-1 se {i_....,i } & una permutazione dispari di{l,...,n}
n
c¢) Dicesi DETERMINANTE 1'applicazione
nn
det : R +> R
data da )
i ...1
i n
det : (x) » det(x) = . L€ X, qe0eX,
1€i_,...,1 $n il in,
1 n 1 n

nn
¥x= (x..)€ R .
1] -

0.6.14. Passando, dunque, allo studio della rappresentazione matricia

le, incominciamo dall'operatore di antisimmetrizzazione.

PROPOSIZIONE Sia B E{Gl,...,an} una base di1 U,

Allora, &
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iL.d
- - z 1 p -— -
Alu, @ ..Qu, ) = _ . . € j Lu, @ ... @u,
< < ..
Jl Jp ]-s.lls s1 S J1 Jp 11 Jp
Pertanto, risulta il..i jl..j _ _
A(x)= T € ? jx pui®...®ui
15i1,..,ipsn 1" 7p 1 P
18],5++5] <n
i, 0]
- I 7p - - P
dove X = . L, X u, . e . € ®'U
183,593 & 0 ] ® ®uJ -
1 p 1 P

0.6.15. Studiamo, ora, la rappresentazione matriciale dei tensori

antisimmetrici.
PROPOSIZIONE Sia
11.. i 5
- p - -
X = z .. € .
Igi ,..,1 snx i ® @ u ® U
1 P 1 P

Allora, le tre condizioni seguenti sono equivalenti

a) x € APy ;
i ...l i 1 i,..1
o(l
b) x (1) o(p) = € o (L) a(p) X ! P y ¥ 1gi,..i <n,
i Loe
1.. p
i i i ..1 Joees]
1
c) x P L . n € 1 . X 1 P
‘-Jl 'Jpl\. J]_ "Jp .

Sia, dunque, x e Py ¢ ® U. Allora, valgono le seguenti decom

posizioni di  x .
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- 1" P -
= z .e u, =
R PR AP 5@ By
' p 1 p
1_...1 J.ees]
1 P 1 - -
=1<,E.<n € X pu,@. @ul =
yooe 1
1 yeeesd S Iy, 1 P
1Sj11---,j sn
jl...jp -
= Z - L]
1&j Ej <0 ¥ 5. 9009 -
I'7p 1 P

Dunque, le componenti di x, secondo la base B'={u, A...au, e
i i 1g1

1 p 1

di APU, sono uguali alle corrispondenti componenti, secondo la base

"= = ol p
B _{ui ® ... @ui }1Si i n di ® V.
1 P 1 P

0.6.16. Studiamo, poi, la rappresentazione matriciale della molti-

plicazione tensoriale antisimmetrica.

PROPOSIZIONE
E'
1_...1
i - - - 1"""p . :
a(u' s e, ):U., A...AU, =l<i<z«;i <ne R . ul'_ A ...Aui
Jl Jp Jl Jp < 1- p.‘ J]_"'J 1
Pertanto, se
iR U R 2 =% x93 evu
x = < u, e X = X 9
13511y > Tp i=l Tp ]
allora, &
T R _
X A AX = . Z X X A! nA u, =
1 P 1.£ux<--‘<.,r‘:n 1 P J]. Jp
i...d i i -
- 5 € 1 X 1 X P u, A...Au,
1-5--,4:--‘».,51‘ chc-J ]- p 11 1 =
15‘“4- cirt»n . p . p
1 1
o(l Y - =
= E e( ) ( )aol (p) U. A "A 1 ?
1< < n l p l]. p
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ossia, €
_ _ Ioeeedl _
X Ac.Ax = I det(x) PU. A.. Ay, y
1 p lei <o<vsm 1 1
1 P
11...i
dove (x) Pe M & il minore ottenuto da x, prendendo le righe
p
il, .,ip -
i .- e i - -
Dunque, le componenti x Per di xlh...A X , secondo i vet-
P

tori u, A...Aui ( con 15i1<... <ip$n) della base di _ApU, sono da-
1 p

i i
te dai determinanti dei minori (x) 1+++"p  gella matrice (x) costi

tuita dalle componenti di ;1,...,x
P

il...i i ...1
X P det(x) P -

0.6.17. Diamo, infine, una formula che esprima il modo di variare del

le componenti dei tensori antisimmetrici, relativamente ad un cambiamen

to di base.

PROPOSIZIONE Sia B'E{G{,...,E'} una base di U.
n
Sia _ i -
u' = E S u, .
i 3
Allora, €
_ i_...1 _ _
u' A...Au'= I det(S) ? . ui A...Aui y
'ls\‘,(u(,s.n Y
iy i, e R 5
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i ...1
1 - . .
dove (S) ? . € Mp € 11 minore ottenuto da S
APEEEN P
P
prendendo le righe i_,...,1 e le colonne j_,...,]
1 P 1 P
Pertanto, se
i...1
- 1 — -
X = ¥ X P . A Au =
181 < -dL €M 1 1
A I 1 p
jl...j - -
= I x' Ao A U s
1“.‘( :1}’5% .]1 J'P
allora, é
I....1 J.eee] i...1
1 1
X Po ¢ x Pdet(s) P .
1£“4‘ "\;l 31' P
In particolare, &

-, - - -

u A-..Auy = det (S) ulA...Aun s
e se T =xu Aeeeee A u

1 n

allora,

x = det(S) x' .
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7 FORMA BILINEARE SIMMETRICA

Sia V  uno spazio vettoriale.

0 In questo paragrafo, fissata una forma bilineare simmetrica

f: VvV =» R
. . . . LW . .
s1 studia la nozione dluortogonallta che essa induce 1n V.

Si dimostra che esiste sempre una base ortogonale (ne esistono in-
. . .. . . . . S,
finite) rispetto ad f, cioé una base in cui la matrice di f € dia-
" . . - . .
gonale; inoltre, qualunque sia la base cosi fatta, il numero degli ele

menti diagonali positivi, negativi e nulli & invariante.

Ci si interessa, anche, della nozione di forma bilineare simmetrica
"non degenere' e "definita positiva" osservando che la seconda ipotesi

é pil forte della prima.

Il presente paragrafo & particolarmente utile per parlare della moltiplica

zione scalare negli spazi vettoriali "euclidei".

0.7.1. DEFINIZIONE Sia f : VxV -+ [R una forma bilineare

simmetrica.

Due vettori ue v di V si dicono ORTOGONALI rispetto ad f, e
si scrive u L v

se f(u, v)=20 .
Sia S un sottoinsieme di V. Dicesi ORTOGONALE di S 1'insieme

S ={veV/uwLv , Yy ue S}
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Si vede che S* & un sottospazio di V.

0.7.2. DEFINIZIONE Sia dimV = n. Sia B = {GT""’;H} una base
di V.

Si dice che B & ORTOGONALE rispetto ad f se &
f..= f(v., , v.) = 0 ¥ i#j

In termini matriciali, tale fatto si esprime dicendo che la matri-

ce (fij) e diagonale.

0.7.3. DEFINIZIONE

Si dice che una forma bilineare f : V xV = R & NON DEGENERE

se é

ossia, se &

(¥veV, f(u,v)=0)=>u=o0

L'applicazione f induce un'applicazione lineare

cosi definita '"f: v » Voo

dove

| &
x
I
<
x
S—
i
—-h
<
=
"
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0.7.4. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione m > o. Sia

f:VxV - R una forma bilineare simmetrica.

TEOREMA (di SYLVESTER)

Esistono tre interi positivi o nulli n, o, p tali che per ogni

base ortogonale B = {Q],...,Gm}, e (salvo eventuale ordinamento di
B)
f(Qi,Vi) < o se lgign
f(Qi,§1) = 0 se n+lgign+o
f(;i’ai) >0 se nto+lgignto+p = m .
0.7.5. DEFINIZIONE Sia f : V xV-> R una forma bilineare
simmetrica.

Si dice che f & DEFINITA POSITIVA se &

f(u,u)> o, per ogni oFUu €V .
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8  SPAZI VETTORIALI EUCLIDEI

0 In questo paragrafo si introduce la nuovae struttura di spaz.o
vettoriale euclideo, ottenuta fissando in uno spazio vettoriale, a di

mensione finita, una moltiplicazione scalare.

Questo concetto & importante per la costruzions di un modeilo mate
matico dello spazio fisico, ossia, per una formuiszi.one as-iomatica

della Geometria Euclidea .

0.8.1. DEFINIZIONE Si dice SPAZIO VETTORIALF EUCLIDEC i cup.ic

(E.g)
dove
- E @& uno spazio vettoriale a dimensione finita:
- 9 @ una forma bilineare
g:ExE >R ,
cosi indicata g (Xy)w x -y

simmetrica e definita positiva, detta MOLTIPLICAZIONE SCALARE o METRICA.

0.8.2. Uno degli aspetti pild importanti della metrica & la possibii
ta di esequire "misure". Innanzitutto si posscno misurare te "lunghezze"
dei vettori.

Diamo, pertanto, la seguente definizione.

DEFINIZIONE

Dicesi NORMA (relativa a g) 1'applicazions
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i e > R

cosi indicata (U1 s x = |Ix]]=(x - i)é

Si tenga presente che 1'applicazione ora definita & detta norma,

perché verifica le proprietd di una norma che @ un concetto pid
generale:

a) |Ix|] > o YXx#0 €k ;

b) [1ax]| = [a] - [[x]]

) [Ix +yll s [IxI| + |yl
Inoltre, &

| < |Ix]] |yl "disuguaglianza di Schwarz".

<

d) | x -
0.8.3. DEFINIZIONE

Un vettore v # oe€E si dice UNITARIO se &

[[v]] =1
Allora, dicesi VERSORE di v i1 vettore unitario
vers v = v/||v]| .

Inoltre, una base B = {G},...,Gn} di E si dice ORTONORMALE se &

ortogonale e se 1 suoi vettori sono unitari .

0.8.4. Sia F un sottospazio di E. I1 seguente teorema mostra che
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il supplementare di U & univocamente determinato.

TEOREMA

El

Nel caso particolare, in cui F & generato dal vettore u#o,

allora ogni vettore veE ammette 1'unica decomposizione

dove V'=-———ueF ,vi=v-V'eF

0.8.5. PROPOSIZIONE Sia F un sottospazio di E. Sia

B E{Q],...,Qm}c F, con mgn, una base di F, ortogonale. Sia

B = {Q],...,Qn} una base di E, ortogonale, ottenuta estendendo B'.

Allora, una base di F*ea

B" = { vrn ,...,vn}

+1
0.8.6. DEFINIZIONE Sia F un sottospazio di E.

Le due proiezioni della somma diretta E = F G)F'L

" 1 B > F" , p= “2 :E - FT

1H
3

sono dette LA PROIEZIONE PARALLELA e LA PROIEZIONE ORTOGONALE

0.8.7. Introduciamo ora la nozione di "angolo non orientato". Per

far cid0 e necessaria la seguente premessa.
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LEMMA

Sia ~ la relazione binaria in (E - {5})2, data da

L Dq Cw
() ~ (' VI & TR " T ]

¥ u,v,u',v' € E -{0}
Allora, ~ & una relazione d'equivalenza.
Inoltre, si ha
(V,u) ~(u,v) v (A U, 1 V)
YuveE - {0} , A, u>0.

Per la disuguaglianza di Schwarz é

-1« u-v_ <1.
[Tul |- 1|v]]

Percid, esiste un unico numero
0B <

tale che - -

u. Vv

CcoS 8 = - -

[ul |- ]]v]]

dove cos : R =+ R é 1'applicazione data da

2 4

cos x = 1- —%ﬁ— + —%T - ... » ¥xe R

IT numero 6 non dipende dai rappresentanti delle classi di
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dove

<X 5 V> Z X+ v . ¥veeE.

Si da, cosi, la nozione di forma covariante (x) e controvariante

(x) di un vettore.
Dunque, se X € E, B = {GI,...,Gn} & una base di E, indichere-
i Coas O
mo con x e componenti di X secondo la base B e con X le com

ponenti di X secondo la base duale.

Si ha

dove .. = v R ;.
g g (vg J)

L 'isomorfismo g si estende mediante @ ai prodotti tensoriali

® k- @ ,aPe AP, VWP e s VPE

In particolare, la forma controvariante g e GfE relativa a

ge @;E* & caratterizzata da

5(&:,}[) =£-_J,(>-< s&)

La molti_plicazione scalare si pud estendere ai prodotti tensoria

17 nel modo seguente (mediante la proprietd universale di Q) .

Ex ®PE > R
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(%, ® -.-®xp , y?'@yp) > (x]® --®xp)-(y1 ® --®pr =

5(21 -;1) ...(xp -yp) :

In particolare risulta

g-+-9g=n.
n_% . : . . . .
Essendo A E uno spazio vettoriale euclideo a dimensione 1, esi-
stono esattamente due vettori unitari
n_ %
*nelAt
che differiscono per il verso.

Allora, se E ha un'orientazione fissata, si ha 1'unico elementc

n.k . . o .
n e/ AE di norma 1 ed orientazione positiva, ovvero 1‘unica forma

—

* - . '
n € j\nE tale che E(V.I A...AV_ ) =1, per ogni base ortonormale or-

—

n
dinata,orientata positivamente, B s{\-:], e \_zn} di E.
. . * _ 1] n, . .
PiG precisamente, se B = {v ,...,v } & la base duale di B, allora,
e
arprrpeuiil n
n =7 det(g) v A...AV
dove (g) = (ghk) .

-

In particolare, se tale base & ortonormale, allora, &
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_ *
Pertanto, n & la base (canonica) ortonormale di ‘AFE .

. nx a4
Allora, ogni vettore v e€ A'E si scrive in uno ed un solo modo

come combinazione lineare di n

v =ovn

data da ¥ 1 v PV ¥ XeAnE*

i
1<
3

€ un isomorfismo che mette in corrispondenza le basi canoniche di

AE* e di R

Analogamente, si pud parlare di W come base ortonormale di

Ah E duale di n , essendo data da
A= (v det(g) )

e quindi definire 1'isomorfismo che si indichera ancora con *

111
<|
=l

dato da ¥ 0V =V

0.8.9. Generalizzando, si trova un isomorfismo canonico, detto di
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* -D ¥ , e . .
HODGE, tra Ap E e An P £ il cui significato geometrico e

quello di far corrispondere le forme volume unitarie deisottospazi

(di dim. pe n - p) mutuamente supplementari e ortogonali di E.

PROPOSIZIONE

. n _* .\ . )
Sia n &€ A E la forma volume unitaria.

Allora, 1'applicazione

data da * 1 x o i
é un isomorfismo, detto ISOMORFISMO DI HODGE.
Valgono, inoltre, le seguenti proprieta

(_])Q(p“Q) * i

a) Y A * x = g X s S& g <P
b)Yy A*X=XA*y=X-yn ,se q=p
c) £X TRy =Xy ,se q=p
d) o x = (-1)PP)

Analogamente, 1'applicazione (indicata ancora con *)

data da ¥ X e 1.7
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é un isomorfismo. Inoltre, valgono proprieta analoghe alle precedenti.

E, ancora, 1'isomorfismo #* commuta con 'g , ossia, &

0.8.10.Un caso importante si verifica, se dim E = 3. Infatti, in

tal caso, & *(xay) € 5, ¥x,ye £

DEFINIZIONE Sia E uno spazio vettoriale euclideo di dimensione

3, orientato. Sia n la forma volume unitaria.

Dicesi MOLTIPLICAZIONE VETTORIALE 1'applicazione bilineare alternata
Exe* s £

indicata con (U, v) » uxyvs=x*x(uayv) .

IT significato geometrico del prodotto vettoriale & dato dalle se-

guenti proprieta :

a) uxv @éortogonale ad u e v ;

b) se u, v#o,allora [juxv || =[|ul||l|v]|] sens, dove o &
1'angolo non orientato formato da ue v esentR->R & 1'ap

plicazione data da 3 5

X X
sen X =X - ——+— - .., ,¥xe R,

3! 5!

Seu=0 o v-=o0,allora |[uxyv]|

03
c) se e Vv sono linearmente indipendenti, allora la base ordina

u
ta {u, v, uxyv}l determina 1'orientazione positiva di E.

Tramite 'g si pud anche considerare la moltiplicazione vettoriale

ExE - E



data da u x v

L]
-
o] |
1l

=
=
| <

Per maggiori dettagli si veda [ 11]

La struttura euclidea di E permette di trovare una relazione tra

un endomorfismo f: E > E e una forma bilineare fFrExXE-R
Piu precisamente, poniamo

f(X,y) = f(X)y \ ¥ x,ye E.

Si vede che la forma bilineare associata alla somma di due endoiior-
fismi (che & ancora un endomorfismo) & data dalla somma delle forme bi-
lineari associate agli endomorfismi.

Allora, si vede che 1'applicazione
End(E) -~ L7(E)

& un isomorfismo.

In termini matriciali, si ha il sequente risultato.

0.8.11.PROPOSIZIONE Sia B = {v],...,én} una base di E.
: Lk
E 570 9%
dove (fij) , (fkj) , (gkj) sono le matrici, rispettivamente, di

f, f, g vrelative alla base B.

Sia h € End(E). Diamo ora la nozione di "endomorfismo unitario".

0.8.12.DEFINIZIONE
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Si dice che h & un ENDOMORFISMO UNITARIO se &
h(x) - h{y) = x + y , ¥ X, ye€E

In particolare, h conserva la lunghezza e 1'ortogonalita.
0.8.13.PROPOSIZIONE Sia heEnd (E)

Allora, le seguenti condizioni sono equivalenti:

unitario.

(o o)
S f
= =
] []]

& un automorfismo e,in una base ortonormale,si ha
' i
(') = (n")

Indichiamo con U(E) ¢ GI(E) 1'insieme degli endomorfismi unitari.

Allora, si vede che U(E), con la legge di composizione
o ¢ U(E) x U(E) = U(E)

data da o : (h,k) g h o k

@ un gruppo, detto " gruppo unitario" di E.

Determiniamo ora gli endomorfismi unitari quando E ha dimensione

0.8.14.LEMMA Sia dim E =1,

Allora, gli endomorfismi unitari sono:

1) id endomorfismo identico;

E
2)- id

£ endomorfismo opposto.
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0.8.15. LEMMA Sia dim & = 2. Sia B = { é], é?} una base crto-
normale di E.

Allora, gli endomorfismi unitari sono rapprescntati da una delle se-

guenti matrici

Cos 6 - sen 8 /cos & sen o
1) sen 8  cos 8 2) (‘feq o -¢0s 6
con 0 <8 < 2m .

La 1) & detta matrice di “rotazione", la 2) & detta matrice di
"ribaltamento” ed & data dal prodotto della matrice di rotazione e del-

1a matrice di "riflessione" 1 0

(@ )

0

0.8.16. LEMMA Sia dimE =3 . Sia B = { é1,é una base orto-

2185}
normale di E. Allora, gli endomorfismi unitari sono rappresentati da

una delle seguenti matrici.

cose - seng 0 / coss  sene 0 \\
1) seng cos® 0 2)| seng - cose 0

0 0 + 1 0 0 +1

con 0 <98 < 2n .

-

Quinut, ogni endomorfismo unitario ha un autovettore (eg) .

~

0.8.17 Sia F orientato e dim £ = 2. Sianc 0 # u,v € E.

Allora, esiste un unico endomorfismo unitario h che conserva

1'orientazione dello spazic (det h = 1), tale che
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vl

Diamo, pertanto, la sequente definizione .
DEFINIZIONE
Dicesi ANGOLO ORIENTATO di (u,v) , 1'unico numero reale

0<6 < 2n , tale che

Cos® - seng

(h) =

seng cose

nella base ordinata ortonormale che ha come primo vettore vers u






- 70 -

0 INTRODUZIONE

Uno "spazio affine" & un qualsiasi insieme su cui operano gli ele-
menti di uno spazio vettoriale, detti 'vettori liberi", tramite le co
siddette "traslazioni". Sostanzialmente esso & une spazio vettoriale,dove
si & tolto il privilegio del vettore nullo: quindi, in un tale spazio

tutti i punti sono "equivalenti".

La nozione di ''spazio affine" & alla base di una visione moderna
della geometria euclidea. Infatti, un modello semplice ed elegante del
la geometria euclidea pud essere costituito da uno spazio affine con

una forma bilineare simmetrica definita positiva.

La nozione di spazio affine é parimenti alla base di una visione mo
derna della fisica classica e relativistica. Infatti, possiamo rappresen
tare gli spazi degli eventi, delle posizioni, degli istanti, ecc... me

diante spazi affini.

Nelle esposizioni pid tradizionali dell'analisi, della geometria e
della fisica, al posto degli spazi affini si usano spazi vettoriali o
pitu in particolare RT . Noi riteniamo pil soddisfacente il nostro pun
to di vista sotto vari aspetti. Infatti, non privilegiando punti o dire
zioni particolari, o basi particolari, possiamo centrare gli aspetti so
stanziali delle ulteriori nozioni che andremo ad introdurre, senza fare
uso di elementi spuri. Per esempio, possiamo trattare le applicazioni
geometriche della teoria senza fare uso di sistemi di coordinate e le ap

plicazioni fisiche senza fare uso dei sistemi di riferimento.

In questo capitolo, dopo la nozione di spazio affine, si danno le prin
cipali regole di calcolo con le quali si caratterizzano gli element:1 di

tale spazio.

Diamo, quindi, il concetto di 'dimensione" di uno spazio affine, tra



mite quella del suo spazio vettoriale.
. ) . LW h . . . . . .
Definiamo poi i sottospazi affini, come i sottoinsieml di uno spazilo
affine, che conservano ancora tale struttura.

Si osservi che la nozione di spazio "prodotto cartesiano" permettera

di introdurre gli spazi tangenti e cotangenti di uno spazio affine.

Dato uno spazio affine (E,E,t), definiamc lo '"spazio tangente' TE

di E nel modo seguente

dove T E @& "lo spazio vettoriale dei vettori applicati in p'".
P
Facciamo notare che TE ha una struttura naturale di spazio affine.
Diamo, quindi, le nozioni di "fibrato tangente e cotangente' di E.

Ad esempio, definiamo il fibrato tangente di E come una terna

E = (TE E
T ( > Pp» )

dove P, TE -~ E, data da Pp (p,u) = p, & detta 'proieziomne".
Le nozioni precedenti saranno iterate, poi, nel 3° paragrafo.

Nel 4° paragrafo, diamo la nozione di campo di vettori e covettori

"liberi" ed 'applicati™.

A tale proposito si consiglia il lettore di leggere la relativa intfg

duzione, in modo da avere chiara la differenza sostanziale tra i termi

ni "libero" ed "applicato".

Relativamente agli insiemi deil campi tensoriali si considerano, poi,

delle opportune operazioni con le quali & possibile munire tali insiemi
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di una struttura di spazio vettoriale.

Facciamo, infine, un notevole esempio di campo tensoriale.

Un punto importante di questo capitolo € rappresentato, senz'altro,
dai "sottospazi verticali ed orizzontali", rispettivamente, dello spa-

zio tangente e cotangente di un fibrato banale ns(ExF, m,E) .

(EXF)x (oxF)

Sostanzialmente, il sottospazio verticale v T(Exf)
di T(Exﬁ) € quel sottospazio affine di T(Exﬁ) , ottenuto bloccando
gli incrementi dei punti di E e considerando solo incrementi dei vet
tori applicati. Osserviamo, allora, che questo sottospazio continua ad
esistere sulle "sottovarietd" e sulle "varietd differenziabili'in quan
to ha senso confrontare incrementi del vettore nello stesso punto di
applicazione. Questo & il motivo per cui diamo pil importanza a tale

spazio che a quello orizzontale su T(EXF)

L * - - —_ .
Invece, il sottospazio orizzontale o T (ExF)=(ExF) x (E xo0) di

*—

T (ExF) @& lo spazio affine 1 cul punti sono costituiti dai covettori

di ExF , che si annullano sui '"vettori verticali". Quindi, anche que

sto sottospazio continua ad esistere sulle varieta differenziabili.

Si osservi che il sottospazio orizzontale o T(EXF)E(EXE) X (Exg)

di T(Exf)é il supplementare di vT(ExF) e che il sottospazio vertica

* - - - * -—
le v T (ExF)=(ExF) x (oxF ) & il supplementare di o T (ExF) .

Un maggior approfondimento su queste nozioni, si possono avere leggen

do le note riportate nel 6° paragrafo.

Naturalmente, possiamo applicare 1 risultati precedenti al caso in

) - - - —%
cul FsE, o F=zE .

Introduciamo anche le applicazioni ' e I dette rispettivamente



"connessione affine" e '"proiezione naturale'. Mentre [ & estend . bile
al caso delle varieta differenziabili, in quanto dipende dalla sola
struttura "differenziabile", 1'applicazione T & una nuova struttura

di "connessione'" che bisogna aggiungere a quella differenziabile, af-

— * -
finché 1 sottospazi o T(ExF) e vT (ExF) abbiano significato anche

nel caso delle varietda differenziabili.

Infine, terminiamo questo capitolo dedicando 1'ultimo paragrafo alle

importanti nozioni di "rilevamento'" di funzioni e campi.

Esse possono essere estese al caso delle varietd differenziabili.
Inoltre, si riveleranno utili nella trattazione dei sistemi di coordina

te sugli spazil tangenti, cotangenti, eccC... .
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1 SPAZI AFFINI

0 La prima nozione fondamentale che si incontra & quella di

"spazio affine".

In questo paragrafo ne diamo la definizione e le sue primissime

conseguenze.

"

Introduciamo, poi, la '"dimensione" di uno spazio affine, le nozio

ni di "sottospazio",di "quoziente' di uno spazio affine.
Concludiamo, quindi, facendo vedere che il 'prodotto cartesiano"

di pil spazi affini & uno spazio affine.

I.1.7. DEFINIZIONE

Dicesi SPAZIO AFFINE una terna (E,E,Tr), dove

(]

- E €& un insieme, detto lo “spazio dei punti",

1
m
D

& uno spazio vettoriale, detto 1o "spazio vettoriale dei vettori
liberi" |

- 1t @ un'applicazione, detta "traslazione"
t:ExE = E
cosi indicata t :(p,u)  » pHu

la quale gode delle seguenti proprieta:

E) P+ (Utv) = (ptu) + v VpekE, uve E;
E,) p+o0=p ¥peE,oef ;
) pHU = P> U =0 se pekE, uetkE;
E4) ¥YpecE =>{p+u}aEE = E .

Si vede poi facilmente che, se E] vale per un certo p , allora essa vale

per ogni p € E.
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L'applicazione

cosi indicata & T p = ptu

dicesi "traslazione secondo il vettore u" .
In seguito, indicheremo uno spazio affine, pit semplicemente, con E,.

Si badi bene a non confondere lo spazio affine E con lo spazio vel

toriale euclideo, indicato con lo stesso simbolo.
1.1.2. PROPOSIZIONE Sia ueE .

L 'applicazione T € una biiezione e la biiezione inversa & 1 o

0ssia e

1}
o
+
—_—
1
[l
+
=
e
"
o
+
o
n
o

- (g e 1) (P)=r_glrg () = t_g(pHu) = (pru) + (-u) =

Sostanzialmente, detti p,g € E, se da p sivaa g tramite

1'unico u, allora da q siva a p tramite 1'unico - u eE : @ quan
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to esprime la seguente proposizione.
[.1.3. PROPOSIZIONE Siano p,q € E.

Esiste un unico vettore u € E, tale che

L'esistenza & assicurata dalla E4. Si vede facilmente che tale vetto

re € unico.
[.1.4. Da questa proposizione discende la seguente definizione,

DEFINIZIONE Sia (p,q) una coppia ordinata di punti di E.

Dicesi DIFFERENZA di g e p 1'unico vettore libero

tale che p+u=q
I.1.5. PROPOSIZIONE Siano p,q,r ¢ E e wuce€E

Valgono le seguenti formule :

(12
—
b
L

[
L=
1

-

+

-3

1
L0
——

.
~—
0
'
e
H
w
¥
=
-5
I
O
il
w
I
L0
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1.1.6. I1 concetto di "dimensione" di uno spazio affine, dato dalla
seguente definizione, & importante ed ha un significato profondo, in
quanto permette di caratterizzare ogni punto di E con un'unica n-pla
di numeri reali. Pertanto, esso risultera pid chiaro allorché introdur
remo 1 sistemi di coordinate su E, ossia, allorché identificheremo
punti di E con n-ple di RN,

DEFINIZIONE

Si dice che E  ha DIMENSIONE n, se E ha dimensione n .
[.1.7. Diamo ora un particolare esempio di spazio affine.

PROPOSTZIONE

Ogni spazio vettoriale V @& uno spazio affine, assumendo, come
spazio vettoriale dei vettori liberi, V stesso ed assumendo, come

traslazione, 1'applicazione somma vettoriale

TV xV =« V
data da T (u,v) »u+v
I.1.8. DEFINIZIONE Sia F € E un sottoinsieme di E.

Si dice che F & un SOTTOSPAZIO AFFINE di E se esiste un punto

p et ed un sottospazio vettoriale F e E, tali che

F={p+u}

Si vede che & dim F dim E.

A

Per esempio, se (E,E = {u,v,0} ,t) @& un piano dello spazio generico,
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allora i sottospazi affini pil importanti di E sono:

1) retta individuata da u a
2) " n 1 '\} /”- / ‘
| o fo—
3) ciascun punto p di E, individuato S / L
dal vettore nullo. /// P //

[.1.9. Diamo, ora,1'importante nozione di spazio"prodotto cartesia
no" la quale servird, per esempio, nello studio degli spazi "tangenti",
"cotangenti", ecc... di uno spazio affine.

PROPOSIZIONE Siano E

1""’En spazi affini.

L'insieme "prodotto cartesiano"

ha una struttura canonica di spazio affine, assumendo, come spazio vet-

toriale dei vettori liberi, il prodotto

m
1]
m
>

1 ...xEn

ed assumendo, come traslazione, 1'applicazione

data da T @ (p1,...,p s u ...,un) »-(p]+a1,...,pn+ﬂ ) .

E' una immediata conseguenza delle definizioni di spazio affine e di
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prodotto.

E ¥

dim E = dim E] + ... + dim En

1.1.10. PROPOSIZIONE . Sia F ¢ E un sottospazio vettoriale di

E

La terna

(E.E, v = (E/F, E/F, o)

dove
- E/F = ([ p ]}pe = lp+ ?}pe -
- E/}E={[ﬁ]}l-mﬁz{m%}aeE
- ' : E/F x E/F > E/F data da e ([pJ+[ul) = [ p+u]
e

uno spazio affine, detto SPAZIO QUOZIENTE di E, rispetto ad F

Se & dimF = 1, ossia se F @ un
qualsiasi vettore libero di E,
allora ogni classe d'equivalenza
di E/F e costituita da punti di
£, tali che la loro differenza sia

un vettore libero "parallelo" ad

i

. Sicché ogni elemento di E/F

é una "retta parallela" a2 quella

o a7 individuata da F. Gli elementi di
ogni classe d'equivalenza di E/F sono vettori liberi che "congiungo-
no" punti di una retta con punti di un'altra retta. Inoltre <¢' & ben

definita perché e indipendente dalla scelta dei rappresentanti della
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classe.

Si vede che
dim E/F = dim E - dim F .

dove F & il sottospazio affine di E, i1 cui spazio vettoriale dei

vettori liberi & F.
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2 SPAZT TANGENTE E COTANGENTE

Sia E  uno spazio affine.

Cominciamo questo paragrafo con il concetto di 'spazio vettoriale
dei vettori applicati" in un puntc p ¢ E. Tenendo conto che in E
tutti i punti sono equivalenti, evidentemente questo spazio vettoriale
viene a coincidere proprio con E. Se adesso consideriamo 1'insieme co
stituito da tutte le coppie (p,a) ¥WpetE ,¥ u & L) si vede che
esso € uno spazio affine (e non vettoriale) detto "spazio tangente' di
E. Analogo discorso lo possiamo fare per i covettori applicati. Passan
do, invece, alle sottovarietd di uno spazio affine e alle varieta diffe
renziabili vedremo che occorre ragionare in modo diverso. Cid dipende,
principalmente, dal fatto che con queste ultime nozioni non possiamo par
lare di equivalenza fra punti, e quindi, non @ possibile confrontare

vettori applicati in punti diversi. Nasce, cosi, l'esigenza di introdur

re ulteriori strumenti matematici(connessione...) in modo da permettere

un tale confronto.

Concludiamo questo paragrafo, dandoc delle applicazioni importanti che

mettono in relazione gli spazi tangenti e cotangenti di uno spazio affi

ne con quest'ultimo.
[.2.7. DEFINIZIONE Sia pet.

Dicesi SPAZIO VETTORIALE DEI VETTORI APPLICATI in  p, o SPAZIO TAN
GENTE in p, 1'insieme

—

Ogni elemento di TDE dicesi VETTORE APZLICATO in p, o VETTORE TAN

GENTE in p.
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Dicesi SPAZIO DEI VETTORI APPLICATI, o SPAZIO TANGENTE, 1'insieme

TEz=ExE= UTE
pek

I.2.2. PROPOSIZIONE Siano p,q € E.

Allora, si hanno gli isomorfismi canonici

TpE v E v TqE

= (q,u) YuecE

ey }

dati da (psu) »
Ossia TpE ha una struttura naturale di spazio vettoriale.

Passando alle varietd differenziabili, tale equivalenza non sussiste
rd poiché non ha senso confrontare lo stesso vettore in due punti distin
ti. A cid si ovvia introducendo sulle varietd una nuova struttura che

"connette" vettori applicati in punti diversi.
1.2.3. Invece, TE non &, in generale, uno spazio vettoriale.

COROLLARIO

Lo spazio tangente TE, essendo un prodotto di spazi affini, ha una
struttura naturale di spazio affine, assumendo, come spazio vettoriale

dei vettori liberi di TE, lo spazio vettoriale

——

TE

[
M
>
M

ed assumendo, come traslazione, 1'applicazione

1 : TEXTE - TE

- -

data da T (P,UsV,W) = (pH+V,Utw)



I1.2.4. DEFINIZIONE

Dicesi FIBRATO TANGENTE di E 1la terna

€ = (TE, p. , E )

dove
- TE & To spazio tangente,
- P @ 1'applicazione
pE : TE -+ E
cosi definita P (p,u) = p

detta "proiezione"

[.2.5. La definizione duale alla 1.2.1, & espressa nel modo seguente.
DEFINIZIONE Sia pe E.

Dicesi SPAZIO VETTORIALE DEI COVETTORI APPLICATI in p, o SPAZIO CO-
TANGENTE in  p, 1'insieme

Ogni elemento di TzE dices: COVITTORE APPLICATO in op .

Dicesi SPAZIO DEI COVETTORI APPLICATI, ¢ SPAZIC COTANGENTE, 1'insieme

TE

1t
m
=
-~
~

1
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[.2.6. PROPOSIZIONE

Lo spazio cotangente T E, essendo un prodotto di spazi affini,
ha una struttura naturale di spazio affine, assumendo, come spazio vet-

toriale dei covettori liberi di T*E, lo spazio vettoriale

TE=ExE
ed assumendo, come traslazione, 1'applicazione
t: TEXTE » TE

data da T (p,u ; G,E) - (p+6, Utw)

1.2.7. DEFINIZIONE
Dicesi FIBRATO COTANGENTE di E 1la terna
TEE(T*EquaE)

dove

- T*E é lo spazio cotangente,

A é l'applicazione

cosi definita A (psu) » p

detta "proiezione" .
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3 SPAZI TENSORIALI

Questo paragrafo pud essere letto in un secondo momento in quanto

€ una generalizzazione del precedente.

Resta assegnato sempre uno spazio affine E.

Per i simboli di prodotto tensoriale si veda il Capitolo O.
I.3.1. DEFINIZIONE

Si definisce SPAZIO TENSORIALE (risp. SPAZIO TENSORIALE ESTERNO) di
E 1'insieme

- - -
T:EEEX®:EEEX(®rE®SE)

i
i

(risp. A:E E x A:E Ex(A\"E ® A ED )

1.3.2., PROPOSIZIONE

. . r . r - . .
Lo spazio tensoriale T E (risp. A E) & uno spazio affine, assumen-
s s

do, come spazio vettoriale dei tensori liberi (risp. come spazio vetto-

riale dei tensori esterni liberi) lo spazio vettoriale

e [—

r - T - r -
E isp. A E = Ex A E
® . (risp s X s )

—
=
Hi
11
o

ed assumendo, come traslazione, l'applicazione

T r r
T: TEXTpEg=> TE
s s s

data da T (p,t G,E) H-(p+; . t+E)

T r
(risp. T @ A'E x A'E » A'E
s s s
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data da T :(p,t ; G,E) » (p+u, t+t) )

I1.3.3. DEFINIZIONE

Dicesi FIBRATO TENSORIALE di E (risp. FIBRATO TENSORIALE ESTERNO

di E 1la terna

r r r
Tt E=(TE, T _, E)
s s sk

. r r r
(risp. ASE = (ASE, T E) )

dove

- . . . r - . .
- TE € lo spazio tensoriale (risp. A E & lo spazio tensoriale
S ]

esterno) di E;

r

" T & l'applicazione, detta PROIEZIONE
r r
T : TE=+ E
sE s
~ . . r
cosi definita Tg (p,t) » p
s
. r r
(risp. T ¢t AE = E
sE s
- . r
cosi definita T (p,t) »op )
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4 CAMPI DI VETTORI E COVETTORI

0 In questo numero facciamo alcune osservazioni sull'impiego delle

nozioni di campo vettoriale "libero" ed "applicato ".

Analoghe osservazioni possono essere fatte per i campi covettoriali.

Negli spazi affini, poiché& tutti i punti sono'equivalenti" , si uti
lizza, principalmente, la prima nozione e si vede che essa & equivalen

te alla seconda, mediante una semplice regola.

Tale equivalenza sussiste, ancora, per un "sistema di coordinate car
tesiane", Infatti, come si vedra chiaramente nel 6° capitolo, poiché le
"curve coordinate" sono delle rette, allora, la base indotta da tale si
stema & costante e, quindi, non & necessario precisare il punto di appli

cazione.

Invece, bisogna tenerne conto quando si ha un sistema di coordinate
"non cartesiano", in quanto le basi indotte dalle coordinate non sono

costanti.

Infine, per le varieta differenziabili, occorre utilizzare solo la
seconda nozione, in quanto la prima non ha significato .

Sia, dunque, E uno spazio affine.

1.4.1. DEFINIZIONE

Dicesi CAMPO VETTORIALE LIBERD (risp. CAMPO CCVEYTORIALE LIBERD)

un'applicazione

X“ 1 E - E
cosi indicata X" i p m iigg)
£ ot ]
(risp. | S A
L £

S—

cosi indicata Xt p= X7 (p)
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Dicesi CAMPO VETTORIALE APPLICATO (risp. CAMPO COVETTORIALE APPLICA

TO) un'applicazione

X:E =+ TE
data da X:p o (pX(P))
(risp. X: B = T'E
data da X:p = (D:ER(D) ) ) -

Si osservi che le definizioni date sono equivalenti, nel senso che,

fissato un campo vettoriale libero ig (risp. un campo covettoriale

Tibero ii), questo determina un campo vettoriale applicato X (risp.

un campo covettoriale applicato X) e viceversa, mediante la regola

>< 1
]
—
-
(o

(risp. X = (id., X7) ) -

Indichiamo con

BE ={X : E -+ TE}

(risp. S E ={X : £ T°E) )

1'insieme dei campi vettoriali (risp. covettoriali) applicati

. i * . C . .
Si vede che ®E (risp. ®E) munito delle operazioni di addizione e

di moltiplicazione per gli scalari, date nel modo seguente

(X+Y)(p) = X(p) + Y(p)

(E)(p) = AK(p) rpet
(risp. (X+¥)(p) = X(p) + Y(p)

() (p) = AX(p) fee b

€ uno spazio vettoriale.
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5 CAMPI TENSORIALI

0 Anche questo paragrafo pud essere lettc in un secondo momento

in quanto € una generalizzazione del precedente,

Sia, dunque, E uno spazio affine. Sia Fz @ E .

I.5.1. DEFINIZIONE

Dicesi CAMPO TENSORIALE LIBERO un'applicaziomne

. . L '3
cosi indicata t :p=t (p)

Dicesi CAMPO TENSORJALE APPLICATO un'applicazione

t : E=+E X f
£
data da t :p= (p,t (p)

e soddisfacente a

r
c L 1d .
TsE ! E -

]

In modo del tutto analogo si definiscono i CAMPI TENSORIALT ESTERNI

LIBERI ED APPPLICATI ponendo F = A:E ,

Anche in questo caso le definizieni date sono equivalenti, mediante

la regola
\ 2
t = (1dE, £ )

Indichiamo con

r r T
., E E{(t + E=+TE)/x ot = id
b . {( s )/ <E i E}
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r .
(risp. QiE ={(t : E -+ A:E) / Tg ° t = 1dE} )

1 'insieme dei campi tensoriali applicati (risp. campi tensoriali
esterni applicati).

Scriviamo, anche

{f : E =» R}

3E =°E = o°F
[0} 0
1.5.2. DEFINIZIONE

Relativamente agli insiemi di campi tensoriali liberi o applicati su
E, si definiscono le operazioni di addizione, moltiplicazione per gli
scalari, moltiplicazione per le funzioni, moltiplicazione tensoriale,
contrazione, ecc..., mediante le analoghe operazioni relative a tensori

di E, eseguendole punto per punto di E.

In particolare, poniamo

a) (f+g)(p) = £(p) + g(p) v f,ge ZE, pe E

b) (A-£)(p) = A-f(p) ¥ fe3IE, A¢R, pe E

c) (£-2)(p) = f(p) ~g(p) ¥ f,g € 3E, p ¢ E

d) (t+t")(p) =t(p) + t'(p) ¥ t,t'e "GzE, peE

e) (A-t)(p) 2 A-t(p) ¥ te'B;E, A€ R, peE

£) (f-t)(p) = £(p)-t(p) ¥t € %EE, f € 3E, peE

g) (e®@tH(p) =t @t'(p) Vte %zE, t'e’e,:E, peE

h) < E,E‘>(p) = <E(p),z'(p)> ¥ E_G‘BTE s t' e 'EiE , p €E .

In modo: analogo al paragrafo precedente si vede che 1'insieme

r . r . . . .. . . . .
’bSE (risp. QSE), con le operazionl di addizione e di moltiplicazione

per gli scalari, costituisce uno spazio vettoriale.
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E' utile esprimere i campi tensoriali liberi mediante 1'uso di

basi, costanti e non.

Allo stesso modo si esprimono i campi tensoriali applicati, in vir

ti dell'equivalenza tra gli uni e gli altri.

I.5.3. PROPOSIZIONE Sia dim E = n.Sia B E{\_rl,...,;n} una base di

) * 1 n, = . . fes yx .
E esia B ={v,...,v }¢E 1la base duale. Si identifichino gli elemen

ti di queste basi con campi tensoriali costanti.

Allora

sono basi rispettivamente di

%'k =%E , %% = 6E , % E , BE, BE
o S *To P17 T2 ¢
Pii in generale
) -
t  :E + ® E
s
ha un'unica espressione
. Loeaedy 3 )
£ = z - V.@.BY. OV @ ... B
Igi_...1 &n . iy i =
1 r 31.0.35
1<. '..'s
SRR L
L ...ir il...ir
dove t & la funzione t ¢ E o+ R

JlloaJS Jlnhn‘]s
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11
Al

data da t

Un altro modo interessante per esprimere i campi tensoriali & quel

lo di usare una base variabile da punto a punto.

Questo metodo si rivelerd utile allorché si introdurranno "'sistemi
di coordinate non cartesiani'. Infatti, si vedrid che tali sistemi di
coordinate generano, in modo naturale, delle basi variabili da punto

a punto.
I.5.4. Facciamo infine un esempio importante di campo tensoriale.
DEFINIZIONE Sia E wuno spazio affine di dimensione n.

Dicesi CAMPO TENSORIALE FONDAMENTALE di E il campo tensoriale co

-~

stante 1 che associa ad ogni punto p € E il tensore fondamentale

di E (vedi 0.5.6) .

Sia B ={v_,...,v } una base di campi vettoriali (costanti o no) di
n

*
{v ,...,gé} la base duale di B in ©® E .

G
=
[
w
'_I.
o
ws]
It

~

Allora, l'espressione di 1 &

Dunque, le componenti di 1 sono le funzioni costanti 8

Si noti che tali componenti non dipendono dalla scelta della base,

sia essa costituita da campi vettoriali costanti o no.

Naturalmente, questa € una proprietd del tutto ecceziomnale di questo

campo tensoriale: il motivo consiste nella sua canonicitd.



- 93 -

& SOTTOSPAZI VERTICALE ED ORIZZONTALE DELLO SPAZIO TANGENTE E
COTANGENTE DI UN FIBRATO BANALE.

0 Consideriamo uno spazio affine E ed uno spazio vettoriale F.

Diamo la nozione di '"fibrato banale" n, di'base" E e '"fibra" F.

Definiamo poi, i notevoli "sottospazi verticale ed orizzontale" del
lo spazio tangente e cotangente di 10 , osservando che i pil importan-
ti sono v T(E x F) e ° T*(E X f) . Ulteriori osservazioni preferia
mo farle nel contesto del discorso, in modo da  fornire un cuad- o

chiaro di queste nozioni.

Facciamo, infine, menzione delle applicazioni I e @I 1le quali

svolgono un ruolo fondamentale: in particolare, la "connessione affine"

I‘.

Tutte queste nozioni possono essere generalizzate alle varietd diffe

renziabili.

1.6.1, Diamo, ora, 1'importante nozione di “"fibrato banale".

DEFINIZIONE
Dicesi FIBRATO BANALE di "base" E e "fibra" F una terna

nz(ExF, v, E)

- E x F & detto 1o "spazio totale" di n,

]
m
9]

é detto la"base" di n

¥
=
(]

1'applicazione, detta la “proiezione”

T:ExF - E
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data da m i (psu) = p .

Dicesi FIBRA nel punto p € E 1o spazio vettoriale

che & naturalmente isomorfo ad F

Esempi notevoli di fibrati banali sono quello tangente <E, cotangen

* . r
te t E e tensoriale <t E .
S

I1 fibrato n si dice "banale" perché 1o spazio totale E x F &

il prodotto cartesiano della base E per la fibra F.

Nel nostro caso abbiamo, dunque, anche la proiezione E xF - F ,

che perd non consideriamo.

1.6.2. Passiamo ora ad introdurre 1'importante "sottospazio verti-

cale" di  T(ExF) e quello "orizzontale" di T(ExF) .
DEFINIZIONE

Dicesi SPAZIO VERTICALE di T(Ex?) i1 sottospazio affine di T(ExF)

v T(ExF) = (E x F) x (0 x F)
Dicesi SPAZIO ORIZZONTALE di T(ExF) il sottospazio affine di T(EXF)
o T(E x E) = (E x f) X (i X 5)

Osserviamo che o T(ExF) & i1 supplementare di v T(E x F), ossia

T(EXF) = v T(E xF) ® o T(E x F)

Osserviamo, inoltre, che lo spazio verticale & ottenuto da T(ExF)
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bloccando gli incrementi dei punti e considerando solo incrementi di

vettori applicati.

Tale spazio continuera ad esistere passando alle varieta differen
ziabili, in quanto ha senso confrontare incrementi del vettore nello

stesso punto di applicazione.

Invece, lo spazio orizzontale oT(ExF), ottenuto comnsiderando so
lo incrementi del punto e lasciando invariato il vettore applicato,
affinché esista, abbisogna di una ulteriore struttura che 'connetta

vettori applicati in punti distinti.

1.6.3. Si danno, allora, alcune importanti applicazioni valide, a

priori, sugli spazi affini.
DEFINIZIONE

Dicesi CONNESSIONE AFFINE 1'applicazione

i T(EXF) -+ vT(ExF)

data da I @ (p,u; V,Ww) = (p,u; 0,w)
Dicesi PROIEZIONE NATURALE 1'applicazione

T : v T(E xF) » ExF

data da T: (pou; 0,w) = (p,w)
Si noti che 1T induce un isomorfismo

v T (EXF) =+ F

(p,u) p

1.6.4. Introduciamo ora 1'importante "sottospazio orizzontale di
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T (EXF) e quello "verticale" di T  (ExF)
DEFINIZIONE

Dicesi SPAZIO ORIZZONTALE di T*(Ex?) il sottospazio affine di T*(EXF)

0 T*(Ex?) = (ExF) x (E*x 0)

* - * -
Dicesi SPAZIO VERTICALE di T (ExF) il sottospazio affine di T (ExF)

1

* - = - %
vl (ExF) (ExF) x (oxF )

Osserviamo che vT*(Ex?) e il supplementare di oT*(ExF), ossia é

TX(ExXF) = o (EXF) @ vT ™ (EXF) .

Osserviamo,anche, che la scelta dei supplementari oT(ExF) e uT*(ExF)

equivale a considerare le rispettive proiezioni T che si annullano su

di essi,
) . * o= . =
Inoltre, il sottospazio oT (ExF) & il duale di vT(ExF)
Pertanto, esso continuerd ad esistere sulle varietda differenziabili.
3 . & - * - * -
Non continua, invece, ad esistere 1l sottospazio verticale VT (ExF) .

1.6.5. Di notevole importanza sono le seqguenti applicazioni, valide

anche sulle varieta differenziabili.
DEFINIZIONE

Dicesi CONNESSIONE AFFINE 1'applicazione (indicata ancora con T)

data da It (psUsv,w) » (p,ﬂ;ﬁ,g)
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Dicesi PROIEZIONE NATURALE 1'applicazione (indicata ancora con 1)

data da T:(psUsvs0 ) » (Pov)

Si noti che 1 induce un isomorfismo
ofT - F

(p,u) p

Per quanto riguarda le generalizzazioni alle varieta differenziabili,

valgono osservazioni analoghe alle precedenti.
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7 SECONDI SPAZI TANGENTI E COTANGENTI
0 Questo paragrafo pud essere letto dopo quello sulle derivate seconde.

Sia E uno spazio affine.

risultati del precedente paragrafo al caso in cuil

e

Possiamo applicare

- - - —%
& F=ZE, oppure F = E

il

. . . . * . ..
Abbiamo visto che gli spazi TE e TE sono spazi affini. Al-

lora, & naturale definire i loro spazi Edngenti e cotangenti, i quali

hanno, a loro volta, una struttura di spazio affine.
1.7.1. PROPOSIZIONE
Lo spazio tangente di TE (risp. di T*E)

TTE = (E x E) x (E x E)

(risp. TT'Ez (Ex E7) x (ExE) )
€ uno spazio affine, detto 2-SPAZIO TANGENTE di E .

Dunque, abbiamo i1 fibrato tangente di TE (risp. di T*E)

<TE = (TTE £)

SpTEQ
(risp. TE = (TT*E s Prgcs E) )
TTE
detto 2-FIBRATO TANGENTE di  E.
1.7.2. PROPOSIZIONE
Lo spazio cotangente di  TE (risp. di T*E)

* =%

T™*E = (Ex E) x (¥ x £
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(risp. T = (ExE™) x (E*xE) )

€ uno spazio affine, detto 2-SPAZIO COTANGENTE di E
Dunque, abbiamo i1 fibrato cotangente di TE (risp. di T*E)

TE = (TTE E)

Y1e°

X ¥

(risp. e s oot Graps E) )

detto 2- FIBRATO COTANGENTE di E

In modo del tutto analogo al paragrafo precedente possiamo considera

re i seguenti sottospazi notevoli

- JTTE = (ExE) x (oxE) SPAZIO VERTICALE di TTE

- OTTE = (ExE) x (Exo0) " ORIZZONTALE di TTE

- WITYE= (ExET)x(oxE™) " VERTICALE di TT'E

* et 3 - *

- OTT E= (ExE )x(Exo) " ORIZZONTALE di  TT E
* = =% : *

- oT TE= (ExE) x (E xo) SPAZIO ORIZZONTALE di T TE
* - - *

= VI TEE (ExXE)x(oxE ) " VERTICALE di T TE

- oT* T F=z (ExE™) x (E"x0) " ORIZZONTALE di T'T'E
* ¥ - % - * *

- VI T EZ(ExE ) x (0 x E) " VERTICALE di TTE

e le seguenti applicazioni

- e e

-1 TTE =~ v TTE data da = «{DsUsVaWe(p.us0,w!

- 1 VTTE ~ TE tr o) e ()

-0 TTE - TTVE S {p,g;@,g)  (PsUs 0w
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-1 VTTE - TTE data da T :(p,us0,0) » (Psw)
S THE a0 TRTE w0 o T (PaUsv.w) » (PsUsY,0)
-1 oT'TE - T "o T (psUsv,0) » (Pav)
ST E s ot ot (psUsv,W) = (PLUsy,0)
NS i i S - oo m: (p,g;g,a) > (p,v)

1.7.3. Possiamo definire, infine, delle applicazioni importanti
tra spazi tangenti e cotangenti, le quali possono essere estese anche

nel caso di varieta differenziabili.

Tali applicazioni giocano un ruolo interessante nella Meccanica

Analitica.
DEFINIZIONE

Dicesi INVOLUZIONE CANONICA 1'applicazione

data da St (pousVvew) w (p,ViUu,w) .

data da Vol (p,ﬂ;@,@) = (p,u;o,v)

data da w \P’EEG’E) > (pyUsw,-V) .
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Dicesi CAMPO VETTORIALE DI LIOUVILLE 1°appticazione

data da Voo (pyu) » (p,uso,u)

| >
.,-..|
rm
¢
)
..-.{
._.I
xa!

| >
—
-
-

o
b
S~
=)
-

=
-

=
"

o]
S

data da
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8 RILEVAMENTO DI FUNZIONI E CAMPI

0 Riteniamo opportuno consigliare il lettore di rivedere questo

*
paragrafo prima di passare ai sistemi di coordinate su TE e T E.

Le nozioni contenute in questo numero risulteranno invariantl ri=
spetto a "cambiamenti di coordinate'. Inoltre possono essere estese al

caso delle varietd differenziabili.

Consideriamo, una volta per tutte, uno spazio affine E, uno spazio

vettoriale F ed un fibrato banale n = (ExF , =, E)
1.8.1. DEFINIZIONE Sia f : E - R una funzione.

Dicesi RILEVAMENTO di f secondo la proiezione n, 1'applicazione

data da f7 . (psu) = f(p)

ossia, tale che i1 segquente diagramma sia commutativo

ExF r
- f
™ ¥ R
_» k3
E f

Nel caso in cui & F

]
™

, detto TE = (TE,pE,E) il fibrato tangen-

te di E, poniamo

-+
1

F =fo pE

Nel caso incui @ F = E, detto = *E

1
1

(T*E,qE,E) i1 fibrato co-

tangente di E, poniamo
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f =zf=zfo qE

1.8.2. Passiamo, ora, a definire il rilevamento dei campi.

DEFINIZIONE Sia t: E - E xF un campo.

Dicesi RILEVAMENTO di t secondo ™ 1'applicazione

data da t o (psu) »  (p,su; 0,t7(p))

In particolare, per F = E, il rilevamento di t : E » TE secondo

pE é 1'applicazione

r v
t =zt TE - oTTE

- - - R
t(psu) = (psuso,t (p) )

+ <

data da
ossia, tale che risulti

Hot=t0pE s

dove 1 : v TTE - TE @& la proiezione naturale.

Invece, per F

il
m

, i1 rilevamento di t : E = T*E secondo
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A (indicato ancora con t) & 1'applicazione

L N

v - £
data da t :(p,u) » (p,u; 0,t (p) )
ossia, tale che risulti

T e t = t © qE »

dove mT:vTTE - T @ la proiezione naturale.

1.8.3. Nel casoinewi si abbia un campo covettoriale applicato & possi

bile definire un altro rilevamento, come mostra la seguente definizione.

DEFINIZIONE Sia t : E ~ T*E un campo covettoriale applicato .

Dicesi RILEVAMENTO di t secondo = 1'applicazione

t i ExF o+ o THEXF)

. .2
data da t, : (psu) » (p,u,t (p),0) ,

ossia, tale che i1 seguente diagramma sia commutativo

t
ExF 5 oTNEXF)
il ¥ ¥ il
*
e o T -

(1]

In particolare, se F=E, il rilevamento di t secondo Pe

1'applicazione



- 105 -

~

t =t: TE =+ o TTE

r
- - )
data da t: (psu) » (pou; t (p),0) ,
ossia, tale che risulti
H°t=t°pE ’
* * N .
dove 1nmT: oo TTE -»TE @ la proiezione naturale

=% . .
Invece, per F = E , il rilevamento di t secondo

Fal
ancora con t)é 1'applicazione

t =t ™E > o T'TE
data da t: (p,u) » (p,u; tg(p),a)
ossia, tale che risulti
H0t=toqE ’

dove n:oTTE - TE e la proiezione naturale.

qE (indicata
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0  INTRODUZIONE

Una nozione basilare della Geometria differenziale degli spazi affi

ni & quella di "differenziabilitd" e di "derivata'.

Dati due spazi affini E ed F, un'applicazione

é differenziabile se opera linearmente sui vettori applicati, "alme
no in prima approssimazione". L'applicazione che effettua tale appros

simazione & detta la "derivata'" di f e si indica con Df.

In questo capitolo, dopo aver dato tale nozione,ccusider: mo i casi
piu interessanti ritrovando, in particolare, la deriwvata classica de

finita in Rr".

Allora, un sistema di coordinate cartesiano genera, in modo natura
le, delle basi per i campi vettoriali e covettoriali costanti punto

per punto.

Usando 1 sistemi di coordinate non cartesiani la nozione di deri-
vata si rivela insufficiente. Pertanto, si rende necessario 1'introdu
zione della "applicazione tangente" che tenga ccnto del punto di appli

cazione della derivata.
Notiamo che 1'applicazione derivata non si estende alle varietd dif
ferenziabili, mentre continua a valere quella di applicazione tangente.

Le regole di derivazione consistono in pochi teoremi che forniscono

le principali regole di calcolo delle derivate.

Per semplicita, consideriamo solo applicazioni del tipo f : E > F,

ma 1 risultati ottenuti si estendono immediatamente anche nel caso in
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cui le applicazioni siano definite solo su un aperto degli spazi af:ii

ni considerati.

Si ricorda che ci interessiamo solo a spazi affini di dimensione

finita,
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1 APPLICAZIONI DIFFERENZIABILI

0 Siano E ed F due spazi affini. Sia f : E > F un'appli-

cazione.

Cominciamo ad introdurre 1'importante nozione di '"differenziabilita"

di f in un punto p € E e, pil in generale, di "applicazione diffe-

renziabile'".

Sostanzialmente, f & differenziabile se opera linearmente sui vet
tori applicati, "almeno in prima approssimazione'. L'applicazione che
effettua tale approssimazione & detta "derivata" di f ed e indicata

con Df.

Osserviamo che Df non si estende alle varietd differenziabili.
dove non esistono i1 vettori liberi.

Allora, é mnaturale introdurre la "applicazione tangente', Tf, di f

legata a Df mediante la regola

Tf = (£,Df)
T £ invece, ha validita sulle varietd differenziabili.

Inoltre, essa & importante poiché permetterd di definire dei sistemi
di coordinate sui vari spazi tangenti di E, mediante un sistema di coor

dinate''differenziabile" definito su E.

2.1.1. DEFINIZIONE Sia f : E - F un'applicazione. Sia peE.

Si dice che f & DIFFERENZIABILE in p se esiste un'applicazione

lineare

Df(p) € L(E, F) % E @ F

tale che

yim Frh) - f(p) - DF(p)(R)

h-o | Ih]]
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0, equivalentemente, tale che 1'espressione di f sia

f(p+h) = f(p) + DF(p)(h) + o(p,h) , Y¥heE ,

dove o(p,h) & un infinitesimo di ordine superiore ad h, ciod tai- -hs

Jim (s h)
h-o  [[h]]

Praticamente, la dipendenza di f, a partire da p, & "quasi li-
neare" rispetto ad h, ossia 1'errore che si commette rispetto alla 11

nearitd & un errore infinitesimo di ordine superiore rispetto ad h

(quindi & trascurabile per h - o) .

Graficamente, possiamo basare le nostre intuizioni nel modo seguente.

F,
-
i h&. -
g o - .
o/ S/ e
f ‘o
R
c ; o\\_‘ll . - &?'4“”
S L~ flpe3d)
- -~ -’
.1 T ' O\ , tipr2s
;
AN
- f &
>

Si osservi che abbiamo usato una qualsiasi norma, in virtu del teo-

rema che dice che tutte le norme sono equivalenti. Si veda [ﬂ-](teo-
ma 1.3. pag. 5).

2.1.2. Facciamo, vedere, ora, che 1‘'applicazione lineare Df(p),

se esiste, & unica.

PROPOSIZIONE Sia pe E .
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L'applicazione lineare Df(p) & unica.

D. Siano a, 2 : E > F due applicazioni lineari tali che

rim f(pth) - £(p) - a(h) _ f(p+h) - f(p) - 8(h)
h-0 [Ihl! ho [Tl

Sia dato 0 # k€ E e sia o # reR. Allora, per 1a linearitd di

a e B, si ha:

a(xk) - 8(k) _ ..o A a(k) - B(k) _ A . a(k) - B(k)
| [xk] | S PY | 1k] | [A] A0 [ [k] |

o= lim
A0

da cui a(E) - g{k) = o (non variando k con A) .

Inoltre, & af0) = 0 = g(0), sicché risulta

=1
M
rmi

ath) = 8(h) ¥
L'applicazione Tineare Df(p) (che & unica) & detta la DERIVATA
di f in p.
2.1.3. DEFINIZIONE

Si dice che f & DIFFERENZIABILE se & differenziabile in ogni
punto di E.

Allora, dicesi DERIVATA di f 1'applicazione

data da Df : p = Df(p)
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2.1.4. Introduciamo adesso 1'importante nozione di "applicazione
tangente" di  f.

DEFINIZIONE Sia f : E > F un'applicazione differenziabile.

Dicesi APPLICAZIONE TANGENTE di f 1'applicazione

Tf:TE - TF

data da Tf : (p,u) » (f(p), DF(p)(u) )

Dunque, dare 1'applicazione tangente di f equivale a dare, in

ogni punto p di E, la derivata Df(p) .

51 osservi che Df non si estende alle varietd differenziabili, men

tre continua a valere 1'applicazione tangente Tf,
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2  CASI PARTICOLARI DI DERIVATA

0 Sia E wuno spazio affine di dimensione finita.

In questo paragrafo, studiamo i casi pil importanti di differenziabi

1ita.

Per esempio, nel caso f : R =+ R, ritroviamo la derivata di f

dell'analisi classica.

Interessanti sono, anche, i casi f : R-> E ed f : E-> R che

sono 1'uno il duale dell'altro.

2.2.1. CASO f: R-> R .

Sia f una funzione differenziabile. Allora, tramite 1'isomorfismo
canonico L( R, R) » R, si identifica la derivata di f in xe R

con 1'unico numero

Df(x)(1) € R

e si scrive

f(x+h) = f(x) + DF(x)h + o(x,h) ¥ heR

Infatti, ricordando che Df(x) & un'applicazione lineare, abbiamo

che

Df(x)(h) = DF(x)(1+h} = h-Df(x)(1)

e quindi possiamo riguardare Of(x)(h) come prodotto di numeri reali.

Pertanto
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Df : R > R

& una funzione.

Inoltre, ogni funzione f : R >R & differenziabile in x €R

se e solo se esiste i1 Timite seguente

f(x+h) - f(x)
h

Tim
h-o

ed in tal caso Df(x) @& il Tlimite precedente.

Ha senso considerare tale limite, in quanto h & un numero e quin
di ha senso dividere per h. Cid non vale quando lo spazio di partenza

ha dimensione maggiore di 1.

L'applicazione tangente &

Tf :R xR > RxR

data da Tf : (x,h) » (f(x), Df(x):-h )
In questo caso possiamo fare riferimento al seguente grafico.
R

fextah)
TS 1V -
hxtan; - -

f-(l(r!u .

’rtxl

x x+h xe2f  x+3E X+ 48 R
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2.2.2. CASO f :R - E.

Sia f una curva differenziabile. Allora, grazie all'isomorfi-
smo canonico L( R,E) ~ E , 51 identifica la derivata di f in

X €R con un vettore

Df(x)(1) € E
e si scrive
(%)  f(x+h) = f(x) + Df(x) h + o(x,h) , ¥ heR

Pertanto, é

Df : R~»E
Facciamo ora alcune osservazioni sulla curva (%) .

Se in (%), 1'infinitesimo o(x,h) fosse rigorosamente nullo,
allora la curva

f(x+h) = f(x) + hDf(x)
sarebbe una retta parametrizzata mediante h.

Infatti, per h = o0, & f(x) = f(x), invece per h # o, f(x+h) va-

rierebbe linearmente rispetto ad h.

R zﬁ,,~f”:f___"‘\\\hﬁ\\\ Le freccette rappresentano
; // i T

-~

xveh ocxn): 1'€rrore fra la Tinearita, ri
. -\ spetto ad h, della curva ap-

“13h - t / N
‘ 7 Hxten

- prossimata (rappresentata dal
“rifp - 'F

' 1a retta r) e il vero valore

della curva.

x4 -

S/ Si vede che f @& differenzia

T bile quando tale errore & un
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infinitesimo di ordine superiore rispetto ad h, cioé o(x,h) ten

de pil rapidamente a zero di h stesso.

Ogni curva f : R -~ E & differenziabile in x se e solo se

esiste i1 limite seguente

f(x+h) - f(x)

Tim .
h-0
ed in tal caso é
DF(x) = 1im LLKH) _ZTX)

h->0

IT vettore Df(x) & detto "vettore tangente” alla curva in x.

Se é

-

Df(x) # o y ¥ x € R,

allora, la curva dicesi "regolare". In tal caso dicesi "retta tangen-

te" ad f in x la retta (ossia il sottospazio affine, di dimensio-

ne 1) di E, determinata dal punto f(x)e E e dal vettore Df(x)e E .

Abbiamo, inoltre, 1'applicazione tangente

Tf :RxR » TE

data da Tf + (x,h) w (f(x), hDf(x) )

Dunque, possiamo definire anche 1'applicazione

df : R - TE

data da df(x) = Tf(x,1) R
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detta "derivata applicata'di f, o anche "differenziale " di f.
2.2.3. CASO f:E - R.

Sia f una funzione differenziabile. Allora &

Df(p) € L(E, R) = B L ¥petE ,
e si scrive anche
(%) f(p+h) = f(p) + <Df(p),h> + o(p,h) , ¥ hekE .

Se in (#x), fosse o(p,h) = o , allora

(e ) f(p+h) = f(p) + <Df(p) , h>
avrebbe un andamento interessante.

Distinguiamo, allora, due casi.

1) DF(p) = o .

In tal caso &

2) Df(p) # 0

In tal caso, per cercare le superfici su cui la funzione, data da
(%*%), assuma uno stesso valore, dobbiamo determinare i punti gqe E

tali che f(q) = f(p) .

-

Ossia, occorre determinare tutti i vettori h per cui é
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Allora,essi sono tutti e soli i vettori h per cui é

<Df(p) , h> =0

Questi vettori individuano lo spazio vettoriale (di dimensione
dim E - 1) ortogonale alla forma Df(p) . Dunque, la superficie, co
stituita dai punti q € E tali che f & costantemente uguale a

fip), & i1 piano ortogonale a Df(p) e passante per p.

Nel caso generale, in cui o(p,h) # 0, se Df(p) # o , si pud dimo
strare (parte II 1.1.) che le superfici per cui f & costante, sono

delle superfici "liscie" approssimate al 1° ordine dei piani citati.

Vedremo, in seguito, che alla forma Df(p) si pud associare, tra
mite la metrica, un vettore di E, duale di Df(p), detto "gradiente"

di f in p, indicata con il simbolo grad f(p), dato da

<Df(p),u> = grad f(p) -u , VYuet

Abbiamo 1'applicazione derivata

mi

Df : E =~

data da

Df : p ~ Df(p) .
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Abbiamo, anche, 1'applicazione

df 1 E > T'E
data da df : p w» (p,Df(p)) >

detta "differenziale" di f.
Inoltre, possiamo definire 1'applicazione tangente

Tf : TE> R xR

data da TF @ (psu) = (f(p),<Df(p),u> ) ,

e quindi 1'applicazione

data da f(p,u) = <Df(p),u> , ¥(p,u) € TE.

2,2.4, CASO t : E-»> ®

. £ . . . o .
Sia t un campo tensoriale libero differenziabile. Allora, si

. ‘e . . Lo,
identifica la derivata di t in p € E con un tensore

@ E

s+1

1]

2 —* r=
Dt (p) €E ® ® SE
grazie all'isomorfismo canonico

LE, @.E)VE @ ®.F
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3 REGOLE DI DERIVAZIONE

0 Continuando il discorso sulla differenziabilita, in questo para
grafo, diamo alcuni strumenti atti ad operare con applicazioni differen

ziabili.

Particolarmente importante & la ''regola della catena' che risolve il

problema della differenziabilita di applicazioni composte.

Studiamo, poi, alcuni casi importanti.

Successivamente, soffermiamo le nostre attenzioni sulla derivata del
le applicazioni identitd, costanti, lineari, di cui faremo uso, larga-

mente, in seguito.

Concludiamo che ia derivata dell'appl carione somma ¢

con l'importante "regola di Leibnitz".

Ovviamente, tutto cid pud essere espresso anche tramite le applica-

zioni tangenti.
Siano, dunque, E, F, G spazi affini.
2.3.1. TEOREMA (REGOLA DELLA CATENA)

Siano f : £ - F e g:F - G

due applicazioni differenziabili rispettivamente in p e E e in

f(p) € F.
Allora, 1'applicazione

gof :E = G
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g differenziabile in p.

Inoltre, &

D(g o f)(p) = Dg(f(p)) o Df(p).

D. Infatti, per la differenziabilita di f e g e per la lineari-
ta di Dg(f(p)), é

(9 o f)(pth)

H
=]
)

-+
——
-

+

=
S
S

{]
=]
—

-h
—
L=
S

+

o

-
o
O
——
——

=0t
S

+

o
o]

+

pou
L

i

=g(f(p)) + Dg(f(p))[ DF(p)(h) + o'(p,h) ] +

+0"(f(p) , DF(p)(h) + o'(p,h)) =
=g(f(p)) + [ Dg(f(p)) o DF(p) J(h) + o(p,h)

dove si & posto

o(p,h) = Dg(f(p))(o'(p,h))+ o"(f(p), DF(p)(h) + o'(p,h)) ,

e dove

lim QBsh) _ qin DICFEN(Q(R)) |, g4y SUFRLRGD . L oL
o [|h]l  heo llht | ho  |lk(h)]|



- 122 -

Se f e g sono differenziabili, i1 teorema vale in ogni punto

di E .

2.3.2. Per funzioni differenziabili, la regola della catena, in

termini di applicazioni tangenti, assume una espressione semplice.

TEOREMA Sfjano f : E~-F e g :F - G due applicazioni dif-

ferenziabiii.

Allora, 1'applicazione

gof :E -» G

¢ differenziabile e risulta
T(gof)=Tg o Tf

D. Per 1a regola della catena, g o f & differenziabile. Inoltre,

per ogni (p,u) € TE, &

T(g o F)(psu) = ((g o F)(p) » D(g o F)(p)(u))=
(9(f(p)) » (Dg(f(p))e DF(p))(u)) =

= Tg(f(p), DF(p)(u)) = (Tg o TF)(p,u)

2.3.3. Studiamo ora alcuni casi particolari di applicazioni diffe-

renziabili.
f g
1) CASO R - R R .
Siano f e g due funzioni differenziabili. Allora, ¥ xe R, @&

0(g = )(x) = Dg(#(x)) o Df{x) .
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D'altronde, per 1'isomorfismo canonico L{ R, R) % R, si identi-

ficano

D(g o f)(x) , Dg(f(x)) »  Df(x)

con numeri reali e la composizione

Dg(f(x))e Df(x)
con il prodotto dei due rispettivi numeri reali.
Allora scriviamo

D(g © f) (x) = Dg(f(x)) - Df(x)

ritrovando, cosi, 1a nozione dell'analisi classica.

2y cAsO RSET R .

Siano ¢ ed f due applicazioni differenziabili. Allora,

¥ x € R, é
D(f o ¢)(x) = < Df(c(x)) , Dc(x)> .

Infatti, per 1'isomorfismo canonico L( R,E) ¥ E, &

- - -

(@ o 8)(h) = a(8(h)) = a(h-8) = h o (8)

—_

[
o0
A
=2
-
w
'
-
<
=
m
s
-

dove abbiamo posto

Df(c(x))
Dc(x)

a

B

Questo secondo esempio & importante perché permettera di esprimere
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le derivate mediante i sistemi di coordinate.

Le seguenti proposizioni mostranc che le appiicazioni identita,

costanti e lineari sono differenziabili.

2.3.4. PROPOSIZIONE

L'applicazione identita

1dE:E->E

data da 1dE tpep

g differenziabile ed &
D1dE(p) = 1dE , ¥p € E
T 1dE = 1dTE

D. Infatti, é

1

id.(p +h) =p+ h = id(p) + id.(h)

Dunque, 1dE e differenziabile ed &

D1dE(p) = 1d€ » ¥p € E

Inoltre, per ogni (p,a) e TE, &

T ide(p,u) = (idc(p), Didc(p)(u)) = (p»ide(u)) = (p,u) = id_(p,u)

2.3.5. COROLLARIO  Sia f : E = F wun'applicazione biiettiva diffe

renziabile con 1'inversa f-!
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Allora, €
"] ~ "-‘ -.l
Df '(q) = [ DF(f (q) ]
Inoltre, &
TeF Yy = (1h)”
D. E'
£, f = id £of = id
o =1 E H (o] = F .

Pertanto, &

ossia 0" (q) « DF(F ' (q)) = id:
(£ (a))e DF () = id
Inoltre, &
(el TF - ide e
TF o T(F) = id

Dunque, i risultati seguono immediatamente dalla definizione genera-

le di applicazione inversa (si veda [ 11])

2.3.6. PROPOSIZIONE Sia q € F. Sia f : E -+ F wun'applicazione

costante, ossia tale che

f(p) = g ¥p € E

Allora, f & differenziabile ed &
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Pertanto, @

2.3.7. PROPOSIZIONE Siano E ed F due spazi vettoriali (e quin-

due spazi affini) .
Sia f : E - F un'applicazione lineare.

Allora, f & differenziabile ed &

Pertanto, e

2.3.8. Studiamo, ora, la differenziabilita dell'applicazione "somma".

PROPOSIZIONE Sia F uno spazio vettoriale. Siano h : E~>F e

: E - F  due applicazioni differenziabili.

Allora, 1'applicazione
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data da h+k:pwh(p)+k(p)

@ differenziabile ed &

D(h+k)(p) = Dh(p) + Dk(p)

D. E'
[ h+k J(p+u) = h(p+u) + k(p+u) =
=[h(p)+Dh(p)(u)+0' (p,u)]+[k(p)+Dk(p)(u)+0"(p,u)] =
=[h(p)+k(p)]+[Oh(p)(u)+Dk(p)(u)]+[o* (p,u)+0"(p,u)]=

= [h+k] (p)+[Dh(p)+Dk(p)] (u)+[o' (p,u)+0" (p,u)]

Pertanto, &

D(h+k)(p) = Dh(p) + Dk(p)

2.3.9. Concludiamo questo paragrafo con 1'importante"regola di

Leibnitz".
PROPOSIZIONE ( REGOLA DI LEIBNITZ)
Siano F, F., F_, spazi vettoriali. Siano h : E > F_ e

k : E > F, due applicazioni differenziabili. Sia 6 : F.xF, - F
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un'applicazione bilineare.

Allora, 1'applicazione

data da h © k : pwh(p) @k(p)

& differenziabile ed &

D(h @ k)(p)(u) = Dh(p)(u) @ k(p) + h(p) @ Dk(p)(u)
D. E'

(h @ k J(p+u) = h(p+u) © k(p+u) =

= [ h(p) + Dh(p)(u) + o'(p,u) ] @ [ k(p) +Dk(p)(u) + 0"(p,u) | =

= [h@k ](p) + [ Dh(p)(u) @ k(p) + h(p) @ Dk(p)(u) ] + o(p,u)
avendo posto

o(p,u) = [ h(p)®"(p,u) J+[ o'(p,u) @ k(p) ] + [ Dh(p)(u)+o'(p,u) ] ©
© [Dk(p)(u) + o"(p,u) ]

e dove &

Pertanto, &

D(h © k)(p)(u) = Dh(p)(u) © k(p) + h(p)c Dk(p)(u)
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2.3.10. Diamo, quindi, la regola di Leibnitz per alcuni casi par-

ticolari.

1)Se h:R - R e k:R->R, sono due funzioni differenzia

bili, allora la funzione h+k :R+R & differenziabile ed &

D(h - k)(x) = Dh(x) - k(x) + Dk(x). h(x)

Si ritrova, cosi la regola di Leibnitz dell'analisi classica.

r r

2) Se t.: E-+Q® "E et :E-> ® % sono due campi differen
1 5 2 32 -

ziabili, allora il campo

@ differenziabile ed &

D(t) ®t,)(p)(u) = Dt (p)(u) @ ty(p) + ty(P) & Diy(piin)

3) Sia o : L(ﬁ,k)xL(ﬁ,ﬁ) - L(ﬁ,ﬂ) la composizione

Se h:E-L(H,K) e k:E~>L(K,M) sono differenziabili, allora
1'applicazione

hok:E=L(H,M

@ differenziabile ed &

D(hok)(p)(u) = Dh(p)(u) o k(p) + h(p) ° Dk(p)(u)

Queste proposizioni forniscono le regole principali di calcolo delle

derivate.
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4  DERIVATE E PRODOTTO CARTESIANC

0 Siano E,F,E],E .F,sF, spazi affini.

27172

Abbiamo iniziato questo capitolo, studiando la differenziabilita

di applicazioni del tipo E - F.

Ora ci proponiamo di estendere tale studio ad applicazioni del
tipo

E. xE_=+F , E - F1 x F

Tale studio sara utilizzato, in particolare, nel calcolo delle deri-

vate tramite i sistemi di coordinate.

2.4.1. LEMMA Sia p € E1, q e E2 .

Le iniezioni

date da J

sono differenziabili ed &

Dj]q(p)(ﬁ) = (h,0) Djzp(q)(i) = (0,k)

Le proiezioni

date da m : (p,q) = p , m : (p,q) = q
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sono differenziabili ed &

1 - - - 2 - - -
D (p,q)(h, k) = h s Dm (p,q)(h, k) = k

2.4.2. Possiamo dare, dunque, la seguente proposizione.

PROPOSIZIONE Sia f : E1x E2 - F un'applicazione differenziabile.

Allora, le applicazioni parziali

f =fo J]q : E1 - F , fp =fo J]p : E, > F

date da fq :pe f(ps,q) , f : g~ f(p,q)

(11

sono differenziabili ed

Df(p,q) (h,k)

D (P)(h) + Dffa)(k)

s ¥ (H,E) e E xE

¥ (p,q) € E] x E 1¥E5 -

2
D. Per la regola della catena, tali applicazioni sono differenziabili.

Inoltre, per la linearita di  Df(p,.q), &

DF(p,a) (hk)= DF(,q)(h,0)+DF(p,) (0,K)= DF(p,a)(Dd; (P} (R)) +

+ Df(p,a) (03, (a) (k)= (DF(p,a) o D3y (p)(h) +

=t

* (DF(p»a) © Diy (aN(k) = D(F = 3, )(p)(h) +

* D(f o 3y )(@)(k) = DF (p)(h) + Df (a)(K)
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2.4.3. DEFINIZIONE
Sia f : E] X E2 ~ F un'applicazione differenziabile.

Allora, le applicazioni

D.f : E. x E > L(E] s F) data da D]'F(D,Q)

Df (p)

F) data da  D,f(p,q) Dfp(q)

m

diconsi DERIVATE PARZIALI di f

2.4.4. PROPOSIZIONE

Sia f : E - F] X F2 un'applicazione differenziabile.

Allora, le applicazioni

1
f

mn
=
Le]
-+
m
¥
|
—h
"
3
(o]
_f.}
m
¥
l

sono differenziabili ed é
- 1 - 2, ¢
Df(p)(h) = (DFf (p)(h) , Df (p)(h) ) .

1
D. Le applicazioni f ed f2 sono differenziabili per la regola

della catena. Inoltre, &

O
-ty
-
—
—
=
—
]
Luw)
——
(o]
-+
—
—
L=
=
=
—
1]
—_—
o
=
——
—
—
il
—
—
o
L
—
——
L]
~—
—
—
o0t
i

D(n° o £)(p)(R)

-]
_+]
_—
o
o
o~
o |
o
t
I
—
]
=1
——
_h
——
o
i
S
[o]
)
—'-)
——
o
e
g
=1
——
1]
Aro
——
o
—h
o
e
_——
=
s
|

2.4.5. Diamo una condizione sufficiente per la differenziabilita di
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Sia f : E] X E2 -~ F un'applicazione .

Se le applicazioni fq : E1 +F ed fp : E2 + F  sono differen

ziabili, per ogni q € E p € E.I e se le applicazioni

2!

D.f : E, x E, » L(E],?) e Df:E, xE, -L(E,,F) sono continue,

1 1 2 2 1 2 2

allora f & differenziabile.

D. La non facile dimostrazione si trova su [ 2] (prop. 3.7.2.

pag. 51)

Si noti che se D]f e sz non sono continue, pud darsi che f

non sia differenziabile.

2.4.6. Diamo una condizione sufficiente per la differenziabilita di

f:E - F] X F2 .

PROPOSIZIONE
Si consideri 1'applicazione f : E > F. xF

1 2

Se le applicazioni

sono differenziabili, allora f & differenziabile.
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Dunque, f & differenziabile.

2.4.7. Vediamo ora un caso particolare molto interessante.
- CASO f:RxE - F

Si indica con

™

sf : E -
1'applicazione data da §f 1 p = D]f(o,p) = Dfp(o) .

Si indica con

of : E - TF
1'applicazione data da of = p » (f(o,p) , 8f(p) ) .

Questi simboli saranno utilizzati, nei sistemi di coordinate, per
definire gli elementi di una qualsiasi base di uno spazio vettoriale,

come vettori tangenti in un medesimo punto alle curve coordinate.
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Il primo simbolo servira per le basi costanti (sistema di coordina-
te cartesiano); il secondo, per basi variabili punto per punto (siste-

ma di coordinate sferico, cilindrico ...)

Tali simboli si utilizzeranno, anche,nel calcolo delle variazioni.

In particolare per F = E , oltre a ritrovare i simboli precedenti

si indica con

£ T SR

1'applicazione data da f : (p,v) » < v , sf(p) >

Tale nozione servira per 1l calcolo delle componenti dei covettori
espresse tramite gli elementi di una base, duale ad una che abbia per

elementi i vettori tangenti alle curve coordinate.
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5 IMMAGINE RECIPROCA E INVERSA DI CAMPI COVARIANTI E CONTROVARIANTI

0 Sia f :E -+ F un'applicazione differenziabile tra spazi

affini.

Iniziamo questo paragrafo con il concetto di "immagine reciproca"
di f e di "immagine inversa' di f (se invertibile). Esse sa-

ranno utili, ad esempio, per definire la "derivata di Lie" di campi

tensoriali. Pertanto, consigliamo il lettore di rivedere questo para

grafo prima di passare allo studio degli 'operatori differenziali'.

Inoltre, se f & invertibile, & possibile definire "1'immagine

diretta' di f.

Definiamo, anche, "l'applicazione cotangente' di f , la quale
#*
servirda per precisare il sistema di coordinate su T E, indotto da

quello definito su E.

I1 concetto di immagine reciproca € utilizzato in Meccanica, per

esempio, nella definizione di "lavoro'.
Concludiamo il paragrafo, generalizzando i precedenti risultati.

2.5.1. Ricordiamo, brevemente, che 1'applicazione tangente di f

e 1'applicazione

TF:TE -~ TF

data da Tf :(p,u) » (f(p) , Df(p)(u) )

2.5.2. Introduciamo, ora, il concetto di "immagine reciproca” di f.

DEFINIZIONE
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Dicesi IMMAGINE RECIPROCA di f 1'applicazione

data da

*ox “F(p))) )

1

(psX“(£(p)) o DF(p)) = (p.DF(p)

—h
I><
—
Ean
-
g

HY

Si noti che tale formula, sostanzialmente, & quella della trasforma
zione indotta dall'applicazione lineare Df(p). A tal proposito si ve

da [ 1]

-

. . * - . , . "
[1 campo di covettori f X e '%fE e detto "immagine reciproca

di X secondo f .

Vediamo il significato intuitivo della precedente definizione.

Sia u e E un "incremento" del punto p € E. Tale incremento &
trasformato "approssimativamente" da f nell'incremento, del punto

f(p) € F, dato da Df(p)(u) e F

Allora, i1 covettore (f*l)(p) e T'E & definito in modo tale che
esso operi su U come X(f(p)) € T*F (noto a priori) opera sul suo

trasformato Df(p)(ﬁ), mediante f.

Sostanzialmente, tale nozione & data in modo che i1 seguente diagram

ma commuti.

R
< 4 >nx < >
7% X TE T*F % TF
(FX.K) 4 b(XLTF o X)
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dove i1 simbolo " ° " sul segno di prodotto cartesiano sta a signi-
ficare che si opera solo sugli elementi "diagonali", ossia solo sui

vettori e covettori applicati sullo stesso punto di E o F.

. . . . . *
Si noti 1'inversione : la f wvada E in F, mentre f manda

forme applicate in F in forme applicate in E.

2.5.3. Ricordiamo che & Tid. = id

c TE? inoltre se g : F -G ¢

un'applicazione differenziabile e se f & invertibile &

T(gof)= TgoTf , TF ' = (TF)

Abbiamo, allora, la seguente proposizione.

PROPOSIZIONE
£
(id)" = idox
(gof)=f g
D. Infatti, per ogni p € E, @
*

———
~—
el
o
m
S
| ><
e
———
o
o
1

(p,ﬁi(idE(p))o Didc(p)) = (p,ﬁk(p) o idg) = (p,zf(p)}s X(p) =

= (idgre X)(P) , perogni X e TYE

el
X

((9° )" K)(p) = (p>X" (g = F)(p) o D(g o £)(P))= (p.X"(a(F(p))> D(F(p)' - DF(p)):
= (p. (g0 (F(p) & DF(PY = F1(g™X)(p) = ((F7e g")X)(p) , ¥X €.

Dunque, dalla seconda relazione segue il risultato
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2.5.4. Diamo, ora, 1a nozione duale di applicazione tangente.

DEFINIZIONE Sia f : E - F un'applicazione differenziabile in-

vertibile.

Dicesi APPLICAZIONE COTANGENTE di f 1'applicazione

™ T > T°F

data da T 0 (pau) » (F(p)ousDF™ ' (F(PIZ(F(p),(DF (F(p))*(u))

Come abbiamo gia detto, essa servira per definire un sistema di coor
. * . : : . . .
dinate su T E, pil precisamente, quello indotto da un sistema di coordi

nate su E.

2.5.5. La seguente definizione esprime il concetto di "immagine inver

sa’ di f (se invertibile).

DEFINIZIONE Sia f : E - F wun'applicazione differenziabile e in

vertibile.

Dicesi IMMAGINE INVERSA di f 1'applicazione (indicata ancora con f*]

fo : %BF > BE

data da
(F ) (p) = (puDF (F(PNE (F(p)))

Dunque, i1 seqguente diagramma & commutativo
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" TE “ TF
f X 4 + X
(%) E -+ F
.F

+ . .
Si noti 1'inversione : f vada E in F, f manda vettori appli

cati in F in vettori applicati in E.

Si vede facilmente che é

. * .
th) _1d%E

Inoltre, &

e in particolare

2.5.6. Diamo ora il concetto di "immagine diretta" di f.

DEFINIZIONE Sia f : E - F wun'applicazione differenziabile e

invertibile.

Dicesi IMMAGINE DIRETTA di f 1'applicazione
f : CE -<%F

tale che il seguente diagramma sia commutativo
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TE - TF
(k) X 4 4 f*X
E <« F .
f-1

Si confrontino i diagrammi (%) e (%)

2.5.7. Generalizziamo i risultati sinora acquisiti.
DEFINIZIONE
Dicesi APPLICAZIONE TANGENTE R-MA di f 1'applicazione

r r
Tf:TE > TF

data da Trf:(p,a

L ® o @u) »(EE),DER)(u) @ ... @ DE(p)(u )

Se f & invertibile, dicesi APPLICAZIONE COTANGENTE S-MA di f

1'applicazione
Tf:TE-=TF
S s s
]. S ]. _1 !
data da TE(,Y @... @y ) (£(p),[vedf (£() ] ®

S

®...®[v° o pf EpN] )

Tale definizione servird per dare la 'derivata di Lie" di un campo di

vettori r controvariante ed s covariante.
2.5.8. DEFINIZIONE

Dicesi IMMAGINE RECIPROCA di f l'applicazione (indicata ancora
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con )

f : CF~+ %GE
S s

* s
data da S s (t o £f) « T £ ,

(dove ® indica la composizione sugli spazi funzionali d'arrivo)

ossia, data da

m

* € r bl . .
(£ = (p,[ £ (E() ] o [DE(P) @ ... ®DE(P), J ¥ p€ E .

Se f & invertibile, dicesi IMMAGINE INVERSA di f 1'applicazione

*
(indicata ancora con f )

data da

(¥ 0p) =(p, [ DE T(E(D)) ® .. @DF (£(p)) J(E (E(p)))

Dicesi IMMAGINE DIRETTA di f 1'applicazione (indicata ancora

con f )
*

data da

(£, 5@ =@ 2 [DEE @@ ... @D @I]E (¢ @)
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6  EQUAZIONI DIFFERENZIALI DEL 1° ORDINE

0 Sia E uno spazio affine.

Sostanzialmente, una "equazione differenziale del 1° ordine" su E

€ un campo vettoriale

le cui soluzioni sono tutte e sole le curve differenziabili R - E, det
te "curve integrali', i cui vettori tangenti sono i valori assunti da

X lungo esse.

Enunciamo, anche, i teoremi fondamentali di esistenza, unicitd e di-

pendenza dai dati iniziali delle soluzioni.

Le equazioni differenziali del 1° ordinme, cosi definite, assumeranno,
tramite un sistema di coordinate, la forma classica di sistemi di equa-

zioni differenziali ordinarie del 1° ordine, normali ed autonome.

Infine, introduciamo il concetto di "integrale primo" di X  come

una funzione differenziabile su E, costante lungo le curve integrali

di X .

2.6.1. DEFINIZIONE

Dicesi EQUAZIONE DIFFERENZIALE DEL 1° ORDINE su £ un qualsiasi

campo vettoriale

><i
m

-+ TE

D'ora in poi, indicheremo con X un'equazione differenziale del



- 144 -

1° ordine.
2.6.2. Diamo 1'importante nozione di "curva integrale".
DEFINIZIONE Sia I ¢ R un sottoinsieme di R.

Dicesi una CURVA INTEGRALE di X, ogni curva differenziabile

c I - E
tale che

dc = X o ¢
0 equivalentemente

Dc = ii o C

Sostanzialmente, ¢ @& ogni curva differenziabile su E i1 cui

vettore tangente in ogni punto di E & i1 valore di X nel punto

stesso.
R’.P“i = —/f
—— ¢
— 'P:"
Bo= '_\.;Cl.\‘
- > ¢
b o a) g ::"_-r ?m) e
Lt - e .
e ~
‘\\, ~
TN e .

2.6.3. Nasce, allora, il problema, fissato p e E, dell'esistenza
di una curva integrale passante per p, ossia tale che c{o0) =p

b

che sia unica almeno in un intorno di p.

IT seguente teorema risolve appunto, questo problema.
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TEOREMA (DI ESISTENZA ED UNICITA' DELLE CURVE INTEGRALI)

Sia X : E » TE un campo vettoriale differenziabile (basta an-

che un'ipotesi pil debole).

Sia pekE.

Esiste
- un sottoinsieme I ¢ R,

- ed una curva integrale ¢ : I - E

tale che

c(o)

i
©

Se ["¢c R & un altro sottoinsieme di R e ¢' : I' - E @& ta

le che c¢'(0o) = p, allora é

‘11 TSN

D. Si veda [ 27 (teorema 1.5.1. pag.118) .

L - Sy

2.6.4. Anche del seguente teorema, omettiamo l1a non facile dimostra-

zione.

TEOREMA(DI ESISTENZA, UNICITA' E DIPENDENZA DAI DATI INIZIALI DELLE
CURVE INTEGRALI)

Sia X : E - TE un campo vettoriale differenziabile (basta anche

un'ipotesi pid debole).

Esiste
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- un intorno aperto U di {o:x E in R x &

- ed una applicazione differenziabile c : U -~ E

avente, per ogni p € E, le seguenti proprieta

L cp .+~ C(',n) € una curva integrale di X ;

2 ¢, = idE , con 0 € R,

3) ¢ o C C cJ ( se definito)

4 ¢ = , 0ssia Dcp = X (p) s ¥p e L.

Se oxt ¢ U cRxE e ¢ :U"~-E soddisfano le condizic

ni precedenti, allora e

lallk = Saunu

J. 3iveda _2 . ¢ 110 pag.izg)

_'applicazione differenziabile ¢ : U - E precedente, dicesi GRUPPQ
LOCALE AD UN PARAMETRO generato da X e si indica con

[1 termine "gruppo" € giustificato dai fatto che 1'insieme

e R

€ un gruppo rispetto alla legge di composizione
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Questo gruppo locale pud essere interpretato cinematicamente come
un "moto stazionario" dei punti di E, tenendo conto delle proprieta
1),2),3),4)

I1 punto c(-,p) € U €& la posizione occupata, all'istante &,

dalla particella che, all'istante o0, era in p.

La curva cp : > w» c(a,p) € i1 moto della particella che, all

istante o, era in p.

L'intervallo di tempo Ip, in cui @ definito il moto cp, pud va-

riare con la posizione p.

Inoltre, considerato un intornoc V ¢ E, abbastanza piccolo, di
p e E, allora le particelle, che partono all'istante o da punti di
V, mantengono la propria individualita per un intervallo di tempo non

nullo, sufficientemente piccolo.

Ma, in generale, tale individualitd non & mantenuta e, quindi, la

posizione iniziale non individua, in modo assoluto, la particella.

L'applicazione C.:pw c(x,p) da lo spostamento subito dai pun

ti di E, all'istante A, a partire dall'istante o.

-

La "stazionarieta" del moto & garantita dalla proprieta 3) del teo
rema 2.6.4. Sostanzialmente, essa dice che una particella, che parte
da una certa posizione q = c(A»',p) , arriva, dopo un tempo -, nella
stessa posizione sia che parta al tempo o da p, sia che parta al

tempo ' da q.

2.6.5. Questa condizione da un risultato molto interessante. Ossia,
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le velocita delle particelle, che passano per q, non dipendono dai-
1'istante in cui ci passano, ma solo da q, come mostra la seguente

proposizione.

PROPOSIZIONE Sia (» , p) € U tale che g = c(A,p) € E.

Allora, é
Dc (1) = Dc_(0) = X“(q)
p q B
D. Per ' sufficientemente vicinoa 1, €
c{r+r")y=c(
p( ) q(ﬂ )
da cui
Dec_(» + 2') = Dc_(r")
Pertanto, per +' = 0, &

2.6.6. Diamo, ora, la nozione di "integrale primo" di X .

DEFINIZIONE

Dicesi un INTEGRALE PRIMO di X ogni funzione differenziabile

tale che { s1# costante lungo le curve integrali, ossia ¥Ype kb e

f o c = cost
P

Intuitivamente questo fatto si pud vedere cosi.
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Fissato p € E, consideriamo i1 moto stazionario del fluido e sup-
poniamo che in ogni punto dello spazio siadefinita una funzione f

(per esempio la temperatura).

Poi, consideriamo un osservatore che, all'istante A = o del suo

orologio,si trova in p.

e ,/” “ Allora supponiamo che egli si muova
" e gy~, con velocita X Tlungo la curva inte
grale passante per p e supponiamo,
Z o inoltre, che non avverta“nessun cambia
J}y mento di temperatura" . Se cio vale
7 e R per ogni p € E, diciamo che la funzio

e ne f & un integrale primo.

2.6.7. La seguente proposizione caratterizza un integrale primo di X.
PROPOSIZIONE Sia f : E >R una funzione differenziabile.
Le seqguenti condizioni sono equivalenti.

a) f & un integrale primo di X 3

b) per ogni soluzione cp I >E di X, @

(3c . f)(p) = D(f o cp)(o) =0

<df,)-(> = <Df, X7> =0

D. a)=> b). Ovvia.
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b= c¢). Sia ¢ :I-E, con c (o) =p, una soluzione di

X. Allora, &
<df,x>(p) = <DF(p) , X (p)> = <Df(c_(0)) » e (0)> = D(f o ¢ ) (o)

c)=> a). Ovvia .
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0  INTRODUZIONE

In questo capitolo, continuando il discorso sulla differenziabilita
di un'applicazione f : E + F, definiamo la "derivata seconda" di f

e, pild in generale, la "derivata di ordine k" di f, con k > 2.

In termini di vettori applicati, abbiamo allora le '2-applicazioni
tangenti e cotangenti' di f; osserviamo che in esse intervengono an-

che le derivate prime, oltre alle derivate seconde.

L'importanza delle 2-applicazioni tangenti e cotangenti di f &
data, anche, dal fatto che serviranno per definire, sui 2-spazi tan-
genti e cotangenti di uno spazio affine E, dei sistemi di coordina-

te indotti da quello definito su E.

Osserviamo inoltre che, passando alle varietd differenziabili, con
tinuano ad essere definite solo le 2-applicazioni tangenti e cotangen-

ti di f e non le derivate seconde.

Diamo, poi, la definizione di "equazione differenziale del 2° ordine"

(e.d.s.o0.) su E, come un campo vettoriale
X: TE - TIE

su TE, le cui "curve integrali"” I -+ TE sono la derivata della propria

proiezione su E. Ogni campo vettoriale X & caratterizzato dalle

sue due componenti orizzontale e verticale, essendo TTE = VvITE & oTTE.

Il teorema 3.3. 4 dice, sostanzialmente, che X & una e.d.s.o. se

e solo se la componente orizzontale & di un certo tipo fissato. Dunque,

le e.d.s.o. sono caratterizzate dalla componente verticale © o X

Y

che puo essere scelta arbitrariamente.
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1 DERIVATE SECONDE

0 Considerati due spazi affini E ed F, proseguiamo il discorso

sulla differenziabilitd di un'applicazione f : E - F.

Nel precedente capitolo abbiamo definito la derivata di f come
un'applicazione

Df : E - L(E,F)

Essendo E e L(E,E) spazi affini, ha senso parlare della differen

ziabilitd di Df.

Ora, supposto che Df sia differenziabile, & naturale precisare la
sua derivata: essa & detta 'derivata seconda'" di £. Iterando il proce
dimento si dad, piu in generale, la nozione di applicazione differenzia-

bile k volte.

Concludiamo tale paragrafo dando le applicazioni tangenti e cotan-
- * * - - - .
gent1 di Tf e T f facendo osservare che in queste nozioni entrano in

gioco, non solo le derivate seconde ma, anche le derivate prime.

3.1.1. DEFINIZIONE Sia f : E -+ F wun'applicazione differenziabile.

Se 1'applicazione

Df : E~L(E,F) v T ®F

é differenziabile, allora 1'applicazione

* 2

2

D°F = D(DF) : E - L(E,L(E.F))n L(E,E" @ F)p E'ef'®F  L°(E,F)

dicesi DERIVATA SECONDA di f

Pertanto, tenuto conto degli isomorfismi canonici precedenti, si

scrive



- 154 -

LD

Abbiamo anche

DF(p+h)(K) = DF(p)(K)+ D2F(p)(R,k)+o(psh) (k) VpefE, hkef,

dove o(p,h) & un infinitesimo di ordine superiore ad ||h|| .

3.1.2. Del sequente teorema omettiamo la non facile dimostrazione.

I1 lettore, a tale scopo, pud consultare [ 2 ] (teorema 5.1.1. pag.65).
TEOREMA Sia Df : E > L(E,F) un'applicazione differenziabile.

Allora, 1'applicazione bilineare sz(p) é simmetrica, per ogni

p € E, ossiaé

0% (p) (h,K)= D2F(p)(K.h)

3.1.3. Le considerazioni precedenti si estendono, per iterazione,

alle derivate di ordine k > 2 (se esistono) .
DEFINIZIONE

L'applicazione f : E > F si dice DIFFERENZIABILE K VOLTE se sono

differenziabili le applicazioni

f , Df, 0% e, ok s

Inoltre, f si dice "di classe t:k se & differenziabile k volte
k . C . : o
e se D f & continua. Conseguentemente, si dice di classe ¥  se, per

ogni intero positivo k, f & di classe Bk
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Le due proposizioni seguenti assicurano la differenziabilitd di
alcune notevoli derivate nella sola ipotesi che 1'applicazione di
partenza sia differenziabile almeno due volte.

3.1.4. PROPOSIZIONE Siano ET s E2 spazi affini.

Sia f : E] X E2 - F un'applicazione differenziabile 2 volte.

Allora, le applicazioni

noFo - E
0F X E, - L(E

sono differenziabili.

0. Infatti D,f e sz s1 ottengono mediante composizione delle

sequenti applicazioni differenziabili

By x By o L(EXE,LF) - L(E}LF)
£. x E of E.xE,.,F E..F
1 X 2 - L( ]X 2, ) - L(Eng) K

3.17.5. PROPOSIZIONE Siano F.I ed F2 due spazi affini.

Sia f : E - F,.xF2 un'applicazione differenziabile due volte.

Allora, le applicazioni

sono differenziabili.

] 2
0. Infatti Df e Df si cttengono mediante composizione delle
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applicazioni differenziabili

Df = = = .
E ST L(E Fyx Fy) - L(EF)

Df = = = = -
E > LESF xFy) -+ L(ESF,) .

3.1.6. Facciamo vedere ora 1'equivalenza esistente, in termini di
differenziabilita, tra la derivata di un'applicazione e la sua applica

zione tangente.

PROPOSIZIONE Sia f : E - F wun'applicazione differenziabile.

Allora, le seguenti proposizioni sono equivalenti.

o)
o
—h
m
¥
—
_——
mi
-
ull
S
9]

& differenziabile,

o
o —g
._.’
_..'.‘
_'
m
4
—
]
g

& differenziabile.

D. a) Sia Df differenziabile. Allora, Tf @& differenziabile.

Infatti

TF (pou)+(v,w) | = TF(p+v,u+w) = (F(p+v) , DF(p+v)(U+w))=

(F(p)+DF(P) (V)+31P,V),DF (p) (Ut )+D°F (0) (V, 4w ) 40" (p v ) (Ui

= (F(p),DF(p) (1)) + (DF(p)(V) » DF(p)(W) + D F(p)(vsa))s

(0" (ps¥) 5 DOF(P)(V,m))+ 0" (p,¥) (Ubw) =

TF(p,u) + (DF(p)(V) , DF(p)(w)+ DZf(P)(G,U))+0(D,u;v,W) ;

- -

dove il secondo termine & lineare rispetto a (v,w) ed o & un infi-

nitesimo di ordine superiore a (v,w) .

b) Sia Tf differenziabile. Allora, Df @& differenziabile.

Infatti,
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TE(p+v,u) = (TF)(p,ou) + D (TFAP,u)(v) + 0(p,usv)

dove

[ TE(pv,u) = (F(prv), DF(pV)(u)) = (F(P)+DF(R)(V) + 0’ (p,V),DF (p+V)(u))

AN

1

(f(p) » Df(p)(u)) ;

Tf(p,u)

¢ dove 0o € un infinitesimo di ordine superiore a v .

Quindi

Df(p+v)(u) = Df(p)(u) + = (D, (TF)(p,u))+ o(p,u3v) ,

da cui

sz(p)(&,é) = wZ(D1Tf)(D,i)(V)

3.1.7. Diamo ora la nozione di "seconda applicazione tangente" di f.

DEFINIZIONE Sia f : E - F wun'applicazione differenziabile almenc

due volte.

Dicesi 2-APPLICAZIONE TANGENTE di f o "applicazione tangente" di ~f

1'applicazione

TTf : TTE - TTf

data da TTF & (p,Usvow) = (TF(p,u) » D(TF)(p,u)(V,.w))

2.1.8. PROPOSIZIONE
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TTE(p,svow) = (F(p).DF(p)(U)s DF(P)(¥)s D°F(p) (4,7) + DF(p)())

«
D. Infatti, posto Tf =g, TE = M, TF = N, dobbiamo determinare

1'applicazione tangente

Tg : TM - TN

data da Tg : (q,z) » (g9(q) , Dg(q)(z))

Vagsz(p,ujeM , z=(v,w)eN.

Essendo g(q) = Tf(p,u)

i

(f(p) , Df(p)(u)), allora resta da deter-

minare
Dg (q) (z)

Per la proposizione 2.4.4., é

09(q)(2) = (0g'(q)(Z) » Da’(a)(Z))

dove si & posto

1 . 2_ 2

] - ] - 1 - - 1T, - - 1 - -
Dg (q)(z)=<Dg (q),z>2<Dg (p,u),(v,w)> = <D;9 (pyu),v> + <D,9 (pyuj,w> =

= <Dg;(p),9> + <Dg;(a),ﬁ> l) <Df(p),§> + <0 , Q>=<Df(p),v s

u - = 1 1 1, .
la) E 2 ExE %o F g-(P) = (9o J-)(p)= f(p)= Dg_(p)=Df(p

1b)

el B nail

P exE ¢ F g;(ﬂ)s(g]o Jp)(ﬁ)sf(p)=cost:¢ Dg;\ﬁj=o .
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2 - 2 - 2. - - - 2 - - 2. - -
Dg (q)(z) = <Dg (q),z>=<Dg (p,u)s(v,w)>=<019 (p>u),v>+<Dyg (pu),w - =

2 - 2.~ - 1) 2 - - -
= <Dgﬁ(p)sV>“‘“Dgp(u)’ w> =" <D f(p) , (u,v)>+<Df(p), w ~

#(Per comodita del lettore & ripetuta piu esplicitamente la dim. 3.1.€.

Dunque, 1'espressione della seconda applicazione tangente coinvol
ge la derivata prima, oltre alla derivata seconda. Possiamo "isolare"
quest'ultima, componendo la seconda applicazione tangente con la con

nessione affine.
3.1.8. PROPOSIZIONE Siano VITE ¢ TTE , oTTE ¢ TTE .
Sia f : E - F un'applicazione differenziabile due volte.

Allora, 1'espressione di T o TTf : oTTE - . TTF & data da

oTTE - TTE 'L TTF 5

(P37 ,8)e(p o5 750 F(p),DF (p) ()50 (p) () ,0°F (AT Yol (p),DF () (8)50,0°F(2)(Tv .

wITF

3.1.2. Possiamo ora esprimere la simmetria della derivata seconds, tra-

mite la 2-applicazione tangente e 1'involuzione canonica s.
PROPOSIZIONE

I1 seqguente diagramma

F g (p)E<Df(p),u.::Dgg(p)=<02f(o),iv essendo

[t I ]

p - Df(p)><Df(p)u- TR un'applicazione lineare.

<Df(p),u- = Dg?{ﬁj = <Df(p),u. essendo
5

i RO
p

«Df(p),> wun'applicazione lineare.
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TTE Tlf TTF
S A v S
TTE T?f TTF
dato da
- - - TTf - - 2 - - -
(fovyu,w) w (F(p),Df(p)(v)s DF(p)(u) , D F(p)(v,u)+Df(p)(w))
S t Is

(F,usvam) o (F(p),DF(p)(4); DF(p)(¥) » DZF(p)(d»v)+DF(p)(W))
TTf

é commutativo, ossia,é

TTf =5 TTf o s

In modo analogo a 3.1.7. si da 1'altra 2-applicazione tangente di f

7% - 1T%E - 177

data da T ¢ (p,u, v, (T F(pou) 5 DT F)(pou)(V,s)) -

3.1.10. Inoltre, se f & invertibile, allora abbiamo anche le nozioni

di "2-applicazioni cotangenti di f.

DEFINIZIONE Sia f : E > F un'applicazione differenziabile almeno due
volte ed invertibile .

Dicesi 2-APPLICAZIONE COTANGENTE di f 1'applicazione
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data da TTF : (p,Usv,w) » (TF(PsU) 5 (vsw)  D(TF)

o l'applicazione

™ot - T

data da TR 0 (pausvaw) = (TTF(pu)s (vuw) o D(TTF) (T f(p,u)) .

v

Poiché tali nozioni, in questo lavoro, serviranno principalmente per
1 sistemi di coordinate sui 2- spazi tangenti e cotangenti, faremo uno

studio pil approfondito e dettagliato di cid, nel 5° capitolo.
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2 CASI PARTICOLARI DI DERIVATE SECONDE

0 Sia E uno spazio affine.

Vediamo ora i casi piu interessanti , trattati di solito nell'ana

1isi classica.

Ossia, 1 casi f:R-R , f:R>E , f:E->R.
3.2.1. CASO f : R =R .

Sia f un'applicazione differenziabile almeno due volte. Allora,

per 1'isomorfismo canonico L(R,R) ~ R, la derivata seconda di f

DZf :R -+ R

¢ data da

DOF(x) (han) = DOF(x)h

Possiamo, quindi, considerare il differenziale secondo
2
df:R - TR
2 2
dato da d f @ x = (f(x),DF(x); Df(x),D7f(x))
Inoltre, Ta 2-applicazione tangente
TTf : TTR -~ TTR
é data da TTf (x,y;k,u)»(f(x),Of(x)y;Df(x]k,sz(x)ky+0f(x)p}

3.2.2. CASO f : R~ E .

Sia f una curva differenziabile almeno due volte. Allora, per
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1'isomorfismo canonico L(R,E) ~ E , la derivata seconda di f

sz R~

i

é data da Ddf(x)(A,u) = sz(x)Au

Dunque, 11 differenziale secondo di f

dzf : R - TTE

e dato da d2f ;X (f(x), Df(x) 3 Df(x) , sz(x))

. 2 . )
Possiamo comporre, allora, d f con la connessione affine

: TTR - VTTE, ottenendo cosi 1'applicazione

o dzf : R = VTTE

data da - o d%F X e (F(X) , DF(X) ; o, 0% (x))

Tale applicazione gioca un ruolo importante nella Meccanica Analitica.
Inoltre, la 2-applicazione tangente
TTf « TTR - TTE
é data da TTf - (x,y;A,u)w(f(x),Df{x)y;Df(x)A,sz(x)hy+Df(X)n}
3.2.3. CASO  f : E +R .

Sia f una funzione differenziabile almeno due volte. Allora, es-

3

sendo L(E,R) = £ , la derivata seconda di

2 + *
D f @ E

il

-

R E
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e data da
2 - - 2 -
D f(p)(usv) = <D f(p) , UV >

Inoitre, la 2-applicazione tangente di f

T TTE > TTR

¢ data da

(F(p),<DF(p) s> 5 <DF(p),v>,<D F(p)uei> + <DF(p).m> ).

TTF(p,u;V,w)
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3. EQUAZIONT DIFFERENZIALT DEL 2¥ ORDINE
0 Sie E wuno spazio affine.

Una "equazione differenziule del 2° ordine”" (e.d.s.o.) su E @& un

‘campo vettoriale X : TE -~ TTE 1le "cui curve integrali” I - TE so

no la derivata della propria proiezione su E,.

Ogni campo vettoriale X e »TE ¢ caratterizzata dalle sue due compo-
nenti orizzontale e verticale, essendo TTE = vITTE @ oTTE. Allora diamo
un teorema il quale, sostanzialmente, dice che X & una e.d.s.o. se e so
lo se la componente orizzontale & di un certo tipo fissato. Dunque, le

e.d.s.o. sono caratterizzate dalla componente verticale T , X , che pud

essere scelta arbitrariamente.

E' un procedimento che ricostruisce intrinsecamente le definizioni del=-

1'Analisi Classica.

3.3.1. DEFINIZIONE Sia I ¢ R.

Dicesi CURVA BASICA ogni curva €

)
—i
¥
._'
m

tale che

In tal caso la curva Pp oo c: I - E & detta 1a BASE di ¢ .

3.3.2. Caratterizziamo le curve basiche, pil esplicitamenrte.

<o

PROPOSIZIONE Sia ¢ : I - TE wuna curva € e sia yzp.oc:I~>E.

Allora ¢ @ una curva basica se e solo se

c=1(y, Dy).
D. Segue immediatamente dalla definizione 3.3.1.

3.3.3. Diamo, alliora, 1'importante noczione di e.d.s.o.
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Dicesi EQUAZIONE DIFFERENZIALE DEL 2° ORDINE su E ogni campo vet
toriale

-

X : TE - TTE

le cui curve integrali sono curve basiche, ossia tale che X soddisfi

la condizione

(c: I ~TE , dc

]
><
s}
O
~
—
9]
1]
o
——
i)
im
o]
]
—
—

In tal caso la curva

dicesi UNA SOLUZIONE di X

3.3.4. Una caratterizzazione delle e.d.s.c. & data nel modo seguente.
TEOREMA Sia X : TE » TTE un campo vettoriale su TE.

Allora, le seguenti condizioni sono equivalenti.

a) X éuna e.d.s.o..

b) Per ogni (p,a) e TE, €

)-((p,t_J) = (p,l.-l; aa .;) » CON Yy = S’(psa) €k
D. a) = b) .

Se (p,ﬂ) e TE, esiste una curva integrale ¢ : I » TE di i, tale

che

c(8) = (p,u) ,con 8 el

Allora, &
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FE
e quindi
X(p.a) = X(c(8)) = (X e c) (6) = de(e) = (v(8), Dy(e); Dy (8), D§ (2))
= (paa; a’;)

avendo posto y = Dzy(e) .

b) = a).

Sia ¢ : I - TE una curva integrale € di X. Posto

. 2 -
\"EDEOC ,65“3(: IF"E
allora, &

A, A, 4 - - " v
(ys,c3Cc,m oXec)=Xoc=c'=(y,c,Dr,Dc)
e quindi

n
¢ = Dy
da cui
¢ = (v, Dy) = dy= d(pE ° ¢)

Dunque, X & una e.d.s.o.

3.3.5. Tenendo presente il precedente teorema, & possibile caratte-
rizzare una e.d.s.o. in altri modi: uno di questi & suggerito dal se

guente teorema.

TEOREMA Sia X : TE - TTE un campo vettoriale su TE.
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Allora, le seguenti condizioni sono equivalenti.

a) X éuna e.d.s.o., o0ssia é

X(p,u) = (p,u; U, y(p,u)) , ¥ (p,u) € TE .

dove S & 1'"involuzione canonica

s « TTE - TTE

dove v @ 1'endomorfismo canonico
v ¢ TTE » VTTE

dato da v i (p,usv,w) = (p,u;o,v)

e V & il campo vettoriale di Liouville

=1

: TE » TTE

(pou) » (p,u;0,u)

=Z1

dato da

D. Infatti, per ogni (p,u) e TE, @

D) (Tpe® X)(psu) = Tp(PsUsu,y(pou)) = (Psu) = idec (pyu)

c) (s o X)(p,u) = s(p,u; u,y(p,u)) =

il

—_—
-’
-

| -
")
(@]
-
—
i
=1
—_—
o
-

[ =

d) (v o X)(p,u) = v(p,Us U,y(p,u))

|

—~
o
-

o
-

[
-

<
—
o
-

-
LN
—
11
>
—
el
>

o |
—
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3.3.6. Caratterizziamo ora una soluzione di una e.d.s.o.

TEOREMA Sia X : TE -+ TTE wuna e.d.s.o. . Sia y : I - E una

oo

curva T

Allora, le sequenti condizioni sono equivalenti.

a) v € una soluzione di X

b) E'

dy = X odv

0 equivalentemente

0%y = (r o X o dy)t

dove ~ & la connessione affine
r : TTE - VTTE
data da o U3V ,W 30,W)

D. a) = b) .
Se vy & una soluzione di X e
Y:pEoc .

dove c¢: I - TE & una curva integrale di X, ossia @&

e quindi
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b) = a).
Bisogna dimostrare che &
Y= Ppoec

Intanto, per ipotesi, é

dzy = dc ,

e quindi abbiamo

Dunque, una e.d.s.o.

roeX

@ caratterizzata dalla sua componente verticale

3.3.7. Possiamo considerare,allora, 1'e.d.s.o. privilegiata, la cui

componente verticale & nulla.

DEFINIZIONE

Dicesi EQUAZIONE DIFFERENZIALE DEL 2° ORDINE GEODETICA su E 1'unico

campo vettoriale © ”

dato da X : Uju,0

0, equivalentemente, 1'unico campo vettoriale XO tale che T o X = 0
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Allora, le soluzioni di io sono gli isomorfismi di spazi affini, 0ssia
sono del tipo

v{Xx)= p0+ AV, con P, € E, vetE

3.3.8. DEFINIZIONE Sia X : TE - TTE wuna e.d.s.o. .

co

Dicesi INTEGRALE PRIMO di X ogni funzione B
f:TE-R

tale che, per ogni curva integrale ¢ di X e

D(foC)=0

—

3.3.9. Possiamo caratterizzare gli integrali primi in termini di soluzio

ni, anziché di curve integrali.

PROPOSIZIONE Sia X : TE - TTE wuna e.d.s.o. . Sia f : TE -R una

funzione ¢ .

Allora, f & un integrale di X se e solo se per ogni soluzione , di
X e
D(f o dy)= o

3.3.10. Caratterizziamo, infine, g1i integrali primi mediante X, diret

tamente.

PROPOSIZIONE Sia X : TE - TTE wuna e.d.s.o. . Sia f : TE - R una
funzione €°. Allora, le seguenti condizioni sono equivalenti.
a) f € integrale primo di X
b) E' )
< df ,X>= 0
D. a) b) .

Sia (p,ﬁ) € TE esia ¢ : 1 -+ TE wuna curva integrale di X tale che
() = (pou) .

Allora, per la definizione di e.d.s.o., €

<df,X >(p,u) = D(f o ¢) ()
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O INTRODUZIONE

Finora 1'oggetto principale del nostro lavoro € stata la nozione di

spazio affine E, di dimensione finita.

Ora, introduciamo la nuova struttura di ''spazio affine euclideo', ot

tenuta fissando in E una moltiplicazione scalare.

Questo nuovo concetto € fondamentale, costituendo una tappa importan
te per la costruzione di un modello matematico dello spazio fisico, cioé,

per una formulazione assiomatica della Geometria Euclidea,

Questa nuova struttura induce, in modo naturale, gli isomorfismi tra

" - —*
E ed E , permettendo, cosi, l'identificazione degli elementi di E

con elementi del duale di E. Allora, & possibile definire 1'isomorfismo

*
di "Legendre'" tra gli spazi TE e T E .

Tale applicazione € un isomorfismo di fibrato, ossia induce una biie

zione tra le basi ed un isomorfismo tra le fibre.

La metrica induce anche un isomorfismo tra il fibrato dei vettori ver

ticali e quellse dei covettori orizzontali.

S1 potrebbero definire altri isomorfismi, ma non sarebbero generaliz

zabili al caso delle varietda differenziabili.

In questo capitolo definiamo,anche, altre applicazioni importanti
(per esempio, la "funzione metrica", la'co-funzione metrica', il "dif-

ferenziale verticale'", ...).

In Meccanica, la funzione metrica assume il ruolo di "energia cine-
tica", mentre 1'isomorfismo di Legendre stabilisce 1'equivalenza tra

1'espressione di moto sullo spazio delle "fasi'" (equazioni di Lagrange)
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LA '

e delle "cofasi" (equazioni di Hamilcon).

Tutte le nozioni qui introdotte sulla metrica sono facilmente genera

lizzab1li alie varietd differenziabili.
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1 METRICA

0 Sia E wuno spazio affine, di dimensione finita.

In questo paragrafo, introduciamo la nuova struttura di '"spazio af-

fine euclideo" ottenuta fissando in E wuna moltiplicazione scalare g,

ossia un tensore simmetrico non degenere, del 2° ordine

Dopo aver ricordato alcune nozioni introdotte nel capitolo o, defi

niamo 1'importante "isomorfismo di Legendre".

Tale applicazione viene trasportata, mediante 1l'applicazione tangen

#*
te, sugli spazi affini TTE e TT E.

Y
La metrica induce anche gli i1somorfismi g e g tra lo spazio ver
3 =

. . - * -
ticale VITE e lo spazio orizzontale oT TE, 1'uno inverso dell'altro.

Tali applicazioni si estendono, dunque, alle varieta differenziabili.

Definiamo poi la "funzione metrica™ g : TE R  la quale, in Mecca

nica, assume il ruolo di "energia cinetica'.

In Meccanica, invece, 1'isomorfismo di Legendre stabilisce l'equi-

valenza tra lo spazio delle "fasi'" (equazioni di Lagrange) e delle "co

fasi" (equazioni di Hamilton).

La funziome metrica g permette di definire il suo "differenziale

verticale" d g.
v

Diamo poi una proposizione che sard importante in seguito, in quanto
permettera di esprimere in coordinate la connessione affine T , median
te la metrica. Tale proposizione diventa, nel caso delle varieta diffe-

renziabili, la definizione di '"connessione (riemanniana o) metrica'.

Precisiamo infine, conformemente alle nuove notazioni, l'isomorfismo
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di Hodge che mette in relazione 1 volumi dei sottospazi di dimensione
p di E con i volumi dei sottospazi ortogonali di dimensione n-p,

con p < n, (se dim E = n) .
4.1.1. DEFINIZIONE

Dicesi SPAZIO AFFINE EUCLIDEO ogni coppia

(E, g)

dove

- £ & uno spazio affine, di dimensione finita .

L AL . . .
-g €eE ®E & un tensore simmetrico non degenere, del 2° ordine .

Si dice che 1o spazio affine & PROPRIAMENTE EUCLIDEQ se g & defini

ta positiva

D'ora in poi, scriveremo E al posto di (E,g) , se non ci sara pe

ricolo di confusione.
Sia, dunque, E uno spazio affine euclideo, di dimensione finita.
Ricordiamo alcune nozioni introdotte all‘'inizio.

4.1.2. 11 tensore

€ detto TENSORE METRICO (COVARIANTE) .

Esso & identificato alla forma bilineare g € L2(E) N E*(g E*

data da

*
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4.1.3. I1 tensore

dato da é(g,x) UV, ¥uyve E* ’

é detto TENSORE METRICO (CONTROVARIANTE)

4.1.4. 11 tensore metrico induce gli isomorfismi

1) ‘g E-E
dato da 'g 1 X = X
dove
<X,V> 2 X -V, ¥YvetE
2) gt BT -
dato da _ )
Ig _)_(_HX
dove _ %
<X,v> E Xt v, ¥vetk
Dunque, & -1 _
('g) ="9g

I tensori metrici controvariante e covariante sono legati tra loro dalla

relazione _
9=T("9 »'9 )(g)

4.1.5. DEFINIZIONE

Dicesi CAMPO TENSORIALE METRICO LIBERO COVARIANTE (risp. CONTROVARIANTE)
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1'applicazione costante (indicata con lo stesso simbolo)

g:E-~ E* @)E*
data da g:pwg
(risp. é E+EQE
data da g:prg )

Dicesi CAMPO TENSORIALE METRICO APPLICATO  COVARIANTE (risp. CON

TROVARIANTE) 1'applicazione (indicata con 1o stesso simbolo)

g:E~T.E

2
data da g:pe (p.g)
(risp. G :E-TE
data da g :pw (p.g) ) -

4.1.6. Dopo aver ricordato alcune nozioni, introduciamo 1'importante

"isomorfismo di Legendre".

DEFINIZIONE

Dicesi ISOMORFISMO DI LEGENDRE 1'applicazione
g: TE -~ T'°E

data da g: (p,u) = (p,u)

dove

[ =
1]
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Dunque, tale isomorfismo & una estensione di 'g . Tale applicazio
ne & un isomorfismo di fibrati, ossia induce una biiezione tra le ba-

si ed un'isomorfismo tra le fibre.

Lisomorfismo di Legendre viene trasportato, mediante 1'applicazione
tangente, agli spazi affini TTE e TTE. Dunque, abbiamo 1'applicazio

ne

Tg: TTE - TT°E

data da T g: (pyusv,w) » (PsE;Q, ) .

4.1.7. La metrica induce anche un isomorfismo tra il fibrato dei vet
tori verticali e quello dei covettori orizzontali. Altri isomorfismi ana
Toghi potrebbero essere definiti, ma non sarebbero generalizzabili al

caso delle varieta differenziabili.
DEFINIZIONE
Indichiamo con g 1'applicazione

. VITE » oT ' TE

b=

data da g : (PsU;0,W) » (P U; W0)
Indichiamo con E 1'applicazione inversa
g :o0TTE > VTTE

: (psUs ¥,0) & (p,U; 0,V)

e

data da

4.1.8. Introduciamo ora la " funzione metrica" g la quale, in Mec-

canica, assume il ruolo di "energia cinetica".
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DEFINIZIONE

Dicesi FUNZIONE METRICA 1'applicazione differenziabile

g: TE-+R

|~
ot
-

- ] - -
data da g« (psu)» —— g (p)(usu) =

Dicesi CO-FUNZIONE METRICA 1'applicazione differenziabile

data da " (psu) H“%— g(p)(u,u) = ‘%"E u o
- * A—
Dunque, é g =g9gog
. -
g=g g

Si noti che &

g (p,usv,w) = u - w , ¥ (p,a;Q,ﬁ) e TTE .
4.1.9. DEFINIZIONE Sia g : TE -R la funzione metrica.
Dicesi DIFFERENZIALE VERTICALE di g 1'applicazione

d9: TE >0 T*E

data da
d,3 1 (p>u) & (p,u3u,0)

4.1.10. Le precedenti applicazioni sono legate tra loro mediante i
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seguenti diagrammi

p q V d g
TE TE v
7N LN
WITE -1 oT™E VITE — = oT*TE
oo v \\N y
2 T g <5 >
\ R
£

4.1.11. La seguente proposizione sara importante perché permettera
di esprimere, in coordinate, la connessione affine T tramite la me-
trica. Inoltre, questa proposizione diventa, nel caso delle varieta dif

ferenziabili, la definizione di “connessione (riemanniana o) metrica.

PROPOSIZIONE
£

1) Dg = o
2)§01 =0,

(a8
(o]
<
1]
-
[

é 1'applicazione

T : TTE - oTTE

data da T ¢ (p,usv,w) » (p,U3V,0)

3) §.T7 =49,
dove r & la connesSione affine
r ¢+ TTE » oTTE

data da
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1) Ovvia, essendo g costante.
2) (§ o 1)(p>usv,W) = §(p,U3v,0) = T - 0=0 , ¥(p,usv,W) e TTE.

- - - - - - - - = -

g(p,us0,w) g(p,usvsw) V(p,ﬁ;&,ﬁ)eTTE

w
——
——
s

(o]

-
—
—
=
-

-
-

<
-

=
—

1}

L

oy
=

H

4,1.12. Continuando il riassunto di alcune nozioni introdotte al-
1"inizio, conformemente alle nuove notazioni, ricordiamo che indichia

mo con

la FORMA VOLUME UNITARIA (se dim E = n) .
4.1.13. Diamo, allora, la seguente definizione .
DEFINIZIONE

Dicesi CAMPO TENSORIALE LIBERO DELLE FORME VOLUME UNITARIE 1'applica

zione costante (indicata ancora con lo stesso simbolo)

|=
™
¥
=

data da n:pe-=n

Dicesi CAMPO TENSORIALE APPLICATO DELLE FORME VOLUME UNITARIE 1'appli

cazione (indicata ancora con lo stesso simbolo)
:E-n E
. n

data da n:pr (p,n)
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4.1.14. Infine, indichiamo ancora con * 1'applicazione

* : A\E~> A E
p n-p

data da * 1 (pst) » (psizn)
detta ISOMORFISMO DI HODGE. Tale isomorfismo gode della proprieta
k= (_1}p(n-p) ,con p<n.

Inoltre, tale isomorfismo induce delle tecniche di calcolo, indispen
sabili per poter definire alcuni operatori differenziali (per esempio

il "rotore", la "divergenza", ecc...) .

Ricordiamo anche la forma volume unitaria

neAE

mediante la quale si definiscono i relativi campi delle forme volume uni

tarie 1liberi ed applicati.
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0 INTRODUZIONE

I "sistemi di coordinate'" servono per interpretare uno spazio affine
come uno spazio numerico: essi svolgono, in esso, il compito svolto dal

le basi in uno spazio vettoriale.

Sia, dunque, E  uno spazio affine di dimensione n. Un sistema di

coordinate

su E & un "omeomorfismo", ossia un'applicazione biiettiva e continua,

insieme all'inversa x l. Sostanzialmente, ad ogni punto di E, x fa

corrispondere un'unica n-pla di numeri reali e viceversa. Il fatto che
tale applicazione debba essere un omeomorfismo, serve a garantire che la
traduzione in coordinate 'rispetti" tutte le proprietd topologiche dello

spazio (aperti, ecc...).
Su E @& possibile definire, mediante x, le "funzioni coordinate"

1 n
x : E - Ryeevevey, X ¢+ E->R

e le "curve coordinate"

x, tRXE-E, ......, x : RxE=>E
1 n

in numero pari alla dimensione di E. Si osservi che, assegnare il si-

stema di coordinate x & equivalente ad assegnare la n-pla delle fun-
. . . 1 n .~ . .

zioni coordinate (x*,...,x ). In base a cid si scrive anche

1 n
(X ,.00,%x )

»
[ H

mettendo cosl in risalto 1'equivalenza tra sistema di coordinate e fun
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zioni coordinate.

Inoltre, se X € differenziabile( e quindi anche le funzioni e le
curve coordinate lo sono), allora esso induce, per ogni punto p dello

spazio, una base

=]
1l

{ éxl(p),...,éxn(p)}

per 1 vettori di E una base

D

B* = (Dx'(p),...,Dx"(p)}

- %
per 1 vettori di E , 1'una duale dell'altra.

Allora, applicando le solite regole algebriche relative a tali basi,possia
mo rivedere in termini matriciali, per comoditd del lettore, tutte quel-

le nozioni che sinora sono state espresse con basi qualsiasi.

In particolare, possiamo dare la rappresentazione matriciale delle
derivate rispetto alle basi B e B* . Le matrici di rappresentazione
dei tensori, cosl introdotte, acquistano talvolta un interessante signi
ficato legato al sistema di coordinate. Per esempio, le "derivate parzia
1i" di una funzione risultano essere proprio gli elementi di matrice del

la sua derivata.

E' possibile estendere, in modo naturale, il sistema di coordinate

1 . . . ce
X £ (x, ...,xn) allo spazio affine TE, stabilendo una biiezione tra

2
esso e R“D

. Riusciamo in questo scopo, considerando 1l'applicazione
tangente di x. In tal modo, ad ogni elemento (P,;) di TE, si fa cor
rispondere le n coordinate x(p) = (xl(p),...,xn(p))e R" e le n com

ponenti secondo la base B, indotta da x .
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3*
in modo naturale si estende x, anche, allo spazio affine T E,

mediante ! 'applicazione cotangente di x.

#
Si osservi che su TE e T E vi sono anche sistemli di coordinate

non provenienti da sistemi su E,.

Dunque, possiamo esprimere in coordinate le equazioni differenziali

del 1° ordine, essendo, queste, dei campi vettoriali su E.

Se X & differenziabile due volte, & interessante lo studio del
le derivate degli elementi di B e B“E . Infatti, vedremo che tali de
rivate sono espresse mediante i "simboli di Christoffel " i quali risul
teranno nulli se x & un sistema di coordinate cartesiano, in quanto

tale sistema induce delle basi {costanti punto per punto ),

I precedenti calcoli permetteranno di esprimere, mediante i sistemi

di coordinate, tutte le nozioni date sinora in modo intrinseco.

Ora, se X & differenziabile due volte, & possibile estendere,

in modo naturale, il sistema di coordinate x ai secondi spazi tangen
. * . . . . w
t1 TTE e TT E, mediante le 2-applicazioni tangenti TTx e TT x ,
rispettivamente.
Ancora,in modo naturale, si estende x ai secondi spazi cotangenti
#* * ¥ R R . . . * * ¥
T TE e T T E, mediante le Z-applicazioni cotangenti T Tx e T T x,

rispettivamente.

Si osservi che anche sui secondi spazi tangenti e cotangenti di E
vi sono sistemi di coordinate non provenienti da sistemi su E. Sono an=-

che interessanti i sistemi di coordinate indotti da x, sugli spazi

*
vTTE e oT TE.
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Dunque, possiamo esprimere in coordinate le equazioni differenziali

del 2° ordine, essendo, queste, dei campi vettoriali su TE.

Se E € uno spazio affine euclideo, allora possiamo applicare anche

*
su g le solite regole algebriche con le basi B e B , indotte da

X. Dunque, si possono vedere, in termini matriciali, tutte le nozioni

. - - - . - oy _¥
del 4° capitolo, espresse mediante basi qualsiasi di E e E

- hk .
Le matrici (gij) e (g ), che sono 1l'una inversa dell'altra, so-

no molto interessanti, in quanto servono per 1l'espressione e per il cal-
colo in coordinate dei campi g e g , della funzione metrica ¢ e del

. . * . . . v
la co-funzione metrica g , delle applicazioni g e g, ecC....

~
Si osservi che la connessione affine I non dipende dalla metrica

(é definita anche se E non & euclideo), ma solo dalla struttura affine,

anche se la sua espressione in coordinate, pul essere data in modc tale

hk
da far comparire le matrici (gij) e (g ) . Cid dipende dal fatto

che i simboli di Christoffel possono essere anche espressi tramite la
derivata delle componenti di un qualsiasi campo tensoriale costante del

2° ordine, simmetrico e non degenere.



1 SISTEMI DI COORDINATE SU UNO SPAZIC AFFINE

0O I "sistemi di coordinate" servono per interpretare uno spazio af-
fine come uno spazio numerico. Essi svolgono, in esso, il ruclo svolto

dalle basi in uno spazio vettoriale.

In generale, sono definiti su aperti dello spazio affine ed hanno come
immagini aperti di uno spazio numerico. Perd, per semplicita di notazio-
ni, considereremo solo sistemi di coordinate definiti su tutto lo spazio
e aventi come immagini lo spazio numerico. La facile estensione al caso

piu generale € lasciata al lettore.

Concludiamo il paragrafo con le importanti nozioni di funzioni e di

curve coordinate su uno spazio affine.
Sia, dunque, E wuno spazio affine di dimensione n.
5.1.1. DEFINIZIONE

Dicesi SISTEMA DI COORDINATE su E un omeomorfismo

0ssia, un'applicazione biiettiva e continua, assieme all'inversa x

La biiettivita garantisce la corrispondenza biunivoca tra punti e coor
dinate. 0Ossia, ad ogni punto p di E corrisponde un'unica n-pla

x(p) di numeri reali e viceversa.

I1 fatto che tale applicazione debba essere unomeomorfismo, serve a
garantire che la traduzione in coordinate "rispetti" tutte le proprieta

topologiche dello spazio (aperti, ecc...).
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. . . , . n
Consideriamo, dunque, un sistema di coordinate x : E~» R

5.1.2. Diamo ora la nozione di "funzione coordinata" di  x, sem

. ) . n
plicemente componendo x con una funzione coordinata naturale su R .

DEFINIZIONE

Dicesi FUNZIONE COORDINATA I-MA di x 1'applicazione

data da i i
x o pr (7o x)(p)

i n . . . . .
(dove = :R - R & la i-ma funzione coordinata naturale (o i-ma

proiezione) del prodotto m”)

Naturalmente, le funzioni coordinate di X sSono n.

Se pek, gli n numeri x](p),...,xn(p) si dicono le "coor-

dinate"di p.

-

Assegnare un sistema di coordinate & equivalente ad assegnare la n-pla

delle funzioni coordinate. In base a ciG, si scrive anche

mettendo, cosi, in risalto 1'equivalenza tra sistema di coordinate e la
n-pla delle funzioni coordinate. Dunque, il seguente diagramma & commu-

tativo.
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1 , R
X
/,}'
e 2 r"
n
_'!T
Il S
X R

: . . 1 n . )
Si osservi che le funzioni x ,...,x sono continue, perché sono con
. . . .. 1 . PR
tinue 1'applicazione x e le proiezioni 7, ..,vn . Perd Ta continuita
. 1 n . e s s
di X ,...,X% non garantisce la continuita di  x.
5.1.3. Diamo ora la nozione di "curva coordinata" di E, semplice-

-1 . ) n
mente componendo @ X con una curva coordinata naturale di (R

Tale nozione, in un certo senso, €"duale” alla precedente.
DEFINIZIONE Sia pekt.

Dicesi CURVA COORDINATA J-MA, passante per p, di E T1'applicazio

ne

x. :R=>E

JpP

-1, 1 J n
data da xjp PAe X (X (P)seeesXT(P) ¥ Xs.aux (D))
ossia, data da
-

X‘}p = X ° ip

(dove c¢. : R R & la j-ma curva coordinata naturale di R', passan

JP
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IT termine "passante per p" & giustificato dal fatto che per x =0 ,

e

Dunque, la j-ma curva coordinata passante per p assegna, ad ogni
» €eR, il punto di E ottenuto bloccando tutte le coordinate, %ran-

ne la j-ma ed incrementando questa, di A, a partire da xJ(p) .
Naturalmente, le curve coordinate, passanti per p, sono n.

Si noti che le curve pr ""’an sono continue, perché sono con-

tinue 1'applicazione X e le iniezioni C]p""’cnp .
5.1.4. Se ¢ : R > E & una curva, si ponga
1 1 n n
C =X ocC:R->R,..., C =X oC:R->R.

Allora, la curva ¢ @& determinata dalle sue n "componenti"

¢ R

c o
R - E

N -

n ™ x" .

R
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5.1.5. Se poi f : E->R @& una funzione, allora f & determinata

dalla funzione

essendo 1
f=(fox )ox.

Dunque, i1 seguente diagramma & commutativo .

X R f o x_]
-
E -—-i—b e R
K\_ /l‘ "T
x-] " f o x
R

Abbiamo anche

foc=(fo x-]) o (xo0c)=(fo x_}) o (cT,...,cn) :

5.1.6. Possiamo dare una definizione pil generale di curva coordi-
nata.
DEFINIZIONE
Dicesi CURVA COORDINATA J-MA di E 1'applicazione
x, : R xE~E
J

data da X, (A,p) = x. (A R
5 (Asp) xJp()
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ossia, data da

X. =X 05,0 (id xx) tRXxE+RxR R ~E
J J R

(dove sj R xR"-R" e 1'applicazione data da

;003 M s a e Y LY o™ e R xR

5.1.7. PROPOSIZIONE Sia p € E.

Per ogni 1 e R, &

D. Infatti, ¥ » e R, &

(x' X, )0 = x XX (P)aees () * hsex™(p) ) =
(T ) () # hae () ) ) |
= xi(p) + AST .

5.1.8. DEFINIZIONE

Un sistema di coordinate x : E ~R" si dice differenziabile (di

classe %|<) se X e X sono differenziabili (di classe ¢ I<) .

5.1.9. Dunque, 1a seguente proposizione fa vedere che le funzioni e

: . . e : k
le curve coordinate di E sono differenziabili (di classe € ) .

PROPOSIZIONE Sia x : E a—Rn un sistema di coordinate differenzia-



)

bile (di classe % ) .
Allora 1le funzioni coordinate o ie curve coordinate di E  sono

differenziabili (di classe %fk)

D. Infatti 1le funzioni coordinate o le curve coordinate sono ot-
tenute componendo x o x~1 con applicazioni di classe €* . Allo

ra il risultatoc segue dalla regola della catena
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2 BASI INDOTTE DA UN SISTEMA DI COORDINATE

0 Sia E uno spazio affine di dimensione n e sia

1 n n . . . . .
X = (X s...,% ) : E+>R un sistema di coordinate su E, differenzia

bile.

In questo paragrafo, facciamo vedere che, essendo x differenzia
bile (e quindi, per 5.1.7. lo sono anche le curve e le funzioni coor

dinate), esso induce, per ogni punto p di E, una base di E e

* E - . .
una di E , 1'una duale dell'altra. Pid in generale, otteniamo una base

per 1 campi di vettori e covettori su E.

Tali basi, generalmente, variano da punto a punto. Vedremo, nel ca-
pitolo successivo, che se X @& un sistema di coordinate cartesiano,

allora esse non dipendono dal punto di applicazione.

5.2.1. Le n funzioni coordinate

x +:E-+R, ..., x : E->R
sono differenziabili. Dunque, possiamo considerare le loro derivate

Dx} : B - f*, cee Dxn : B~ E*

e i Toro differenziali

dati da dx] :p o> (p,Dx (p)) 5 «vus dx": p - (p,Dxn(p))

Inoltre, le n curve coordinate
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X :!RxE»E,...,xn:.R;-;E—rE

-
i

sono differenziabili. Possiamc, dungue, considerars le loro derivate

rm
2
rms

5}(] : s e

date da  8x, : p - Dx

0),..., X = Dx  {o)
1 (a 3 p n‘}

-l p : I
2 1 loro differenziali
ox, + E-TE , .., axn : £ - TE

dati da 8%, ¢ P > (Pa8Xy(p))saees BX 1 P> (psdx ()
Abbiamo, cosi, n campi di vettori ed n campi di covettori liberi

ed applicati su E.

5.2.2. Dimostriamo ora che, per ogni punto p & E, gli n vettori

. . 1,
Sx](p),...,ﬁxn(p) e gli n covettori Dx (p),...,Dxn(p) costituisco-

no , rispettivamente, una base di E e una di E*, 1'una duale dell'altra.
PROPOSIZIONE Sia p e E .

Allora

3 1 n

B(p) = ﬁsx}(p),...,ax o) e B (p)= {Dx (p},....0x (p)}

-

. . = - . .
sono basi di E e di E, rizpettivamente Inoltre, 1'una & la base dua

le dell'altra, ossia

i . .
<Dx (p) , Sx.{p; > = 3. , ¥

v

I
&2
—
A
[
-
L)
LA
—
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D. Per la regola della catena, 1'applicazione

data da X o X, X~ XT(p) + Aﬁ}

@ differenziabile ed &

i by .
< Dxi(p) 5 oxy(p) > = < Dx (xg (0)) 5 Dxy (0)>= 6, .

Dimostriamo ora che gli n vettori 5x1(p), cees axn(p) di E e

gli n covettori DxT(p),...,Dxn(p) di E¥ sono linearmente indipen-

denti.

Sia
1 n - 1 n
a (p) 6x1(p) + ..40 (p)éxn(p) =0 con a (p)s..., @ (p) eR .
Allora, &
i i - .
a (p) =< Dx (p), 0>=0 s ¥ g iz n .
Sia
1 n
B, (P)Dx (p) + ... +8 (p)Dx"(p) =0 , con 8,(p),..., B (P) €
Allora &
Bj(p) =< 0 , éxj(p) > =0 , YisJjsn.

Dunque, B(p) e B*(p) essendo costituiti da un numero di elementi

indipendenti, pari alla dimensione di E, costituiscono una base di E
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- ¥
e una base di E', 1'una duale deli'altra.
Naturalmente,gli insiemi

* 1 n

B(p) = {axl(p),...,axn(p)} e B (p)={ dx (p)s..., dx (p)}

costituiscono una base per i vettori applicati di TE e una per i covet

tori applicati di T*E, 1'una duale dell'altra
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3 ESPRESSIONE IN COORDINATE DEI CAMPI TENSORIALI
0 Sia E uno spazio affine di dimensione n e sia x : E »R"

un sistema di coordinate su E, differenziabile.

Abbiamo visto che se x & differenziabile, esso ijpnduce, per ogni
- - - . = . . - _*
punto di E, una base per i vettori di E e una per i covettori di E

1'una duale dell'altra.

Allora, é possibile esprimere, in coordinate, gli elementi di E e

—%
E mediante tali basi. In particolare, possiamo dare la rappresentazio

ne matriciale delle derivate rispetto a queste basi. Le matrici di rap-
presentazione dei tensori, cosi introdotte, acquistano talvolta un inte-
ressante significato legato al sistema di coordinate. Per esempio, le
"derivate parziali" di una funzione risultano essere proprio gli elementi

di matrice della sua derivata.

Sia, dunque, B(p) E{5x1(p),...,6xn(p)} una base di E e

B¥(p) = (X' (p),...,Dx"(p)} una base di E*, 1'una duale dell'altra.

Indicheremo i campi liberi ed applicati con gli stessi simboli.

5.3.1. PROPOSIZIONE Sia X : E > E un campo vettoriale libero su

E e X:E-E un campo covettoriale libero su E.

Allora, per ogni p € E, é

X (p) = X'(p) 8x;(p) ; con X'(p)s...X"(p) € R,

X(p) = X.()0x'(p) con X, (p)s...oX (p) € R,
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dove

Scriviamo anche

><1
I
><
[=)
>
“

| ><
]
><
Y
o
>

Considerati i campi applicati X : E>TE e X : E = T'E su E,

—

abbiamo anche le seguenti espressioni

X = X' ax.
;

X = X.dx1 .
- 1

dove

X =<dx , X>= <Dx’ , X >,

>
[
A
>
~
Qo
>
A
|

<‘)£ . Gxi >

5.3.2. Dunque, 1'espressione in coordinate di un'equazione differen-

ziale del 1° ordine X : E - TE su E , &
X = X1ax.
;

Facciamo, ora, uno studio in coordinate delle applicazioni differen-

ziabili piu interessanti.
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1) CASO f :R>E .

5.3.3. PROPOSIZIONE Sia f wuna curva differenziabile . Sia A €R,
f(x) = pekE.

Allora, &
DF(A) = DF' (1) 6x, (p)

0ssia
Df = Df‘(sxi o f)

D. Assegnare f equivale ad assegnare le n funzioni reali differen
ziabili (5.1.4.)
f =2x of:R->R , ¥1gign.

Allora, posto
i 1 n
DF(x) = o (A)éx,(p) , con a (A)y ..., a (A) €R,
per la regola della catena, &

a (A) = < DX (p), DF(A)> = D(x o ) (1) = DF (1) .

Abbiamo anche
df = Df‘(axi o f)

con i i i
Df = <«dx ,df > = < Dx , Df>

5.3.4. Dunque, possiamo caratterizzare una curva integrale di una

equazione differenziale del 1° ordine
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PROPOSIZIONE Sia X = Xjaxi un'equazione differenziale del 1° or-

dine su €. Sia ¢ : R » E una curva differenziabile.

Allora ¢ & una curva integrale di X se e solo se &

2) CASO f : E R .
5.3.6. PROPOSIZIONE Sia f una funzione differenziabile.

Allora, per ogni p € E, &

0ssia

D. Infatti, posto
Df(p) = 8,(PIOX'(P) 5 con B, (P)s.ns B (p) €R,

per la regola della catena, &
8;(p)= <Bf(p), dx;(p)> = D(f o x; )(0)={ax..T)(p)

Abbiamo anche

df = {ox.. f) dx

dove

(sx.. f) = <df, 3x1.>5< Df, 5x7. >
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5.3.5. Diamo, allora, la sequente definizione.
DEFINIZIONE

Dicesi DERIVATA PARZIALE di f, rispetto alla i-ma curva coordinata

di E, 1'applicazione

(axi. f) : E-+R

data da
(Bxi' fy:p >D(fo xip)(a)

Ossia, (axi . f) & la derivata della funzione reale di una variabile

reale ottenuta facendo variare in f solo la i-ma coordinata.

5.3.7. Possiamo ora caratterizzare un integrale primo di una equazione

differenziale del 1° ordine.

PROPOSIZIONE Sia X = X1axi un'equazione differenziale del 1° ordine
su E. Sia f : E -+ R wuna funzione differenziabile.

Allora, le seguenti condizioni sono equivalenti.

a) f @& un integrale primo di X .

b) E'
(axi.f))(1=0 s ¥ 1 <i <n
D. a) &> b).
E' <df,X> =0 f & un integrale 1° di X ;
inoltre:

<df,X> = <(ox..fldx XJaxj> = (ax,.f) X'
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5.3.8. Dalla regola della catena segue un interessante risultato.

PROPOSIZIONE Siano ¢ :R - E ed f : E - IR due applicazioni

differenziabili.

Allora e
D(f oc) = (axi. f) o che'.

D. Sia xelR, c(r) =pekE. E

D(F 0 €)(3) = DF(p) © De(x) = (ax;-FI(PIOC’ (1) Dx'(p) . ox,(p)> -
=(ax,.F)(p)DC' (1)

3) CASO f:RxE -E.

5.3.9. PROPOSIZIONE Sia f wun'applicazione differenziabile, tale

che fo = 1dE.

Allora é

sF =(5f1)5xi,

5f =(6f1)axi,
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dove
i i i
§f = <Dx ’ §F> =<dx y af > .
5.3.10. I casi precedenti rientrano come studio, pil generale,di
una applicazione differenziabile tra due spazi affini di dimensioni

finite.
Siano dunque

- £, F due spazi affini di dimensioni n, m, rispettivamente;

- f:E~>F un'applicazione differenziabile;

y = (y],...,ym) : F>R" un sistema di coordinate su F, differen

ziabile;

pek, f(p) =qer ;

1 .
B(q) = {ay1(q),...,6ym(q)} s B*(q)s{Dy (q),...,Dym(q)} due basi, ri

spettivamente, di F e F', 1'una duale dell'altra.
Allora sussiste la seguente proposizione.
PROPOSIZIONE

Gli insiemi

8*(p) ® B(q)

n

1 j \ .
(DX (P) ® 8y;(a)--.0x (p) ® 8y, () --..0x" (p) ® éy_(q)}

B(p) ® B*(q)

(65 (PY ® DY () v e a8, (5) @ DY (2)s - 18% (p) @ Dy"(a))

costituiscono una base di E ®F e di E®F ., 1'una duale dell'altra.

Allora &



- 207-

DF(p) = (ax,. )(p) DxX(p) ® sv,(a)
dove si é posto
- f. =y of:E->R,
- (ax,. £)(p) = < Dy'(a) » DF(P) (5x,(p))>

Sinteticamente, scriviamo anche

F = (3x;. £1) Dx ® (oy o f)



- 208 -

4  SISTEMI DI COORDINATE INDOTTI SUGLI SPAZI TANGENTI E COTANGENTI

0 Sia E uno spazio affine di dimensione n. Sia x : E +R"

un sistema di coordinate su E che, per semplicitd, supporremo di

classe ©

E' possibile estendere, in modo naturale, tale sistema di coordi-
nate allo spazio affine TE, stabilendo una biiezione tra esso e Rzn.
Riusciamo nel nostro scopo considerando 1'applicazione tangente di
X. In tal modo, ad ogni elemento (p,;) di TE, si fa corrispondere

le n coordinate x(p) = (xl(p),...,xn(p)) €eR? e le n compo-

nenti secondo la base B(p)

{le(p),...,dxn(p)} di E, indotta da x.

Allo stesso modo, tramite l'applicazione cotangente di x, si di
‘ - . - -
su T E un sistema di coordinate indotto da x.

. . * . . . . .
S1 osservi che su TE e T E vi sono anche sistemi di coordinate

non provenienti da sistemi su E.
5.4.1. PROPOSIZIONE

L'applicazione tangente di  x

Tx : TE >R =p" xR

data da Tx :(p,u) » (x(p), <Dx(p),u>)

@ un sistema di coordinate su TE di classe ‘e“

. AP .. R -1
D. L'applicazione Tx & una biiezione, la cui inversa & T(x

)

Inoltre, Tx e T(x™!) sono di classe @€~
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Si noti che la prima n-pla caratterizza univocamente il punto

p eE di applicazione, tramite x, mentre la seconda caratterizza

univocamente i1 vettore u € E .
Studiamo le funzioni coordinate di Tx.
5.4.2 ., Ricordiamo che, dato il fibrato tangente <E E(TE,pE,E) di

E, i1 rilevamento (; : TE +-m”) di x secondo pE é dato da

x(p,u) = x(p) , per ogni (p,u) € TE.
Inoltre 1'applicazione x : TE »R" & data da
x(p,u) = <Dx(p),ﬁ > , per ogni (p,ﬂ) e TE .

5.4.3. Dunque, abbiamo la seguente proposizione .

PROPOSIZIONE

E 1

Pil precisamente &

Tx 2((Tx) s ™)™ ) ) ) = s K L

Tt

mettendo cosi in risalto 1'equivalenza tra il sistema di coordinate su

TE e la 2n-pla (X ,e.0nk 3 X 5 vuey X ) .

Allora le funzioni coordinate su TE sono le 2n applicazioni diffe-

renziabili
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(Tx) =4 op o Tx: TE +R
M) 2 ™ sl o pl e Tx: TESR
V1 cien,
date da (1x) (p,1) = x ' (p)
(1) (p,0) = <0x' ()i

per ogni (p,ﬁ) e TE

2 n

(dove p] R xR SR e p : R x R" +R" sono le proiezioni date

da

1
—

P]()\ s H ) = A ’ pz()\sl-l) , ¥ (}‘sp) EarX [Rn ) .
D. Infatti, per ogni (p,a) e TE, &

(r o g o TX)(p,0) =

[}
_—
=

(7x)" (p, i)

i

(Tx)" (p,1)

1]
=
-

o
x
-
o
g
_—
-y
S
g
[H]
juw)
-
=

(n' o p? . TX)(p,i)

5<Dx1(p),ﬁ >

5.4.4. Studiamo ora le curve coordinate di TE.

PROPOSIZIONE

Le curve coordinate su TE sono le 2n applicazioni differenzia-
bili
(Tx)i 3_11 R x TE » TE
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(Tx)_ ~ ii R x TE - TE

1

date da

_ _ . . i ) " ~
(Tx)i(?‘;pau) = (Tx) 1()(](p),...,x1(p)+}\,...,xn(p};<Dx (p)su>..,<Dx (p),u> )

- - , 1 - ' ~ n, =,
(Tx) (xsp,yu)=(Tx) 1(x (p),...,xp(p);<Dx (p),u>,...,<Dx1(p),u>+A,..<Dx (pyu> )

i

Si noti che i1 simbolo corretto & (Tx)., e (Tx)n+i . La notazione

.i

Xi e ii € un abuso di linguaggio; perd in seguito per semplicitad di
notazione, faremo uso solo dei simboli ii e ii.

Fissato (p,u) € TE, si hanno le 2n curve coordinate passanti per

(p»u)
Xi(p,a) R - TE
X, - R = TE,
i(p,u)
date da
)‘1(p’a)(}‘) = X.'()\;pﬁu_) ]
- V= v (Wn U
1(p,U)( /= X.i\"'spad} s

¥ 1 efR.
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v
Sostanzialmente 1la i-ma curva coordinata x., -, , passante per

i(p,u)

(p,u) € TE, assegna, ad ogni A eR , il punto (q,u) e TE ottenuto
bloccando tutte le coordinate, esclusa la i-ma ed incrementando que

sta di A a partire da X (p,u)

Invece la n+i-ma curva coordinata ii -., passante per (p,ﬁ)

(p,u)

assegna, ad ogni A, il punto (p,v) e TE ottenuto bloccando tutte

le coordinate, esclusa la n+i-ma ed incrementando questa di X a

partire da % (p,u) .

5.4.5. Poiché le 2n funzioni coordinate §],;..,§n; i],...,in di

. v v - - L]
Tx e le 2n curve coordinate XpsewesX s XypeeenX o SU TE sono dif

ferenziabili, possiamo definire una base per i campi di covettori su
TE e una base per i campi di vettori su TE, 1'una duale dell'altra,

indotte da Tx.

Dunque, per la regola della catena, le 2n funzioni coordinate di Tx

vi -

x : TE >R , x :TE = R
date da
X't (p,u) » X' (p) : X' i (psu) = < Dx'(p),u >

sono differenziabili. Possiamo, quindi, considerare i loro differenzia-
14

X' : TE - T'TE : dx' : TE - TME

dati da



I
[l
—
L

i

vi - - i, - i - - i, =
dx ¢ (p,u) » (p,usbx (p,u) , dx = (p,u) e (p,u;Dx (p,u))

: - I D o oned -
L'espressione esplicita di Dx (p,u) e di Dx (p,u) verrd data

in sequito (5.5.3.) , (5.5.4) .
Per 1a regola della catena, la 2n curve coordinate su TE
ii R xTE - TE , X, :RxTE -TE

1

sono differenziabili. Dunque, possiamo considerare i loro differenziali

aii . TE » TTE - , aii : TE - TTE

dati da

W - -

;1 (pou) w (paussky(pou)) s 3%, 1 (psu) b (paUssk, (PsU))

v - . - - -
L'espressione esplicita di Gxi(p,u) e di éxi{p,u) verrd data in

sequito (5.5.6.), (5.5.7.)

Dunque, abbiamc 2n campi di covettori su TE

. Mi vn a] .n.
{dx ,...,dX 5 dx ,...,dx

e due campi di vettori su TE

Essi costituiscono (5.2.2.) una base per i campi di ccvettori e di
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vettori su TE , 1'una duale dell'altra.
5.4.6. PROPOSIZIONE Sia f : R -+~ E wuna curva differenziabile.

Allora e

%' o df = <dx',df> = Df’

D. Infatti, ¥ e R, &

(1o dF)(1) = X' (F(1),DF(1))=< DX (£(1)),DF(2)> =< Dx ,Df> (1) =

<dx',df> (1)

5.4.7. PROPOSIZIONE Sia f : E »R una funzione differenziabile.

Allora &

v

£ - (axi.f)ii .

D. Infatti, per ogni (p,ﬁ) e TE, &

v

F(poi)z< DF(p),i> = (ax, .F)(p)Dx (p) > =[ (3x,. F)X'] (p,1)

5.4.8. PROPOSIZIONE Sia f :R x E ~+ E un'applicazione differenziabi
le tale che f_ = id_ .
0 E

Allora é

.| i
X o 3af = <dx , 3f>

;
D] (x o f)o

D. Infatti, per ogni p e E, &
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(' 2 aF)(p) = K (p 6F(p)=< DX (p), 6F(p)>=< DX', &f>(p) =

<dx', 3f> (p)

i

5.4.9. PROPOSIZIONE Sia F wuno spazio affine di dimensione m.

m . . i X
..,y )+ F >R  un sistema di coordinate su F di classe

w?
v
s3]
<
1
<

< . Sia f : E - F wun'applicazione differenziabile.

Aliora &
] i
y o Tf=f
gt e TE = (axi.f1) .

D. Infatti, per ogni (p,a) e TE, &

TR () = 7 (R().DF(R) ()Y v (F(p)) = £ (p) = f (p.d)

i
<
—+
Ty
=]
-
o
-_h
————
-
o
—
c
e
S
mn
<
]
el
A ]
Lew)
_’.,
——~—
o
S
_—
=
e
p—
it
A
o
<
—~—
S
o
-+,
———
o
S
—_——
c
S
v

i -
(y = Tf)(p,u)

5.4.10. Estendiamo, in modo naturale, il sistema di coordinate x

allo spazio T*E, stabilendo cosi una biiezione tra esso e mZn
PROPOSIZIONE

L'applicazione cotangente di x
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data da

T+ (psu) = (X(p), u o px” (x(p)) )

[>2]

- . . . * .
& un sistema di coordinate su T E di classe ©

. . * R e . I . % =]
D. L'applicazione T x & una biiezione, la cui inversa é T (x )

-1 m

Inoltre, T*x e T*(x } sono di classe ®©

Si noti che la prima n-pla caratterizza univocamente il punto p € E
di applicazione, tramite x, mentre la seconda caratterizza univocamente

: =%
il covettore u e E

Studiamo le funzioni coordinate di T*x .

5.4.11. Ricordiamo che, dato il fibrato cotangente T*EE(T*E,qE,E)

di E, i1 rilevamento (; - »-m”) di x secondo A e dato da

X(pou) = x(p)  , per ogni (p,u) € T'E .

Inoltre, abbiamo le n applicazioni ki : T'E =R date da
X;(p,u) = <u, 8x.(p) >, per ogni (p,u) e T .

5.4.12. PROPOSIZIONE

L. . * X e . L
Le funzioni coordinate su T E sono le 2n applicazioni differenziabi
19

T = e L LT T ES R,
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D oce et : T'E-R,
1

T ) = x(p)

(T*X) (pyu) =< u, Gxi(p) >

-
i

i

per ogni (p,u) € T°E .

Dunque, e

* % 1

T x =((T x) %! X"

(TN T (T ) = (XWX THRN
1 n

mettendo cosi in risalto 1'equivalenza tra il sistema di coordinate su

.'\1 o
T'E e la 2n-pla (X ,....,%"; % % ) di coordinate.

EERRE
0. Infatti, per ogni (p,u) € T*E, e

1 i1 % 1

750 (pau)z (7hop o TX)(pat) = (¢ o x)(p)zx (p)

¥ -

(T _(pu)z <e,

. .
S0 T (D) = <, v e 0XT (x(p)) - =
1

. : . . N
1) Considerata la i-ma curva coordinata naturale di R ,passante per

x(p) = c. (o)
P c. :R- R
Y
1 i n
data da Cap’ Ao (X (p)see X (P)tAs..aux (P))

. - N . . .
abbiamo Dcip(o) = e5,dove ey & lo i-mo vettore della base canonica di R .



- 218 -

"
|
Q
o
=
]
———
>
——
=]
=
———
[15)
p—
M
=
(o]
(]
———
>
[o]
I's)
e
———
o
1l
|
[o]
(@5
=
P
©
s
e
"

5.4.13. Diamo ora le 2n curve coordinate su T*E .
PROPOSIZIONE

: * . C e s s
Le curve coordinate su T E sono le 2n applicazioni differenziabili

(T*x)i X iR X ' - T'E

(T*¢) 7 = ko TR x ' - T

date da

(T 05 psw) = (1) 7 0 () ox! ()X ()5 <85, (9)2 - su8% (B

(T'%) (A;p,g)=(T*X)'}(x1(p),..,xn(p);<g,6x1(p)>,.-,<g,6xi(p)>+k,--,<g,6xn(pJ

: X s Lk * N+ .
Si noti che i1 simbolo corretto & (T X)i e (T x) . La notazione

~ B v . L. .
X, & x &un abuso di linguaggio; perd,in seguito, per semplicitd di no-

R

tazione, faremo uso solo dei seimboli X. s X
i

. * .
Fissato (p,u) € T'E, si hanno le 2n curve coordinate passanti per

(pyu)
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date da
Xi(p,g)(}) = X.i();p!u) b
XT(D,E)(A) = X.i(*’;psu) ’
¥ - eR

n

Sostanzialmente la i-ma curva coordinata x.

i(p,u)

, passante per

(p,u) € T*E, assegna, ad ogni A € R, il punto (q,u) € T*E ottenu

to bloccando tutte le coordinate, esclusa la i-ma ed incrementando

questa di » a partire da §1(p,£) .

+ - * A *r’
Invece, la n+i-ma curva coordinata x. » passante per (p,u)e T t,

i(p,u)

: . *
assegna ad ogni 2 eiR, il punto (p,v) € T E ottenuto bloccando tut

te le coordinate, esclusa la n+i-ma ed incrementando questa di
a partire da ii(p,g) .

n

5.4.14. Poiché le 2n funzioni coordinate i],...x ; i],...,in di

* . . -, . * .
T x e le 2n curve coordinate x1,...,xn;x],...xn su TE sono diffe
e . - : s . +
renziabili, possiamo definire una base per i campi di covettori su T E

e una per i campi di vettori su T*E, 1'una duale dell'altra.

Dunque, per la regola della catena, le 2n funzioni coordinate di

T*x

date da x| ((pyu) ~ x1(p) , X, =(p,u) » < u, $x.(p) ~

sono differenziabili. Possiamo, quindi, considerare i loro differen-
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ziali
T - T , k. e - %77
dati da
8t (pu) ~(pousD (pa0)) » di: (pau) =(paus DX, (pau))

i

L'espressione esplicita di D§1(p,g) e Dii(p,g) verra data in

sequito (5.5.9), (5.5.10.).
Per 1a regola della catena, le 2n curve coordinate su T*E
IRXTESTE % RxTE- TE
sono differenziabili. Dunque, possiamo considerare i loro differenziali
5%, ¢ TE - TT°E , ok o TE - TT'E
dati da 0, (Pst) = (PoU38x, (PsU)) s 3K 1 (Pou) r(pous ek, (pou))

L'espressione esplicita di aii(p,g) e éii(p,g) verra data in

sequito (5.5.12) , (5.5.13).
Dunque, abbiamo 2n campi di covettori su T*E

{d§1,...,d§n; dX. ,...dx !}
1 n

e 2n campi di vettori su T*E



-221 -

Essi costituiscono (5.2.2.) una base per i campi di covettori e vet

-

toti su a*E, 1'una duale dell'altra.

5.4.15. PROPOSIZIONE Sia f : E - [R wuna funzione differenziabile.
Allora e
X, o df = <df, 9x,> = D,(f o x.) = ax..f

i i ] i‘o i

D. Infatti, per ogni p e E, &

(RT' > df)(p) = ki(p’Df(p)) = <Df(p), (SX_i(p) > = < df, BX_E> (p)

5.4.16. PROPOSIZIONE Sia f :R x E > E wun'applicazione differen-
ziabile.

Allora é

f = :
(6 ) ><.I

D. Infatti, per ogni (p,u) € T*E , 8

f(pon) = <u, 5F(p)> = oF (p)eu,ox, (p)> =[ (5F)i] (pu)
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5 DERIVATE DELLE BASI

X . .. . . n .
0 Sia E wuno spazio di dimensijone n. Sia x : E >R un si-

stema di coordinate su E, di classe €”. Siano B(p)z{éx] (p),..,axn(p)-

e B*(p)z {Dx1(p),..,Dxn(D)} le basi di E e E, indotte da x.
Abbiamo visto (1.5.%.) che B*(p) ® B(p) e B(p)® B*(p) sono

le basi di E*®E e E@E* , indotte da B(p), 1'una duale dell'al

tra e che B (p) ® B(p) e B(p) ®B(p) sono le basi di E @E e

T®F indotte da B(p) l'una duale dell'altra.

Dunque, possiamo esprimere ogni tensore misto di tipo (l,!) ¢ ogni

tensore covariante del 2° ordine secondo tali basi.

[s.5]

In particolare, essendo x di classe € , possiamo esprimere 1

tensori

—* —-—
Déxl(p),...,Déx (p) EE ®E
n

e 1 tensoril

21 2 -
D X (p), ..., D% () k" (p) €E @

i
#*

DDXl(p)
5.5.1. PROPOSIZIONE

Per ogni 1 <is<sn , &

9
(@]
=
———
g=’
-
"
—
—
;""\
pe]
—
o
>
.
_—
-
S
(o)
>
=
——
o
pa—
-

per ogni 1 <kg n , &
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.3 .
dove gli n  numeri

3 (P) = DX p), (& xy(p).D(p))>= DK (p), (6%, ()%, (p))>2-c] (o

si dicono SIMBOLI DI CHRISTOFFEL .

Dunque, &

. ) . . . . . k .. ..
D. Dimostriamo la relazione tra i coefficienti Cij e 1 simboli di

Christoffel r:j .

E'

Allora, per la regola di Leibnitz, &

o
1}

Dﬁj. = D<Dxi(p), ij(p)> D <02x1(p),6xj(p)> + <Dx1(p),06xj(p) =
. X ) .
= <Cp () DX (p) @ Dx(p) »6x;(p)>+Dx’ (p).ry (p) DX'() @ 6x (p) =

. | .
= epy (PYDX (), %, (p)>+17 (p)< DX (), sx,(p) >10X"(P) =

i i i i
Cp(P) * Tip(p) = 15 (p) = - ¢ (P)

- < >

N E - 3 o R
p = (DX'(p) » % (p)) <ox’(p),6xj<p)>-

2) L'ugquaglianza & lecita in gquanto 02x1(p) € simmetrica.
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In un sistema di coordinate cartesiano, i simboli di Christoffel

sono nulli.

Cio & dovuto al fatto che le basi indotte da tale sistema sono

costanti punto per punto.

5.5.2. Ricordiamo che i differenziali delle funzioni coordinate

i i . .. ,
X, X di Tx sono i 2n campi di covettori su TE

dx’ : TE > T*TE dx' . TE - TTE

.r-; - i — ]

dati da d% :(p,u)» (p,usDX (p,u)), dX :(p,u)» (p,u3DX (p,ii))

Esplicitiamo, allora, le derivate Di1(p,ﬁ) e Di](p,ﬂ) .

5.5.3. PROPOSIZIONE Sia i} : TE -+ IR 1la i-ma funzione coordinata

di Tx data da X (p,u) = x' (p) ¥ (p,u) e TE .

Allora, &
<Di1(p,ﬁ) . (;,ﬁ)>= <DX1(p),G> , ¥ (Q,ﬁ) € ExE .

D. Per comoditad , rifacciamo la dimostrazione gia data in 3.1.8.

E i

DX (Pyu)s(V,W)> <D1i’(p,a),i> + <DX (p,u).w> =

2

D(x' o pg oja)(p),6>+<o(x‘opE 3 ) U) =

<Dx1(p),6>+<2,ﬁ> = <Dx](p],;> .

5.5.4. PROPOSIZIONE Sia i1 : TE »R 1la n+i-ma funzione coordi-
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nata di Tx data da

k1(PsD) = <Dx1(p),ﬁ > , ¥ (p,u) e TE .
Allora é

DX (p,U), (Vo) > = - F;-k(p)wx%p),G><Dx“(p),9>+<0x‘(p),v’«> ,

V(v,w) e E x E °

D. Per comodita rifacciamo la dimostrazione gid data in 3.1.8..E°

DI (p5U)5 (VoW)> = <DYK (pad) 5 V> DK (pyd) 5 W =

<Dk (p),v> + <D*;(G),&> D% (p)(v) 0> + <Dx (p),i » =

u

i -T;k(p) <DXJ(p)=a> <ka(p)=0> + <DX1(p),\;'>
5.5.5. Ricordiamo che i differenziali delle curve coordinate

ii , ki su TE sono 1 2n campi di vettori su TE

aii + TE » TTE 0%, ¢ TE > TTE

Dunque, & _ 2 i - i
<,2>0Dx =Xx- = <D'x (q),z> = Diz (a)
_ i
1) £ DL R
z e <Dxi(q),2>
Dunque, & <Dx1(q),> = X = <Dx1(q).5> = Di;(i)
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dati da  ox.:(p,u) » (P5U38X, (PoU)) 5 3%, 2 (P,oU) = (Palt38%.(pyu)) -
Esplicitiamo, allora, le derivate éii(p,ﬁ) e Gii(p,ﬁ) .

5.5.6. PROPOSIZIONE Sia ii :R X TE >~ TE 1la 1i-ma curva coordi-

nata su TE.

Allora @&

(v »w)s Gii(p’a) = T?k(p) <ka(P)sa><ﬂ’6xh(P)> < v,y 8x(p)>s

% (5050)=(T0) 7 (x (B)sewox (s X (p)3<Dx (p) 485 -y DX (p) 0 ) =

1

(p),..,xi(p)+A,..,xn(p);<Dx](x.(x,p)),§>,..<Dxn(x.(1,p))vw

=(1)” (x 1 1

Dunque, determiniamo quel vettore v, nel punto trasformato

xi(x,p), avente le stesse componenti di u, nel punto p.

Per ogni 1lg jgn, é

0 (x;(3,0)),%> 203 (), 1>4<0%3 () (5, ()1, B> + 5(0,1) =

-

1) Sia f : R +E* un'applicazione differenziabile, Allora, &

f(o+r) = f(o) + Df(0)r + 0(0,1) .

Nel nostro caso si & posto f = Dx?
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- <0 (p), %> - atd (p) DxK(p),v> + 0(0,1) .
Dunque &

vV =u+ kr?k(p) <ka(p),a> 6x, (p) + 0'(0,A) .

-

Allora e

R 05pE) = (0000 4l (0) DX (p), B sx (p) + 87 (000 ) )

e quindi

W

i oy 2) h Kioy i
Gx.i(psu)= D]xi(o,p,u) = (éxi(p)s Fik(p)<ox (p),u> 5xh(p)) s
da cui 1'asserto

5.5.7. PROPOSIZIONE Sia *i :R x TE -~ TE Ta n+i-ma funzione coordi

nata su TE.

-

Allora &
<(vsw) 8% (pou)> =< w, 8x.(p)> ,  ¥(v.uw)eExE

D. E'

ki(x;p,a)=(Tx)'1(xl(p),..,x”(p);<nx](p),a>,..,<nx‘(p),a>+x,..,<Dx”(p>,a> )=

2) Calcolando la derivata, si vede che 1'infinitesimo 6'(0,A) tende a

zero piu velocemente di A.
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e quindi

Dunque, &

<(wsw)»6%, (p,U)>=< v,0> +< w,6x.(P)> =< w , 6x.(p)>

5.5.8. Ricordiamo che i differenziali delle funzioni coordinate

A1, R . . . . *
XX, di T x sono i 2n campi di covettori su T E

a T MY 5, ™ > T

dati da

d%' 2 (p,u) »(p,u3DX (pou)) s dx. : (p,u) ~(p,usDX, (p.u))

Esplicitiamo allora le derivate Di](p,g) e Dki(p,g ) -

5.5.9. PROPOSIZIONE Sia %1 : T*E +~R la 1i-ma curva coordinata

di  T'x data da §1(p,g) = x (p) » ¥ (p,u) e T*E .

Allora @

<D>A<1(p,y_) ’ (\.l,_ui)> = <DX1(D),\-I> s V(\—I ’ w ) € E X E*
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D. Per comodita, rifacciamo la dimostrazione gia data in 3.1.8.. E'

€ DX (pou)s (Vs w) > =<0y X (p,u),Vo4<D X (pou) 5 w > =

)(_l.!_), w> =

P

w> = <Dx1(p),v> .

—

u
=<Dx1(p),§>+<5,

5.5.10. PROPOSIZIONE Sia ii : T*E ~R la n+i-ma funzione coordina

tadi T'x .

Allora ¢
Dy (po)s (Vaw)> = 7 (p)DX (p) Vo< W6x, (p)> +< w 16%,(p)>
=%

¥ (G, w) € ExE

D. Per comodita, rifacciamo la dimostrazione gia data in 3.1.8..E'

1) ot

)

D%;(psu)s (Vsw)> = <Dk (P),v> + DX (u)s w >

6xi _ <¥,?
la)E - E - R

q = axi(q) - <E,5Xi(q)> .

Dunque, &

iiy= <vs>° 8%, = DX, (q) = < v,Déx.(q) > .
_y So8%.(q) -
16) EF - R

voe <y ’Sx‘i(Q)> .

Dunque, &

Xiq * <»8x.(q)> = Dxiq(EJ =< v,6x.(q)>
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:<DSX_E (p) s(_lis\;-}>+ <_"-f-'_!6x.i (p)>

5.5.11. Ricordiamo che i differenziali delle curve coordinate su T*E

sono 2n campi di vettori su T*E

N

S ™11, THE e > 117
dati da  X.:(P,u) »(p.usex, (Psu)) s 3% :(p,u) ~(p,u) 6%, (psu))

Esplicitiamo allora le derivate éii(p,g) e aki(p,g)

5.5.12. PROPOSIZIONE Sia xi : R x T*E - T*E la i-ma curva coordi-

nata su T*E .

Allora é

- ~

< v.w),6x,(p,u)> = T ?h(p)<ﬂ’5xk(9)><DXh(P),ﬁ> +ovatxi(p)>

><'1.(:~;D,g)=(T*><)"l(x](p),.-,x1(p)ﬂ,--,xn(p);<y_,6x](p)>,.,<g,6xn(p)> ) =

* -1 1 i n
=(Tx) (X (P)se e sx (P)*A, X7 (P)5<w,8%, (X, (A5P))>5 o<,y 6x (X, (*5D))
Dunque, determiniamo quel covettore w , nel punto trasformato xi(x,p),

avente le stesse componenti di u , nel punto p.

Per ogni 1 <J <n, &
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< @s8X (X (MapJp=< wybx, (p)>+e w, DX, (p)(6x,(p)(6x, (P> + 0{0,4) =

k -
=< w,axj(p)>+AFji(p)< ws6x (P)> + 0(0,2) .

Dunque &
k h -
_'-_‘_J_ = U =AT h'l(p) <_g_ ’(Sxk(p)> DX (p) +0 (O’)‘) *

Allora @

al

k
x;(2psu) = (x.(0,p) 5 U -Ar,, (p) <u ,6xk(p)>0xh(p) t0'(0,1) ),

e quindi

n !)
DTXi(O;p’H) =

(6x,(p) » =15, (P)<u,8x, (p)>Dx"(p) ),

5x1(p,g) ;

da cui 1'asserto

.i
5.5.13. PROPOSIZIONE Sia % : R x T'E » T'E 1la n+i-ma curva
coordinata su T*E

Allora &

. ¥ =1, 1 n
£ (33p,u) = (T7x)7 (x (p)s..sx (P)3<Us8X, (P)>s eyl X, (P)>+hs 005U, 8% (P) )

=(T*x)"1(x](p),..,xn(p);<g+ADxi(p)s5x1(D)>a--’<U+A3Xi(p)’Sxi(p) e

1)Calcolando 1a derivata, si vede che 1'infinitesimo 5'(0,A)tende a zero
pid velocemente di .
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i
Syt 20X (p)sex (p)>)

e quindi

Dunque, €

(W) 55k, (pU)> =< v,0 >+ <Dx' (p),w> = <Dx'(p),w >

Tali risultati serviranno per esplicitare le funzioni coordiante

sui secondi spazi tangenti e cotangenti di E, indotte da «x .
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6 CALCOLO DELLE DERIVATE SECONDE

0 Sia E wuno spazio affine di dimensione n. Sia x : E - R

un sistema di coordinate su E, di classe T .

Facciamo uno studio delle derivate seconde di alcune applicazioni
X0
differenziabili che, per semplicitd, supporremo di classe € (& suf-

ficiente che siano differenziabili due volte).

Nel caso di una funzione si ritrova 11 classico teorema di Schwarz

sull'invertibilita dell'ordine di derivazione.

Si noti, come talvolta si possa ottenere un interessante

significato legato al sistema di coordinate.

In questo paragrafo, ci interessiamo anche al calcolo delle deriva
te dei campi differenziabili di vettori e covettori e, piid in generale,

di un campo temnsoriale r volte controvariante ed s volte covariante.

|

) * n. L
Siano, dunque, B = {éx ,...,Gxn} e B={Dx ,...,Dx'} le basi, in

1
dotte da x, per i campi di vettori e di covettori su E, rispettivamen

te, 1'una duale dell'altra.
Calcoliamo le derivate seconde di alcune applicazioni €

1) CASO f : R > E

5.6.1. PROPOSIZIONE Sia f wuna curva € . Consideriamo la deri-

vata Df : R -~ £, ossia 1'applicazione ¢  data da

Df = Of'(6x. o f)

Xxof:R->R

con f

(D

Allora
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2 k

£+ (r, © f)DFIDF

a) D°f=1[D ik 1(6x; o 1)

b)  df = DF (ak, o df)+ DOF' (%, o df)

¢)r o dof= [ D% 4 (73 ° F)oeinfk ] (sk, o df)

D. a), Infatti, per le regole di Leibnitz e della catena, &

D°f = D(DF) - sz1(6xiof) + Df1(06x1 o £)(Df) =

sz%5xio £)

1]

-+

icd ok ) _
Df [ 1y, Dx ® ox,)of J(Df) =

2. i
D°F (sx.0 f) + (17,

It

o £DF'DF (6%, © F) =

102w (0 o ) DFIDEN T(ex, o f)
jk i
i (1J) .
b), Posto df =g, (x, x )=y ,allora il risultato segue dal

la nota relazione

(f,Df) ; o0, D%f

————
=
el
(&%
-+
S
it

= [X c(f,Df;a,DZf)](aiiodf)+{i1o(f,0f;6,02f ](aijodf i

= [x-i o(f ,Df assz )](ij o df) =

=<DX | ¢ f,92f>(aiio df)=|D2f1+(F1

o J k'r,“’ \
sk FIDFIDET (5, odf).
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<1 0% 4 (0o F)DFIDFN J(ak. df))
- Jk 1
La relazione c) si pud ottenere, pil semplicemente, tenendo presen

te 1'isomorfismo canonico

Infatti, tale isomorfismo si traduce, in un sistema di coordinate,
nel .fatto che le componenti, secondo la base {ai1(p,ﬁ),...,akn(p,ﬁ)}

di v T

TE, di (p,ﬁga,ﬁ) sono le componenti di (p,&) , secondo

(psu)
la base {ax](p),...faxn(p)} di TpE .

I1T termine T o d2f gioca un ruolo importante, nslla Meccanica Ana

Titica.
2) CASO f : E-R .

5.6.2. PROPOSIZIONE Sia f una funzione differenziabile almeno

due volte. Sia Df : E oE 1'applicazione differenziabile data da

Df = (axi.f)Dx1

con 3x..f L) o
1 7@

i
jw

g
-ty
Q
>
rm
¥
33

Allora

D

2 k i j
= T 3 F)-r0 V1
D°f = | (8x. - axj.f, Jij(axk.f,i Dx @ Dx

D. Posto axi.f = o, allora per la regola di Leibnitz, é
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D°F = D(DF) = a(aiox‘) = Do, ®Dx' + aiozx‘ =

=(axj.ai)Dx‘] ® Dx' -a r;k Dx" @ DxX =

=(a>v:j.ax1..f)DxJ (2’}0)(1 - Fk (8x .1’)D><1 ®D>ncJ =

ijt 'k

o Lk i J
-L(axi.axj.f) 1}3(8x .f) ]Dx ® Dx

K

L'ultima relazione & dovuta alla simmetria della forma bilineare

sz, permettendo cosi lo scambio degli indici i e Jj. Dunque, &

che esprime appunto il noto teorema di Schwarz dell'Analisi Classica.

5.6.3. Calcoliamo ora la derivata di un campo di vettori su E, dif-

ferenziabile.

PROPOSIZIONE Sia X : E~>E un campo vettoriale differenziabile
dato da

D. Per la regola di Leibnitz, &

o
><
i

D(X15x1.) = X'® 5%, + X' Dox, =

H

LI kK ,i.Jd _
(axj.x YDx Qbéxi + rij X Dx anxk =
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X o @ X,

5.6.4. Calcoliamo ora la derivata di un campo di covettori su E,

differenziabile.

PROPOSIZIONE Sia X : E »E° un campo di covettori differenziabile
dato da

D

Allora

k

‘ J i
% rijxk] Dx” @ Dx

D. Per la regola di Leibnitz, &

jaw
><
I

D(X,Dx') = DX, ® Dx' + ><].sz1 -

x_liJ ® Dx* -

- J i
(dnj.X_i)DX @ Dx ik

r N J . i
= (axj.xi) iﬁxk} Dx” @ Dx

o

5.6.5. Pilt in generale, diamo la derivata di un campo tensoriale dif-

ferenziabile.

PROPOSIZIONE Sia t : E - @®

r o= . “
c L un campo tensoriale r volte contrg

variante ed s volte covariante, differenziabile dato da
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le componenti di Dt :

1]. A
, = axk.t
Js ]
i i i h
r 1 r-1
+Fhk t 3
1
B t1] '1r
lj k

E

r
+®s+1

E

sono del tipo
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7 SISTEMI DI COORDINATE SUI SECONDI SPAZI TANGENTI E COTANGENTI

. . ) s . . n
0 Sia E wuno spazio affine di dimensione n. Sia x : E-R un

. . . - w
sistema di coordinate su E di classe € .

E' possibile estendere, in modo naturale, tale sistema di coordinate
* - - . - .
ail secondi spazi tangenti TTE e TT E, stabilendo cosl una biiezione

. 4n
tra essi e R

Riusciamo nel nostro scopo, considerando le 2-applicazioni tangenti

*
TTx e TT x, rispettivamente.

Ancora, in modo naturale, si estende x ai secondi spazi cotangen

. X w_* . . . . . * *® &
ti T TE e T TE mediante le 2-applicazioni cotangenti T Tx e T T x,
rispettivamente.
Sono anche interessanti i sistemi di coordinate, indotti da x, sugli

*
spazi VITE e oT TE

Si osservi che anche sui secondi spazi tangenti e cotangenti di E wvi

sono sistemi di coordinate non provenienti da sistemi su E.
5.7.1. PROPOSIZIONE
La 2-applicazione tangente di x

TTx : TTE - R

data da TTx: (pousv,w) w(Tx{p,u) , DETx)(p,u)(v,w))

(e

@ un sistema di coordinate su TTE di classe €
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¥(p,u;v,w) € TTE

5.7.3. Abbiamo visto (5.4.3.) che assegnare i1 sistema di coordinate

Tx su TE & equivalente ad assegnare la 2n-pla (il,...,Qn;RT,...,in).

Abbiamo, dunque, la seguente proposizione.

PROPOSIZIONE. E'

v

TTx = ((f;) , (T;) ) = (; ; ;; i: ;)

Pid precisamente, e

1 1 ©.2n

v n+l vo.2n N o, .n+
s (Tx) 4 (Tx) yees(TX) ) =

(O mo™ Lm0 )

D. Per ogni 1 <ign (p,ﬂ;;,ﬁ) e TTE, e

o
o
-
j -
-
<
-
=
~—
Hi
——~
>
s
o]
o
m
o
o
—t
]
—
—
he]
o
< 1
-«
-
P
i
<
—
o
o

X (p,u;v,w) = (X °© DTE}(anEVﬁW) = <Dx {p}-'!*b

i -
<Dx (p),v>

>
—
o]
-
o<
-
<<
-
=
-
i
A
ju
>
—
c
——
<
WV

Si ritrovano cosi le relezioni (%)

|

1) (5.5.3.)
2) (5.5.4.)
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5.7.4. Dunque, possiamo esprimere ogni elemento (p,u;v,w)é T, - TE

(pyu)

tramite la base
{ax],(p,u),..,axn(p,u); axl(p,u),...,axn(p,u)}

di T, -.TE .
(p,u)

PROPOSIZIONE

E 1

(U3 V,w)=<Dx (p),v>3X. (p,u) -T " (p)<Dx°(p > <Dx\ D), v>ax, (p,u)+<Dx (p),w: X, (p,u
i jk i i

D. Posto TE = F, (p,U;Vv,w) = (q,i)eTqF , (X ,% )=y, allora i1

risultato seque dalla nota relazione

(a:2) = <Dy'(a),2 >3y, ()

5.7.5. Dunque, possiamo dare 1'espressione in coordinate di
r : TTE - VTTE.

PROPOSIZIONE
EI
21 A
X o T =X
;101“:;(1
VA ]
o' =0
" SIS R Y
X ol =X +T. X X

Jk

D. Le prime tre relazioni sono ovvie. Inoltre, &
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(x'e T)(p3V.0) = <D (p)ows = =T} (p)<DX’ (p),G<Dx (p) ,¥o+<DX (p) s> +
+ T k(p)<D)(‘](p),a><Dx (p)’\-/:, =
z(x1+ };kiJ ;k )(p,ﬁ;ﬁ,ﬁ) ¥(p,u;v,w) e TTE

5.7.6. PROPOSIZIONE Sia F uno spazio affine di dimensione m.

) m ) . ) X
Sia : F -+ R un sistema di coordinate su F, di classe

<
1

<
&

Sia f : E - F un'applicazione differenziabile almeno due volte.

Allora &

-y o TTF = F

-y o TTF = (ax,.F) X

oy e TTF = (ox..f )X

sy'o TTF =(ax ox, . F %% + (3%,.F1 )%

D. Seque immediatamente dalla proposizione 6,4,3.

Facciamo ora uno studio in coordinate deile e.d.s.o.

5.7.7. Esprimiamo in coordinate la proposizione 3.3.2. che caratte-

rizza le curve basiche.

PROPOSIZIONE Sia I cR. Sia c: I - TE una curva £ o sia
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oc: 1 ~E.

<
t

] p E

Allora C € una curva basica se e solo se &

' oc=z=c =Dc'= D(';(1 0cC) = D(x1 0v)

5.7.8. Esprimiamo in coordinate il teorema 3.3.4. che caratterizza

una e.d.s.o.

PROPOSIZIONE Sia X : TE - TTE un campo vettoriaie " dato da

i i .
X oX. + X ax.
i i

<1
i

Sia, dunque

2

><1
I
>
-
(o]
><1
I
>

Allora 1le tre condizioni seguenti sono equivalenti.

a) X @ una e.d.s.o.
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5.7.10. Esprimiamo in coordinate il teorema 3.3.6. che caratterizza

le soluzioni di una e.d.s.c.

PROPOSIZIONE Sia ¥ = x‘a:‘ii + x’aii una e.d.s.o. e sia

(=]

vy : I »E una curva € .

Allora vy & una soluzione di X se e solo se &

D2(x o y) = D5y =X o dy

5.7.11. Esprimiamo in coordinate la proposizione 3.3.10. che carat-

terizza un integrale primo di X, mediante X .

PROPOSIZIONE. Sia X = x‘a'&éi + x‘a&_i una e.d.s.o. . Sia f : TE = R

co

una funzione €

Allora f & un integrale primo di X se e solo se &
i v i
X axi.f + X axi.f =0

D. Segue da 3.3.2. e 3.3.10.
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5.7.12. Diamo ora il sistema di coordinate su TT*E,indotto da x.
PROPOSIZIONE

La 2-applicazione tangente di x

™% : e - RM

data da TT Xz (PoUsVau) (T (X),D(T %) (pou) (V,w))

é un sistema di coordinate su TT*E di classe €

. . . * . R .
Per ottenere 1'espressione esplicita di TT x, in termini di funzio-

ni coordinate, procediamo nel modo seguente.

5.7.13. PROPOSIZIONE  Sia T*x:(T*x)],..,(T*x)“;(T*x)nH (T*X)Zn)

. . . . * .
il sistema di coordinate su T E, indotto da x.

Allora &

u -

Tx = ((TH) , (T'%) ) =

1]

(:] An ¥ v ooal An N )
X 5eesX oX X 3 X 5eesX s Xysauy X_ ) &
2 ] 2 ],..’ n, 3 3 ] 'I’ 1 n

Dunque, le funzioni coordinate di TT*x sono le 4n applicazioni

differenziabili

\YJ
Ve

')t = (™= e R
(TT*x)n+i=(T*x)n+1. = % TTE » R
£ o+ ki A *

(7T x) (T'x) =x :TTE -+ R
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—
—t
>
S
!
—
>
—
[}

X S TTE - R

X (psusVsw) = x (p)

X;(Pusvsw) = <u,6x.(p)>
A - i -
X (p,usv,w) = <Dx (p),v>
X, (PsUsV,w) = F:j(p) <X’ (p),v><u,6x, (p)> + < w ,8X.(p)>

V (p,u;V,w) € TTE .

D. E'

C(pausw) = (K oqg o Pryp) (PousVow) = X' (p)
(p!___s sW) = ( °qE pT*E p!_s sw ) = p

X (D,H;;,}ﬂ) = (X, o prE)(pSH;;:P_) = <u, <’Sxi(p)> .

i i

1)

% (pousvaw) 2<DX' (pou) 5 (Vowj> =/ <DX' (p),v>

5 (Pa¥om) 240K (pu)s (Vo) £ 1 (p)<DX (p), Vot 0%, (P) <%, (p)>

. - *
5.7.14. Dunque, possiamo esprimere ogni elemento (p,u,v,w)el TE

(p>u)

nalla base

{ax](pag),.,axn{p{g);axi(p,g),..,axn(p{g)}
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PROPOSIZIONE

D' (P> 3%, (Po) 4T’ 1 (P)<DX (p), Vo<, 6%, (P)>3% (Po) +

—
o
-
<
"
<
-
€
——
1]

+ < w ,6%.(p)>aX, (p,u)

D. Posto TE

F oy (psUsV,w)

1

(q,2)e€ TqF , (21,11) =y', allora
il risultato segue dalla nota relazione

(9,Z) = <Dy’ (q)» 2> ay(q)

5.7.15. Diamo ora il sistema di coordinate su T*TE, indotto da x.
PROPOSIZIONE
La 2-applicazione cotangente di x

™ : THE - R

data da T*Tx:(p,ﬁ;g,g)'+ (Tx(psu), (vsw) © D(TX)‘](TX(P,G)))

N . . . *. . ®
€ un sistema di coordinate su T TE di classe ®©

Per ottenere 1'espressione esplicita di T*Tx, in termini di funzio
ni coordinate, procediamo nel modo seguente.
5.7.16. PROPOSIZIONE Sia Tx =((Tx)',...(T)" )™, .., (12" )

il sistema dicoordinate su TE, indotto da x.

Allora e
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1

2n

™x = ((Tx) 5.0, (Tx) (fx)l,..,(rk)

2n)

CUNTR UL LA SRR
LI ] 3 !"’!'l,“ni]S“Sn‘

1

* . ..
Dunque, le funzioni coordinate di T Tx sono le 4n applicazioni

differenziabili

n . ",

(T 1) = (Tx)" = X . T'TE - R
T )" e )M = K : THE - R
* 1) oy 2) %L Rl
(TTx)y s = (Tx), =7 x, = TTE=R
* 1. 2) T %
(T Tx)3n+i‘%Tx)n+i =0 X, s TTE-R ,

X (p,usvsw) = x (p)

4 -
X (psU;ﬁs_u_’)

i

<Dx' (p),u>

1) Si osservi che (Tx)i(v 1< 1 <2n) €& ottenuto esequendo 1'operazione "-" su

(Tx)1 e non la proiezione i-ma su (Tx), perché (Tx) non ha significato.
2) La notaziong corretta é (Tx)i e (Tx)q+i, invece i1l simboic ii e X,
e un abuso di linguaggio, in quanto ié non dipende solo da "v" e

# . #

i .
X non dipende solo da
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i (Palsvaw) = T8 (p)DX(p), > <wa6, (P)> +< w,6%,(p) >

X-(p9a;l{=2) =< uw ,‘3Xi(p)> ’

¥ (p,Usv,w) € T'TE

X. (Psusv,w) = <(v,w) ’6;1 (p’a)>:

1, 5(p)<DX (p), To<u,5%, (p)> + < wu6x, (p)>

>
—
L=
-
=
-
|<
-
=
~—
[}

<(l)_sﬂ) ssg(.i (p ,l-l)> = <W, 6xi (p)>

5.7.17. Dunque, possiamo esprimere ogni elemento (p,u;

[ =}
-
i<
le
el
m

4

-

i

nella base

v - v - 1 - . -
{dx](p,u),,. . .,dxn(p,u)de (psu)s.. ,dxn(p,u)}

PROPOSIZIONE

- v -

(pyusv,w) =F_§(p] <Dx3(p),ﬁ><£,5xk(p)>d§1(p,u)+< 2}6x1(p)> ax (p,u) +
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< oW, Gxi(p)>di1(p,ﬁ) .

D. Posto TE = F, (p,usvsw) = (q,2)€ T*qF L5y =y, allora i

1]

risultato seque dalla nota relazione

(a,2) = <z,8y.(q)> dyi(q)

5.7.18. Diamo ora il sistema di coordinate su T*T*E, indotto da x.
PROPOSIZIONE
La 2-applicazione cotangente di X

*_ % 4n

™ ™Y -R

data da

-1

T T 1 (pausyam) o (T*x(pau) s (vw)oD(TH) " (T*x(pou)) )

N . . . *_ ¥ . 2
€ un sistema di coordinate su T T E di classe ¥

. .. - C e s
Per ottenere 1'espressione esplicita di T'T x, in termini di fun-
zioni coordinate, procediamo nel modo seguente.

5.7.10. PROPOSIZIONE. E'

* ¥ ' ¥ ; * ¥ n+l . N
..,(T'x)n,(T X) e (Tx) )

Dunque, le funzioni coordinate di T*T*x sono le 4n applicazioni
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differenziabili

n

i i P

(m*r*)t = (%) = & ™E - R
(T*T*x)nﬂ. =(T;x)n+1. - ;2‘1. ™ - R
(T*T*x)ZnH.l) (T’;x)i 2) 3 ™ - R
(T*T*x)2n+i 1) (T;x)n+i 2) STt . R ’

¥1<ig<n,

S('i (p’_l:‘_"l’_s;’) =< _l},«SXi (p)>

;.i(psy_'s_\i!;‘) = -Fig(p)<Dx‘](p),;v><g,6xk(p)> +< _\isdx.i(p) e

X' (PousvaW) =< DX (p).W > ,

¥(p,usv,w) e T'TE

1) si osservi che (T*x)i (¥ 1< i ¢2n) & ottenuto eseguendo 1'operazione

"." sy (T*x). e non la proiezione i-ma su (T*x), poiché (T*x) non ha
significato.

: Lk * . . A
2) La notazione corretta & (T X)i e (T x)n+1, invece i1 simbolo i e X

< oas . PR . .
€ un abuso di linguaggio, poiché x non dipende solo da "." e X,

non dipende solo da "-" .



- 253 -

Qi(p,u,v,ﬁ) = <(v,w),8x,.(p,u)> 1y
k J -
= ‘F.i‘](p)d)x (p)’W><_u_’6xk(p)> *< _Y_SCSX.I(p))
- - - . 2) i -
X (psusv,w) = <(v,w), 5X1-(P»}1)> =" <Dx (p),w>
5.7.20. Dunque, possiamo esprimere ogni elemento (p{ggg,ﬁ)eT*(p U)T*E

nella base

~1 p : .
{dx (p,y_),-.,dxn(p,_ll_); dx1(p,g)s--s dx (p,u)}

i T T'E

(p,u)

PROPOSIZIONE

(ps_U;\’ s;’) = -F'If(p)‘:DXJ(

us v i p) s> <3;6xk{p)>d§1(pag)+<3,6x1(p)>d§1(p{g) +

+ <Dx' (p) > dx; (pu)

D. Posto T*E = F,(p,uUsv,w)

(@2)e T F L (Xx) =y,

1) (5.5.12.) .
2) (5.5.13.) .
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allora il risultato segue dalla nota relazione

(a:2) = <z,8y,(a)> dy' (q)

5.7.21. E' interessante 1o studio del sistema di coordinate su
vITE, indotto da x.

PROPOSIZIONE

L'applicazione

~

WITX = p° 0 TTx 0 § & VITE » TTE » R™™ &> R

@ un sistema di coordinate sullo spazio verticale VTTE di classe e

A

(dove p° : R™-R™ & 1'applicazione data da

A

3 4n
P (R,U;E sn) = ()\aUan)a V(l,u;E,n)efR ’

e dove j : vITE - TTE @& 1'inclusione naturale) .

D. L'applicazione vTTx cosi definita & una biiezione, la cui inversa
e (vt =i e ) ey iR S uTTE

Inoltre, VITx e (vTTx)-] sono di classe € , essendo le relative

composizioni costituite da applicazione di classe € .
Dunque, le funzioni coordinate di  vITx sono le 3n applicazioni

differenziabili
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date da

5.7.22. Possiamo, quindi, esprimere ogni elemento (p,ﬁ;a,ﬁ) € vT(p G)TE

nella base {akT(p,a),_,,,akn(p,G)}

di vT, -.TE.
" (p,u)

Dunque, da 5.7.4. segue che

(p,us0,w) = <Dx1(p),ﬁ>aii(p,ﬁ) .

5.7.23. E'" interessante anche lo studio del sistema di ccordinate su

oT*TE, indotto da x.
PROPOSIZIONE

L'applicazione

A

oT*Tx = p* o Thx o 3% - oT'TE » R

. . . . : : * . o
€ un sistema di coordinate sullo spazio orizzontale ol TE, di classe €

~

(dove p* : R™ R & 1vapplicazione data da
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A

4
ot 3E,m)= (Aais) 5 ¥(uusEsn) e R

e dove j*: oT TE » T*E @ 1'applicazione naturale) .

N * - L i -
D. L'applicazione oT Tx cosi definita & una biiezione, la cui inver

sa & (oT*Tx)-1 = (j*)_] 0 (TQ'ET)c)-1 0 (pa)_1 : m3“4* 0 T*TE .

Inoltre oT'Tx e (oT*Tx)-T sono di classe € , essendo le rela

o
tive composizioni costituite da applicazioni di classe €

Dunque, le funzioni coordinate di oT*Tx sono le 3n applicazioni
differenziabili

] °on °1 “n v v
(X 5eesX 5 X 5eesX o XqseaX )

date da

(¥}

X.;(Dafl;gag) =< i’éxi(p)> ’
- *
¥(p,u;v,0) € o T TE .

5.7.24. Possiamo, quindi, esprimere ogni elemento (p,ﬁ;ﬁlg)e-oT*(p G)TE
]

nella base

X (p.i),. ,dX"(paa))

*
di oT, «.TE.
(p,u)

Dunque, da 5.7.10 segue che

(p,5950) = v,6x,(p) > dk' (p,i)
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8 CALCOLO DELLA METRICA

0 Sia E wuno spazio affine euclideo di dimensione n. Sia
n . . . . % .
X : E>R un sistema di coordinate su E, di classe € e siano

B = {6x1,..,6xn} e B*E{Dxi,..,Dxn} le basi, indotte da x, per i

campi di vettori e di covettori su E, 1'una duale dell'altra.

Possiamo applicare anche su g le solite regole algebriche con le

* . - - - . . - .
basi B e B . Dunque si possono rivedere, in terminli matriciali,

tutte le nozioni del 4° capitolo, espresse mediante basi qualsiasi.

.. hk . .
Le matr1c1(gij) e (g ) date, quindi, da

h k h k

g.. = &x.,* OXx,. s g Z Dx -+« Dx ,
che sono 1'una inversa dell'altra, sono molto interessanti poiché
sono utilizzate per 1l'espressione e per il calcolo in coordinate dei
campi g e g, della funzione metrica g e della co-funzione metrica
* ) L. "
g , delle applicazioni g e g, €CC...

Si noti che la connessione affine I non dipende dalla metrica (@&
definita anche se E non €& euclideo), ma solec dalla struttura affine,
anche se la sua espressione in coordinate, pud essere data in modo tal:

. .. hk e g
da far comp_arire le matrici (gij) e (g ). Cid dipende dal fatto che

i simboli di Christoffel possono essere aspressi anche tramite la de-

rivata delle componenti di un qualsiasi campo tensoriale costante del
o . . . . . .

2" ordine, simmetrico e non degenere. La simmetria permette lo scambio

i

C e e .. hk, . o
degli indici delle matrici (g,j) e (g )}, la proprietda "non degenere’
1L

permette il passaggio dalla matrice (g..) alla sua inversa.
13
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T E>EQE e g:E-EQ®E

il campo tensoriale metrico covariante e controvariante, rispettivamen

te.

Allora

dove

é
- L J
g = gili ® Dx
- hk
gij = g(axi,éxj) = 6x1 ij : E->R
ghk = §(th,ka) = th . ka E->R .

In termini di campi tensoriali applicati, abbiamo anche

dove

{a]
i

iJ
hk

[{a]
i

Dunque

5.8.2.

({fa]
il

[{a]
|

g(axi,axj)
a(dxh,dxk)

, & anche

[fa]
]

Allora, poiché

risultati.

=g

"
Q2
>

n
o
>

i J

gijdx ® dx

hk
axh ® axk
9X. =6X. *8x. : E R
1 J
. dxk = th . ka :E-R

i J ~-1 _ hk

gijdx ® dx s 9 =4 axh®8xk;

g e g sono simmetrici ricordiamo i segquenti



- 259 -

COROLLARIO
El
~ hk _ kh
g_ij - gj_l El g - g
Inoltre &
hk -1
(9) = (9,,)
~ ij,-1

5.8.3. Scriviamo ora le relazioni che permettono di esprimere
ogni campo vettoriale in forma controvariante o in forma covariante.
Scriviamo, inoltre, il prodotto scalare di due campi di vettori e di

covettori.

PROPOSIZIONE Si considerino i campi X,V e 3E, X,Ye E

dati da
¥ = X'ox. , X = X.dx
1 - J
Y = Y ox Y = Y dxk
= "h -k
Allora &
i i
X = X.
9 J
i
X. = qg..X
J gJ1

Inoltre @
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| ><
| =<
H
«©
><
-<

5.8.4. Ricordiamo che &

n = /det(gij) dXTA coadx”

dove i1 numero reale non nullo v det(gij) ¢ la misura orientata del

poliedro costituito dai vettori, nell'ordine, ax e aBX

|

Ossia &

Y dEt(gij) = n(ax

vl

5.8.5. Esprimiamo ora in coordinate le applicazioni g e

PROPOSIZIONE Si considerino le applicazioni

g : VTTE > oT'TE , G : OT'TE -TTE
o
date da g :(p,Us0,w) »(p,Usw,0)s  G:(PsUsV,0) 1 (P,U30,V)
“
Allora @

g=g..dx ®dx
n 1)

©ji v .
g axj ® axi

Qe
n

D. I1 sequente diagramma
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(p,u) p
g v '
r\_,
off -TE - T
(p,u)
dato da (p,a;é,@) > (paW)
J 1
(paaaﬂsg ) g (D,W)

e commutativo. Inoltre, poiché é

i i
< dx ,9x.> = &,
J J

allora, per gli isomorfismi canonici

v, - TE =R TE , oT - TE
(psu) Y p (p,u)
€ anche
v o

<dX ,9x.> = 0 R <dx ,3Xx.> =
J J

<d§1,ai.> =5 , <dx',ox.> =
J J J

Ora, essendo

(P5U30,W) =< DX (p),w> %, (PsU)

¥

ka
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(psUswW,0) = <w, ij(p)> d;( (p,a) >

proviamo 1'asserto. E'

v

]

- - - N vi o - i - . -
g(p>u30,W) gij(p,u)dx‘(p,u)cacnﬁ(p,u)(<nx (P) W2 3% (P,U) =
ny

= 9,5(p) <Dx(p), > (p,4) = <w,6x(p)> dx’ (pu) .

", - vii - v - . - v -
g(p,Usw,0) = g (p,U)a"j(p,U) ®3"1(D,U)(<E’5Xj(P)>d><‘](p,U) ) =

Tp)< wasx (p)> 9%, (p>) =< DX’ (p) 2%, (p>i)

=9

5.8.6. Diamo ora 1'espressione in coordinate della funzione metrica

g e della co-funzione metrica g*

PROPOSIZIONE Si consideri la funzione metrica

g:TE » R
- 1 - -1 - -
data da g:(p,u) w——§-g(p)(u,u) =5 u - u
Allora e
SRS
g 5 gij

Si consideri la co-funzione metrica

¢F . T'E R



1 -
data da g :(psu)~ = g(p)(usu) =—— u-u
Allora &

D. Per ogni (p,u) € TE, &

7

;5 ()0’ (p) ® DX (p)) (5,0) =5~ 9, 5 (P)<DX (), i><DX" (p) > -

g(p,u) i3

Y e
- ( 2 g.ijxx )(p,U)

Per ogni (p,u) € T*E, é

* 1 _hk 1 hk
g (psu) = (= 9 (p)ox (p) @ 8x, (p))(usu) = —— g (p)<u,sx, (p)><u,éx (p)>=
1 nhk .
5.8.7. COROLLARIO
E' 4 _
A shiisg o i
9= (axh.g J)x X X + g J X
D. E'
-Dg = —— shyiyd, 1 NI I j
g =Dg = 5 (ax g ) X 5 g..x x° + > gijx X
_ 1 SN % ISR, I
= (axh g1J)x X X~ + gijx X
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5.8.8. La seguente proposizione & importante perché fornisce le rela-

.. .. . X .. . . *
zioni tra le funzioni coordinate di Tx e te funzioni coordinate di T x.

PROPOSIZIONE

1 ~ v /v a=1] ~q
09-= X 0g =
(a) ()
I A I

D. Dimostriamo le relazioni (a). Per ogni (p,u) € TE, &

(X' o §)(ps) = X' (p) = X (p>0) »

v

(%; o 8)(pad) =<w,6x;(p)> = g, 5(p)DX (p)0> =(g; %) (p0)

1

inoltre, derivando 1'espressione di g, &

b =g X =g,
2 95; 953

ge g
3.9 = > gijx

Dimostriamo le relazioni (b). Per ogni (p,u) € T*E, &

(ii 0 5'1)(;3,3) = xi(p) = Qi(p,g) ,

G oA . ) ..
(X' og )(psu) = <Dx1(p),U> = g" <£,6xj(p)> =(g" xj)(p,y) ,

inoltre, derivando 1'espressione di g*, e

R 1 "IJ n-ij‘
o+ .= :
X 2 g X1 g X

gt - L
) 2 N Jj =
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5.8.9. La seguente proposizione & importante perché fornisce le

relazioni tra le funzioni coordinate di

nate di TT*x.
PROPOSIZIONE
¥1<ic<n,ad
;(10T§=;(1
(a) % o T§ = §.50=(ak. .9)
i iJ i
\oAg roooui
' x o Tg = x
X, o Tg = (ax ; )ikiJ + é %
i k' 7iJ ij
(Kot = K
¥ AT 2458 S
| X ° Tg =g ij =(3x .9 )
/
(b) :. - LI
I A T4 1 _ o
%' oTq” z(axk.g13)§ ii + g%
D. Sia f : E - F wun'applicazione e,
stema di coordinate su F, di classe € .
ARANNE P
() ¢ .. VoL,
y1 o Tf = (ax..f1)xJ

TTx e le funzioni coordi-

Sia y': F >R

un si-

Ricordiamo le relazioni
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dove £ Ey1 o f

Allora 1le relazioni (a) si ottengono da (c) ponendo

f = 6 e y1 = (§1 ,5(1.); invece le relazioni (b) sono ottenute ponendo

n-1 i vi «§
= y = (x ,x)

—+,
il
0]

5.8.10. Concludiamo questo interessante paragrafo con 1'espressio

ne in coordinate dei simboli di Christoffel .

PROPOSIZIONE Si consideri i1 generico simbolo di Christoffel

I‘|.<. = Déx.(ka »8X.) = - szk(éx.,éx.)
iJ i J i)
Allora ¢
k 1  kh
rij =5 9 (:3><i 'ghj +:;><J..g1.h _axh'gij)

Tale relazione & detta UGUAGLIANZA DI CHRISTOFFEL .

D. Sia g = g Dx ®Dx il campo tensoriale metrico costante

-

del 2° ordine, smmetmco e non degenere. Allora, &

Dx1 ® th ® ka =

o
1]
(o=
I

= - DX®
g (ax -9, )Dx ®Dx ®Dx 1.] thx ® Dx‘lg hk

k

(8%p+945 = 9;Thi

k h i Jj
9k Fij) Dx @ Dx & Dx

Dunque é
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(a) X - rk - rk =0
h9%i5 " %%ithi T Onklij

Posto

Fk

h,ij = i i » (forma covariante)

poiché g & non degenere, & anche

F?. = gkh T, .. (forma controvariante) .
iJ h,ij

Dalla relazione (a) segue
(b) Pj,hi + Fh,ij = X, .9.

e permutando gli indici & anche

(C) = E).)‘(\:Igh1

T. . + 7T,
i,Jh J,hi

(d) r + T

hyij " Ti,gh T %%,y -

Queste tre relazioni esprimono 1a condizione affinché risulti

Dg = o.

Dunque, sommando algebricamente le relazioni b),c),d) e ricordan-

2
do che g e simmetrico, é

1
rn ..= > (axi.ghj + axj.gih —axh )

h,1J 'gij
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ovvero

r,., = 1 kh(ax +3X =3X )
ijT 2 ¢ i3 T%%5-8in %094

Si noti che 1a connessione affine T non dipende dalla metrica
(¢ definita anche se E non & euclideo), ma solo dalla struttura af
fine, anche se la sua espressione in coordinate & stata data in mo-
do da far comparire le matrici (gij) e (d’k). Cid dipende dal fatto
che i simboli di Christoffel possono essere espressi anche tramite
la derivata delle componenti di un qualsiasi campo tensoriale costan-

te del 2° ordine, simmetrico e non degenere.
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9 CAMBIAMENTO DI COORDINATE

0 Sia E uno spazio affine di dimensione n. Siano

X = (x],..,xn) . E»>R" e y s(y],...,yn) : E >R due sistemi di

coordinate su E, di classe Em. Siano, inoltre, B={é&x
1

3o e (SX )
1 ? n}

B' = {6y 500000y} e B*=tox',...,0x"y , B*=Dy',....,0y"} basi, ri

spettivamente, per i campi di vettori e di covettori su E, indotte
da x e y, le une duali delle altre.

Parte di questo paragrafo € stato svolto, pil in generale, prece-
dentemente (5.3.). In tal caso daremo, semplicemente, i risultati.

. . .. . i
Sono molto interessanti le "matrici jacobiane"(3x..y ) ,
]

(Syi.xj) 1'una inversa dell'altra, che permettono il passaggio da un

sistema di coordinate all'altro. Pil precisamente, la matrice (Bx..yl)
J
. . . * '* j .
lega gli elementi delle basi B e B' , mentre (3y..x”) lega gli ele-
1

menti delle basi B e B'.

Dunque, possiamo dare le relazioni tra le funzioni coordinate di

. * *
Tx e Ty, di Tx e Ty ecc...

Molto interessante & la relazione che lega i $simboli di Christoffel

dati nei due sistemi di coordinate x e vy.

Si noti un meccanismo pratico mnemonico.
5.9.1. PROPOSIZIONE

E|
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Dy1 =(axj.y1)DxJ

_ J
5yi -(ayi.x )dxj

Dunque, é anche

dy' = (ax, .y )dx
Ay. = (ay..xj)ax. R
i i J
dove
i i i -1 i i
3X..y = <Dy ,8x.> = <dy ,3X.> =y o 39X, = x5 °dy =D ° X,
5y = <Dy .8x, Y 53> =y e xg = Xj 0 dy =Dy e i)
I _pod o e I
ayi.x =<Dx Gy{> = < dx ,ayi> = X ay1 =Y; e dx* = D1(x ° yi)o .

Le matrici

(axj.yi) . (3y1-xj)

sono dette MATRICI JACOBIANE dei cambiamenti di coordinate relativa-

mente alle basi indotte da tali coordinate.

Si noti che tali matrici sono 1'una inversa dell'altra perché i due
cambiamenti di coordinate sono 1'uno inverso dell'altro.

Nel capitolo successivo daremo le loro espressioni esplicite nei

vari sistemi di coordinate cartesiano,sferico, cilindrico.

5.9.2. Dunque possiamo dare 1le relazioni tra le n funzioni coor-

. “1 . . . .
dinate x',..,x" di T x e e n funzioni coordinate y],..yn di Ty.
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PROPOSIZIONE
v o
E' - i\ § i
R Tt 2 LA

5.9.3. Dunque possiamo dare le relazioni tra le n funzioni

. . . . 3 . . .
coordinate X]""Xn di Tx e le n funzioni coordinate

&1,...,§n di Ty .
PROPOSIZIONE
£
X, = (axi.yi)y. Y. =(3y?.xj)i. .
J J 1 1 i J -

5.9.4. Dunque possiamo dare le relazioni tra le 3n funzioni coor

w . .
} Y] ¥n o1 wn -] “n } ..
dinate X geeeX 3 X g000X 5 X 50..X di TTx e le 3n funzioni

coordinate 3 seronys Vs VL VLY di TTY .

PROPOSIZIONE

T NS
y = (axj-y ) X
vi v J

(axj1y1)§
N . :fk?- v, 3
.axj.y])x o+ (axj.y1)xJ

‘ y
Ly

D. Infatti, per ogni (p,u;v,w)e TTE, &

(axk
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(o337,) = <Dy (p)a = (3%,.y")(p) DX’ (p) > =
= [ oy T(pTs00)
(pU3V.0) = <Dy’ (p)o¥> = (3x,.)p) <DX(p), V> =
= [ (3xj%y1)§3 1(p,usv,w) ;
(po33V,i) = D%y (p)(@,¥) + Dy’ (p)(W) =[ D((ox;-y") DAP)] (3,¥) +

+ Dy (p)(W) =

(9%, 3%,y" ) (PI0X(p) @ DX (p)) (3,714 (% .y ") (pIOX (p) (Us¥)

+ (9%, ) (P)DX (p) (W) =

¥

K3 4 (95 )Y (p3V.w)

M iy
—((axk.axj.y )X X
Studiamo ora alcuni casi di applicazioni differenziabili .

1) CASO f : R -~ E.
5.9.5. PROPOSIZIONE Sia f wuna curva differenziabile.
Allora é

o ) = (axj.y’) o £ D(x) o f)

D. E' un caso particolare di 5.3.8.
2) CASO f : E-R .

5.9.6. PROPOSIZIONE Sia f wuna funzione differenziabile .
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Allora &

1
ax..f = (9x,. ay. .f
X (ox5.y ) (ay;-f)

D. Infatti e

i i
ax..f = (ox,.f)(dy.. = (9X,. ay. .f
Xs (3%, F) 3y, .y ) = (3x,.y ) (3y, . f)

—

5.9.7. Troviamo ora la relazione che lega i simboli di Christoffel

nei due sistemi di coordinate .

PROPOSIZIONE Si considerino i generici simboli di Christoffell

N J L L
Fhk = Dﬁyh(Dy , 6yk) , Com = DGXR(DX ,me) .

Allora &

ipd o1 J s m J i
Fhk = sz(axi'y )(Byh.x )(ayk.x )+(ax1.y )(ayﬁayk.x )

D. E'

ved o [ Jin i m
My = D((3y, .x )éxg)«axi.y DX, (3y, .x")

me )=

_ 2. k % NI m
-[ (ayk.ayh.x )0y~ x 5x2+(ayh.x )Dﬂxﬁ]((axi.y )Dx ,(ayk.x ) 6xm)

")

, TynoK o « 2 Jype ] .
=[ (3y, -3y, -x )Dy" @ 6x.+(3y, .xX )Déx, ] (9%, .y7)Dx ", (By, -x")éx ) =

_ J i k m
-(axry Hayhﬁyk.x Maﬂwy Maﬁ(x ) +
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J % m i _
+ (axi.y )(ayh.x )(ayk.x )DéxR(Dx ,axm) =

i J L o Jj i
=T (axi.y )(ayh.x )(ayk.x )+(ax1.y )(ayh.ayk.x )

Si noti che la trasformazione dei simboli di Christoffel (che sono
le componenti di T') non €& lineare, in quanto T non & un tensore su

E ma su TE.

5.9.8. Concludiamo i1 paragrafo con la relazione tra le matrici

della metrica nei due sistemi di coordinate.

PROPOSIZIONE Si considerino

gij = g(ayi,ayj)z Syi- 5yj , ghk z_g(éxh,ﬁxk)z axh' 6xk .

Allora é

h k
9'13_(a.y1'x )(ayJ'x )ghk

D. Infatti e

- h k -
i3 8y, - 6yj =[ (ayi.x,Bxh}- [(ayj.x )ka] =

Ll

h k
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0  INTRODUZIONE

In questo capitolo facciamo uno studio dei pil importanti sistemi
di coordinate, applicati frequentemente in vari campi della Matemati

ca e della Fisica.

Possiamo, quindi, rivedere tutte quelle nozioni del capitolo pre

cedente espresse in un qualsiasi sistema di coordinate,

Il primo sistema, che andiamo ad introdurre, & un sistema di coor
dinate "cartesiano ortonormale" definito su uno spazio affine eucli-

deo E di dimensione 3.

La facile estensione ad uno spazio di n dimensioni & lasciata

al lettore.

Tale sistema rispetta la struttura affine ed € senza dubbio il pid
semplice, percid €& molto usato per studiare problemi che presentano o

meno, simmetrie particolari.

Si vede inoltre che le basi indotte da questo sistema sono costan
ti.

Dunque, i simboli di Christoffel sono tutti nulli.

Introduciamo poi un sistema di coordinate "sferico" su E il qua-

le, a differenza di quello cartesiano, non & definito in tutto lo spa

zio: 1in easo contrario una delle sue funzioni coordinate non sarebbe continua.

Tale sistema rispetta la simmetria sferica, pertanto viene privile-
giato per lo studio di problemi a simmetria sfericaj; anche se esso &

meno semplice di quello cartesiano.

Un altro sistema di coordinate interessante & quello "cilindrico",

il quale non & definito in tutto lo spazio E: in caso contrario una delle sue

fun
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zioni coordinate non sarebbe continua.

Inoltre. tale sistema rispetta la simmetria cilindrica, pertanto viene
privilegiato per lo studio di problemi a simmetria cilindrica.

A differenza di quello cartesiano, quest'ultimi due sistemi di coordi-

nate inducono delle basi non costanti.

Dunque i simboli di Christoffel (relativi ai sistemi cilindrico-sfe

rico) non sono tutti nulli.
Un sistema di coordinate sferico o cilindrico, ristretti al piano equa

toriale, danno luogo ad un unico sistema di coordinate detto ''polare".

Diamo, infine, una rappresentazione grafica dei tre sistemi di coordina
te (dim E = 3), individuati da un punto e da una base ortonormale assegna

ti, precisando cosi le relative funzioni e curve coordinate.

Si tenga presente che esistono infiniti altri sistemi di coordinate.
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i SISTEMA DI COORDINATE CARTESIANO ORTONORMALE

0 Sia E wuno spazio affine euclideo di dimensione 3.

La facile estensione dei seguenti risultati ad uno spazio di n di-

mensioni & lasciata al lettore.

Cominciamo questo paragrafo definendo su E un sistema di coor-
dinate cartesiano ortonormale che, senza dubbio, & quello piu frequen-
temente applicato uell'analisi classica. Tale sistema, che & anche

il pil semplice, rispetta la struttura affine.

Si osservi che su E & possibile definire infiniti altri siste-

mi di coordinate (cartesianl e non cartesiani).

Definito un sistema di coordinate cartesiano ortonormale

E > RO , possiamo precisare le basi, 1'una duale dell'altra, per i
campi di vettori e di covettori su E, osservando che esse sono co-
stanti. Pertanto possiamo rivedere tutte quelle nozioni del preceden
te capitolo, espresse in un qualsiasi sistema di coordinate. Conseguen
temente, si vede che le matrici della metrica danno luogo ad un'unica

matrice che & quella unita (53).

Inoltre si vede che i simboli di Christoffel sono tutti nulli,

poiché le basi, indotte dal sistema cartesiano, sono costanti.

6.1.1. DEFINIZIONE Sia oeE un punto di E e sia Bs{éT,é }

2°%3

una base ortonormale di E

Dicesi SISTEMA DI COORDINATE CARTESIANO ORTONORMALE individuato

da (o0,B), i1 sistema di coordinate

(x,y,z) : E - R3
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dato da

>
—
o
p—
I
o
i
o
~—
(1]
—

<
—
o
p——
]|
—
b
(@)
S—
]
[

\_z(p) = (p-0) - e Ypet

Tale applicazione & biiettiva, poiché ogni vettore (p-o) ha

un'unica decomposizione secondo la base B.

In base ai teoremi di esistenza delle basi ortonormali in uno
spazio vettoriale euclideo, si osserva che esistono infiniti siste

mi di coordinate cartesiani ortonormali in uno spazio affine euclideo.

In sequito, per semplicita, indicheremo con (X,y,z) un sistema

di coordinate cartesiano.
6.1.2. PROPOSIZIONE

Le tre funzioni coordinate E ~R del sistema cartesiano sono da

te da

() - ' L(p-0)> = & - (p-0)

It
Mt

I
D

y(0) = <€* 1(p-0)> = &, - (p-0)

N
——
=]
—

]

P

L]
—
-

H
=}

v

|

M
——
o

i
o
—

-
<z
o
h
m
-

avendo posto

Le tre curve coordinate RxE - E su E sono date da

X(X,p) D+ re

1

y(rsp) = p + re,
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z(A,p) = p + AeB » ¥(x,p) eR x E -

Si osservi che, con abuso di linguaggio, si & indicato con la

stessa notazione le funzioni coordinate e le curve coordinate.

6.1.3. Dunque, possiamo determinare i tre campi di covettori e i

tre campi di vettori su E, indotti da (x,y,z).

PROPOSIZIONE

El
Dx =_g] , Dy = E? , Dz = g?
5X=é ,6y=é ,(SZ:é

D. Infatti, poiché (x,y,z) @& differenziabile, &

x(p+ﬁ)=<§],p-o >+< 21,ﬁ> = x(p) + <E],|r_1 >= DX = f:]
y(p+ﬁ):<§2,p-o> +< EZ,E> = y(p) + <_§2,ﬁ> 3> Dy = 52
z(p+ﬁ)=< g?,p—o >+ <§§, h >= z(p) + <§?,ﬁ> % Dz = 63

Inoltre, &

sx(p) = Dyx(o,p) = e,

1
1

sy(p) = Dyy(o,p) )

§z(p) D]z(o,p) = e,
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Dunque, i1 sistema di coordinate cartesiano (Xx,y,z) induce la base

costante {él’éZ’éS} per i vettori di E e la base costante

{ gj,g?,g? } per i covettori di E* , 1'una duale dell'altra.

6.1.3. COROLLARIO
E! ..
r.. =0 , ¥ 1 <i,j,k ¢ 3.

E ]

D. I simboli di Christoffel sono nulli perché é



2 SISTEMA DI COORDINATE SFERICO

0 Sia E wuno spazio affine euclideo di dimensione 3.

Diamo in questo paragrafo un altro sistema di coordinate, pid indica
to a trattare problemi a simmetria sferica anche se meno semplice di
quello cartesiano. Tale sistema, detto sferico, non & definito in
tutto lo spazio, -purchi, in caso contrario una sua funzione coordinata

(+ ) non sarebbe continua.

Osserviamo, poi, che le basi indotte dalle relative funzioni e cur
ve coordinate di E sono solo ortogonali e, inoltre, variano punto
per punto, sicché occorre specificare, di volta in volta, il punto di

applicazione.

Dunque,possiamo calcolare le matrici jacobiane deli cambiamenti di
coordinate, relativamente ad un sistema di coordinate cartesiano e

sferico.

Concludiamo, calcolando i simboli di Christoffel , i quali non so-

no tutti nulli poiché le basi, indotte da tale sistema, non sono ccstanti.

6.2.1. DEFINIZIONE Sia o e E un punto di E. Sia Bs{é] ,éz,é3} una
base ortonormale ordinata di E. Sia S c E il semipiano

S={pekE/ (p-o)e, =0 ,(p-0)-e,: 0}

2 17

Dicesi SISTEMA DI COORDINATE SFERICO individuato da (0,B) 1'appli

cazione

(ry6,¢2) : E=S =+ (0,0) x (0,m)x(0,27) ¢ m3

dato da
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r(p) = ||p-o]

6(p) = arcos| (D'O)'53/3|P'Oll ]
arcos [ (p-o).é]/i|p—0[| ]

¢(p) =

arcos [ (p~o)-§2/l|p—oi| ] Y¥peE-S

6.2.2. Dare 1'espressione esplicita delle curve coordinate in que-
sto sistema & alquanto difficoltoso. Al riguardo i1 lettore pud legge
re 6.5.2. .

3. Diamo ora, le relazioni che legano le funzioni coordinate dei si

stemi cartesiano-sferico.

PROPOSIZIONE
EI
/2 2 2
X = r senscose ro= VXY 42
y = r senésenyg ﬁ 8 = arcos(z/ x2+y2+22)
] o, 7 2
e [arcsen(y/Vx 'ty ) se X230
BT Tcest larcsen(-y//x2+y2 ) se Xx¢o

6.2.4. Utilizzando le precedenti relazioni, esplicitiamo ora le ma
trici jacobiane dei cambiamenti di coordinate relativamente alle basi
indotte da tali coordinate. Si fa osservare che, con abuso di linguag-
gio, si & indicato le funzioni coordinate e le curve coordinate con la

stessa notazione.

Dunque, &



/3T X 50.X  S@.x \  /SENCCOSe v Z0SUCOSy I sendsens \
(3. ) ;) r.y 96.y  de.¥ | | sSenesenprcosssenc r Senscosy |
]é’ . - = /
or.z 362 Gpa Z / cos8e -r Sene 0
aX.r dy.r sz.r\ Senecosy  sendseng coso
() 1) ax.e 3y.8  8z.8 | [ c€0SBCOSY/r cOSBSENng/T -sene/r |
21) / B
) X.o 3y . 3Z. @ -seng/r sent cosy/r sens 0

Conseguentemente, osservato che & (J21) = (J1?)-1 , abbiamo

det(d = r2 seng

12)

det(J 1/r25ene

21)

6.2.5. Siano {¢ér,86, 6p} e {Dr,De,De } le basi, indotte da (r,6,¢)

di E e E', 1'una duale dell'altra.

Possiamo riscrivere le relazioni, date in 5.9.1., nei siste-

mi di coordinate cartesiano-sferico.

Allora, €

6r=(ar.x)é +(ar.y)é2+@ r.z)é =sene(cos?é

1 + senqez)+cosee

3 1 3

56=(3 8.x)e, +(3 e_y)éz +(3 e.z)é3 = v cos( cos?é] +sen¢é2) - seneé 53]

5q=(a?.x)é]+(a?.y)éz+(a?.z)é3 =r sene(-sen?é]+cos?éz)

1) L'indice 1 di J12é riferito al sistema di coordinate cartesiano; in-

vece 1'indice 2 é riferito al sistema di coordinate sferico.
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f Dr = (ax.r}§1 + (ay.r)g? + (az.r)gs = Sene(COSgEj + sen¢§?)+c056§?
] 2 3 1 2 3
De = (dx.8)e + (dy.e)e + (dz.8)e” =1/r[ coso(cosc € +sen< € )-sené € |
\_ Do = (ax.~)E] + (ay.¢)gz + (82.7)5? = (sen;§]+c057 g?)/r seno
e =6x=(3X.r)8r+(3x.0)86+(ax.7)8+ =cos«(sen6 Sr+cose/r §6)-sene/r send &

[ |
I

) Sy=(3y.r)dr+(3y.0)s6+(dy.9)ds=sen«(sendér+cos6/r &§6)+cose/rsend §
. é3= §z=(92.r)6r+(32.06)80+(3z.<)8-= c0SO Sr - send/r &0
51 = Dx=(3r.x)Dr+(36.x)D8+(3+.Xx)Dy= cos=(send Dr+r cose D8)-r sene senzD-
2
€ = Dy=(ar.y)Dr+(36.y)Do+(dx.y)D+ = sene(send Dr+r coseDe)+ r send cos<D-
3
\ € = Dz=(or.z)Dr+(96.z)D6 + (87.2)D= = cos6 Dr - r seno Ds.

6.2.6. Dunque, &

RRTPIT P
- g6l = (s6e o0y =
- Hé":'l = (5? 'Gq-)é = y seno

con la relazione d'ortogonalita della base (&r,86, &8¢)

§r + 66 = 6r « 6= 66 + &= 0
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In termini matriciali, &

1 0 0
2
(913) =l o r 0
0 0 rsen 6

Facciamo, allora, le seguenti osservazioni.

a) E'

Y/ det(gij) = rzsene,

fdet(aT) = 1//det(g)) = 1/r%sens

6.2.7. Tenendo presente 1'uguaglianza di Christoffel

IR A N -
ok = 7 9T (WpeGy T W Gy Ty )
diamo, dei 36, i 9 simboli di Christoffel non nulli. Il lettore fara

un utile esercizio verificandone i risultati.
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F] =-r P] =r senze P2 =r,.. = 1/r

22 > 33 > 12 2 ’

2 3 3 3 _
P33 e sen 20 , F]3 = r31 = 1/r R F23 = r32 = cose/sene

. _ i .

Dunque, poiché Fj,hk = gjirhk » € anche

r ==Y r =r Sen28 T =T =r

1,22 ~ > 71,33 © ’ 2,12 ~ 2,21

2 2

r S sen 28 r =T =r senze r =T - sen2s
2,33 2 > 73,13 73,31 > 73,23 3,32 2 '



3. SISTEMA DI COORDINATE CILINDRICO
0 Sia E wuno spazio affine euclideo di dimensione 3.

I1 sistema di coordinate che andiamo a definire, detto cilindrico, &
un "misto" di quello cartesiano e sferico. Si fa uso di tale sistema per

lo studio di problemi a simmetria cilindrica.

I1 sistema di coordinate cilindrico, come quello sferico, non & defi-
nito in tutto lo spazio, altrimenti una sua funzione coordinata (¢) non

sarebbe continua.

Si osservi poi che le basi, indotte da questo sistema, non sono costan
ti.
Dunque, possiamo determinare tutti i simboli di Christoffel non nulli.

Inoltre, precisate le matrici jacobiane dei cambiamenti di coordinate,
relativamente ad un sistema di coordinate cartesiano e cilindrico, possia-
mo scrivere le relazioni che legano gli elementi delle basi, indotte da

questli sistemi.

6.3.1. DEFINIZIONE Sia o € E un punto di E. Sia B = {é],é , .}

2" 73

una base ortonormale ordinata di E. Sia S ¢ E il semipiano

S=z={pek/ (po)e,=0 , (p-0) e o0}

Dicesi SISTEMA DI COORDINATE CILINDRICO individuato da (o0,B), 1'appli-

cazione

(0s452) ¢+ E =S »(0,0)x(0,27)%X(-=,»)c R

data da
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2 2

D‘:p) E/[_(D‘O)é.l] +[ (p'o)'ézl

o(p) = ‘arcos [ (D-O)-51/||P-Ol| ]

arcos [ (p-O)'52/||p'0|| ]

™~N
—
i
~

IH

(p-0)-e,

6.3.2. Dare 1'espressione esplicita delle curve coordinate in questo

sistema & alquanto difficoltoso. Al riguardo il lettore pud leggere
6.5.3.

6.3.3. Diamo ora le relazioni che legano le funzioni coordinate dei

sistemi cartesiano-cilindrico e cilindrico-sferico.

PROPOSIZIONE
EI
X = pCOsSH p = ,/x2+y2
2 2
y = pseno ?Larcsedyffi +y ) Se X >0
. arcsen(-Y/fx2+y2) se X <0
Z =2 Z = 2
Inoltre, &

p= I Sené,e=¢ , Z = rCOSH

6.3.4. Utilizzando le prime due relazioni precedenti, otteniamo le
matrici jacobiane dei cambiamenti di coordinate cilindriche-cartesiane
relativamente alle basi indotte da tali coordinate. Si osservi che, con

abuso di 1linguaggio, si & indicato le funzioni coordinate e le curve coor
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dinate del sistema (o,v,2) con la stessa notazione.

VALY 3. X az.x‘\ / COS?  -psSeny 0\
J = |
( 13) ap.y de.Y gz.y | = { seny pcos 0
3.z dp.2  8Z.Z 0 0 1
aX.p ay.p 3Z.p / COS % sen (O
1) ax.® aYy. ¥ 09Z.% = 5 -seny/p  COSgp 0
(Jaq) = ‘
31 | f
Xz dy.z 9z.z . 0 0 1/

-]

Conseguentemente, osservato che é(J31) = (J]3)

, abbiamo

det(J13) =0 ,

det(J = 1/p.

31)

6.3.5. Siano {8p, 6¢,86z } e {Dp, Do,Dz} 1le basi, indotte da (p,y,Z)

di E e E*, 1'una duale dell'altra.

Possiamo riscrivere le relazioni, date in 5.9.1. , nei siste

mi di coordinate cartesiano-cilindrico.

Allora, &

1) L'indice 1 di J]z é riferito sempre al sistema di coordinate carte

siano; invece, 1'indice 3 @& riferito al sistema di coordinate cilindrico.
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( 6p=(Bp.X)e] +(ap.y)e2+(ap.z)e3 = cosge, + seny e,

1

% 6?=(a?.x)e1+(aq.y)e2 + (a?.z)e3 =p(-sen?e] + cos?ez)
\dz=(az.x)e] + (3z.y)e2 + (az.z)e3 e,

Dp=(3X.p)E] + (By.p)E? + (az.p)§3 cos?gj + sencpg2
1 2 3, 2
Dp=(3x.¢)€ + (dy.p)e +(3z.9)e + COSPE )

k.Dz=(ax.z)§] +(ay.z)§2 + (az.z)g? E?

é]asx=(ax.p)6p+(ax.q)5?+(ax.z)6z = cosgdp- seng/p 8%

e =6z=(032.0)8p+(3Z.¢)8g +(032.2)8z = &z = e

L E3 3

€ =Dx=(3p.x)Dp +(33.x)Dg +(3z.x)Dz = cose Dp -psensDg
{ §?=Dy=(ap.y)Dp+(aq.y)D?+(az.y)Dz = seng Dp + pcosg De¢

3=DZ=(80.Z)Dp+(8?.Z)D?+(BZ.Z)DZ =Dz = 53

N, —

6.3.6. Dunque, &

- lsoll = (80 - 6p)? = 1
- |lsgl] = (53 63)f = o
- Jlsz)| = (52 - s2)f = 1

con la relazione d'ortogonalita della base (8p, d9,62)
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Sp * Sg=6p = 8Z= §¢ +6Z = 0

In termini matriciali, &

/fl o 0 \

! -
(9550 =1 & 02 o |
\\ 0 0 1 //
1 0 o
iJ 0 /6" o ?
p a
(g %) = /
0 0 1 /

Facciamo, allora, le seguenti osservazioni.

- E!

- B Ydet(g..) = o ,

fastlg)= 1 / TRy T - s

6.3.7. Nel sistema di coordinate cilindrico, 1 simboli di Christoffel

non nulli sono 3. Piu precisamente, €

Dunque, anche

22 T 0 T T e TP
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4 SISTEMA DI COORDINATE POLARE ( dim E = 2)

0 Sia E wuno spazio affine euclideo di dimensione 2.

sistemi di coordinate sferico o cilindrico, ristretti al piano
equatoriale, danno luogo ad un unico sistema di coordinate, detto po

lare.

6.4.1. DEFINIZIONE Sia o € E un punto di E. Sia B s{é],éz; una

base ortonormale ordinata di E. Sia s ¢ E Tla semiretta

s ={p € £ /(p-0)- e, = 0 s(p-0)- s 2 0}

Dicesi SISTEMA DI COORDINATE POLARE individuato da (o0,B), 1'appli-

cazione

data da

"s
——
o
e

i
o)
——
o
Hl
\‘
]
o
i
o
pS—
(oN
m—at
-+
—
—
o
1
o
o}
~o

arcos {(p-o)‘é]/:?D“Oii ]

arsen {(D-O)‘éz |ip-ol] ]

£.4.2. Dunque, é

>
i

QCOS-‘ 0 o=

/ 2
osen v arcos (x / vx +y )

-

<
1

arcsen(y / /x + y2 =

6.4.3. Allora, le matrici jacobiane dei cambiamenti di coordinate
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cartesiane-polari, relativamente alle basi indotte da tali coordinate,

sono
Jop . X D G /COS =-psen
(J7,) = . P
127 \do.y Gy L sen pcos
/9X.p 3y .p / €OS sen
\.] = \ = ! |
( 2]) L 5X. N . -sen cos
\ /o /o

Conseguentemente, osservato che & (le) = (J12)’ e

det(J

H

12) Y

il

det(J 1/0

2])

6.4.4. Siano {ép, & ; e {Dp,D } 1le basi,indotte da (p, ) , di E

e di E*, 1'una duale dell'altra.

Allora, le relazioni 6.2.5. e 6.3.5. si riducono alle seguenti R .
dp = (dp.x)e1 + (ap.y)e2 = Cosy e, +seny e,
e o= (a;.x)é] + (af.y)éz =0 (-senfé] + cos*éz)

i
o
I

1
COS+ € + sen; €

1
(dx.01e + (3y.o)€

] 2
D= (ox. Je + (dy.q) & = 150(‘Sen%-§] ¥ COSE’EE)

1) Si osservi che, con abuso di linguaggio, si e indicato le funzioni

coordinate e le curve coordinate su E con la stessa notazione.
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[}
il
O
>
n

(3X.p)8p+ (3X.%)8»= coSe dp - seny/p &=

M1
1]
<&
"

(3y.p)8p+(3y. 2)8%

il

senwdp+cosz/p §v

D

6.4.5. Dunque, ricordiamo che

- [lsel] = (8¢ » 80)% =1

i

< lesll = (se e o) g

con la relazione d'ortogonalita della base (Sp, &)

GD’(S“-I:‘-'O

In termini matriciali, @

(9;,) - (1 °,

ij ] o
(e = )
v 0 .!/D
Dunque, é
13y -1
- ,/ det(giJ) = n s I'/_det(g‘r_w)— = 1/0

6.4.6. Concludiamo questo paragrafo ricordando che i simboli di
Christoffel sono quelli dati in 6.3.7.dove, appunto, manca la terza

coordinata.
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5  RAPPRESENTAZIONE DEI SISTEMI DI COORDINATE  (dim E = 3)

O Diamo ora una rappresentazione grafica dei tre sistemi di coordi-
nate, individuati da (o,B), specificando cosi le relative funzioni e cur
ve coordinate. Concludiamo indicando le basi per i vettori di E,indotti

da tali sistemi.

-
-

:i - ‘é‘.l
Y
1., x
:?.'_ / e
L
?"-P \jk}“J
{p - e e _J.
- Le funzioni coordinate x,y,z assumono valori costanti su dei piani.
- La funzione r assume valori costanti su delle sfere, 8 su dei coni
e @ su dei semipiani.
- La funzione o assume valori costanti sulle superfici laterali dei ci
Tindri.
Intersecando queste”superfici® otteniamo i "sostegni" delle curve coor
dinate.

6.5.1. Sistema di coordinate cartesiano

- La curva coordinata cip(VT’ i~ 3) ha per sostegno la retta paralle

la ad e} e passante per p.

6.5.2. Sistema di coordinate sferico

- G, ha per sostegno la semiretta uscente da 0 e passante per p;
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- C2p ha per sostegno la semicirconferenza di raggio r(p),centro

0 e passante per p,

- C3p ha per sostegno la circonferenza (escluso un punto) di raggio

o(p), ortogonale ad e, e passante per p.

3

6.5.3. Sistema di coordinate cilindrico.

- ¢,p ha per sostegno la semiretta ortogonale ad e, uscente da un

1 3
punto della retta (0,53) e passante per p;

- P ha per sostegno la circonferenza (escluso un punto) di raggio

o(p), ortogonale ad e, e passante per p;

3

-c3p ha per sostegno la retta parallela ad e, e passante per p.

3

6.5.4. Diamo, infine, una rappresentazione grafica per le basi

{6r,86,6m } e {80,69,62}, indotte rispettivamente da (r,6,¢) e(p,r,z).
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