
P R E F A Z I O N E

Questo lavoro vuole essere un testo rivolto a studenti e ricercatori interes

sati ad una trattazione unitaria di argomenti che solitamente sono svolti in Ana

lisi Differenziale, in Geometria Differenziale, in Meccanica Analitica ed in Fi

sica Matematica.

L'esposizione è sviluppata in modo non usuale nell'ambiente unificante degli

spazi affini, il quale permette una visione intrinseca dei vari argomenti.

Sono trattati elementi di teoria delle derivate, in modo autoconsistente e su

scettibi1e di sviluppi di una teoria unificata degli operatori differenziali del

la Fisica Matematica, ed elementi di una teoria delle sottovarietà degli spazi a!

fini,come introduzione sia alla Geometria Differenziale, sia alla Meccanica Anali

tica. Alcuni aspetti della trattazione ed alcuni risultati sono originali.

Tutti gli argomenti sono affrontati partendo da nozioni elementari, in modo ta

le che la lettura del testo presupponga poco più della conoscenza della topo10gia

in R.

La redazione del testo (la parte e 2a parte) è dovuta al dotto G. Montesano,

che ha raccolto il materiale contenuto in dispense, appunti relativi a corsi e

seminari universitari tenuti da M. Modugno.

N~A

Questa prima edizione del lavoro viene pubblicata senza revisione. per permette

re agli studenti un'immediata acquisizione.
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I NT R O D UZ I O N E

Brevi cenni di cri ti ca stori ca

La maggior parte dei testi di Analisi e di Geometria classici seguono un metQ

do di esposizione tradizionale nel senso che introducono le nozioni quasi esclu

sivamente su Rn o talvolta sugli spazi vettoriali, mentre quasi nessuno usa gli

spazi affini. Questo tipo di esposizione è senza dubbio naturale per quanto ri

guarda l'aspetto del calcolo,ma non favorisce la comprensione approfondita del

significato geometrico delle nozioni introdotte, per il legame tra sistema di
n

coordinate e concetto geometrico che risulta difficilmente risolubile in R·

L'esposizione tradizionale comport~ anche una separazione acritica, dovuta solo a

motivi storici di divisione del lavoro, tra argomenti di Analisi e di Geometria,

che ostacola una visione unitaria dei problemi, anche a causa di un simbolismo tal

volta acritico.

Criteri generali

La teoria matematica svolta in questo lavoro si propone lo scopo di fornire una

struttura in cui sia possibile inquadrare organicamente vari aspetti dell'Analisi

e della Geometria, permettendo così una sintesi che superi anche sul piano didatti

co le attuali differenze di impostazione.

Il lavoro si articola nella costruzione di "strutture" (spazio affine, spazio

affine euclideo, sottovarietà ecc.) in modo tale che ogni nozione è data nel con

testo di un preciso quadro, all 'interno del quale essa acquista pieno significato.

E' opportuno osservare che la maggior parte delle nozioni introdotte ha sistemati

camente quattro aspetti che vanno analizzati e confrontati: un aspetto algebrico,

un aspetto analitico, un aspetto geometrico ed un aspetto fisico.Una delle caratte

ristiche di questo lavoro è l'esposizione intrinseca, svolta in modo organico. Con

ciò si vuole intendere che tutte le varie strutture e le conseguenti nozioni sono

introdotte senza ricorrere alla rappresentazione numerica, ottenendo così modelli

matematici molto semplici e naturali. Riteniamo che questo tipo di esposizione f~

vorisca la comprensione del significato geometrico e fisico degli argomenti trat

tati. Per esempio, riteniamo più semplice e naturale assumere, come modello dello

spazio fisico, uno "spazio affine euclideo" di dimensione 3, anziché R3(in cui

l'origine, i tre assi ed i tre versori della base canonica non hanno alcun signif~

cato fisico).
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Comunque, noi non trascuriamo la rappresentazione matricia1e di tutte le nozioni

che sono introdotte intrinsecamente:facciamo infatti a posteriori un dettagliato

studio dei sistemi di coordinate e delle loro applicazioni.

Dunque, il criterio ora enunciato comporta spesso delle inversioni rispetto

al1 'esposizione tradizionale. Per esempio, la nozione di "derivata" viene intro

dotta approssimando"certe" applicazioni tra spazi affini, in modo intrinseco. S~

lo in un secondo momento, l'introduzione dei sistemi di coordinate dà luogo alla

rappresentazione matriciale delle applicazioni derivate, che si esprime mediante

le "derivate parziali".

Osserviamo che la lunghezza apparentemente eccessiva del testo è dovuta alle

inevitabili notizie di dettaglio. Ma, in realtà, il nodo centrale di tutta l'im

postazione è l'uso sistematico degli spazi affini. Pertanto, è essenziale che il

lettore, ad una prima lettura, segua il filo del discorso basato su pochi punti

salienti e non si prolunghi, invece, nello studio dei dettagli. In questo lavoro,

oltre a rivedere argomentl, di solito esposti in modo tradizionale, introduciamo

anche argomenti originali come, per esempio, l'uso sistematico del 2° spazio ta~

gente nello studio della "connessione" e quindi della "seconda forma fondamenta

le" delle sottovarietàJCi siamo proposti, inoltre, lo scopo di unificare il lin

guaggio. Ossia, argomenti trattati in modo diverso nell'Analisi e nella Geometria

Differenziale, vengono rivisti con un unico linguaggio. Ne è conseguita, così,in

modo naturale, la costruzione di un simbolismo in parte nuovoj;n aspetto importante

del lavoro è l 'estendibilità quasi immediata alle varietà differenziabili di tut

te le nozioni trattate per gli spazi affini usando i vettori applicati. L'esposi

zione da noi usata si rivela adeguata ad una nuova possibile applicazione alla

Meccanica Analitica (es. equazioni di Lagrange e di Hamilton) alla Fisica (es.

spazio-tempo e sistemi di riferimento) ed alla Fisica Matematica (es. sistemi con

tinUi)J!possiamo inoltre fare alcune considerazioni didattiche.

Riteniamo che il lettore, accostandosi per la prima volta ad IJn lavoro di questo

tipo, possa andare incontro a delle difficoltà. Una di queste,dipendente dal bagaglio

culturale. del lettore, può nascere dal fatto che nel lavoro sono inseriti anche

argomenti di levatura superiore a quella che sarebbe da attendersi per un testo di

questo genere. Ma la difficoltà principale può seguire dal fatto che in genere

il lettore è ormai abituato a ragionare in termini di calcolo e, quindi, può tro

vare difficoltà ad assimilare un linguaggio che è, in molti aspetti, diverso da

quello tradizionale. Speriamo, però, che questo tipo di esposizione riesca a cen

trare meglio di quella classica, molti aspetti cruciali della teoria e che il let
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nuto opportuno studiare anche vettori applicati, per due motivi. Il primo moti

vo nasce dal fatto che, introducendo dei sistemi non cartesiani, essi inducono

delle basi non necessariamente costanti, rendendo così indispensabile precisare

il punto di applicazione di tali basi.L'altro motivo è che, così facendo, siamo

in grado di generalizzare in modo naturale, tutti quei concetti esprimibili in

termini di vettori applicati alle "sottovarietl" e piO in generale alle "va-

rietl differenziabili",dove si usano i "fibrati" in quanto non ha senso par-

lare di vettori liberi.

Dunque, iterando in modo naturale, il concetto di spazio tangente si ottengQ

no gli interessanti "2-spazi tangenti" i quali sono usati, per esempio, per una

trattazione intrinseca delle "equazioni differenz.iali del 2° ordine".

Una delle nozioni basilari della Geometria Differenziale degli spazi affini è

quella di "differenziabilitl" e di "derivata": un'applicazione tra spazi affini è

differenziabile se opera linearmente sui vettori applicati "almeno in prima appro~

si mazi one". L' appl i cazione che effettua tale appross imazi one è detta "deri vata" .

Il concetto di derivata (libera) non è estendibile alle varietl differenziabili.

Pertanto, è conveniente introdurre sugli spazi affini anche il concetto di "appl.:i.

cazione tangente" che tenga conto del punto di applicazione della derivata. Le re

gole di derivazione consistono in pochi teoremi che costituiscono le fondamenta

per il calcolo delle derivate.

Le "derivate seconde" si ottengono, in modo naturale, studiando la differenzia

bilitl delle applicazioni derivate. In termini di derivate applicate, otteniamo le

nozioni di "2-applicazioni tangenti" estendibili alle varietl differenziabili.

Di notevole interesse è lo studio intrinseco delle "equazioni differenziali" del

l° e del 2° ordine. Sostanzialmente, un'equazione differenziale del l° ordine è

un campo vettoriale le cui soluzioni sono tutte e sole le curve differenziabili,

dette "curve integrali", i cui vettori tangenti sono i valori assunti dal campo

lungo esse: in tal modo risulta chiaro 11 suo significato geometrico. rali equa

zioni, così definite, assumeranno, tramite un sistema di coordinate, la forma clas

sica di sistemi di equazioni differenziali ordinarie del l° ordine, nOt~ali ed au

tonome. Le equazioni differenziali del 2° ordine costituiscono una versione geom~

trica di un procedimento classico dell 'Analisi.

Definiamo poi il concetto di "immagine reciproca" di una applicazione e di "im

magine inversa e diretta" di un'applicazione invertibile, (è nuova la nozione di

"applicazione cotangente" di una applicazione invertibile).Il con·cetto di immagine
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reciproca e inversa costituisce le fondamenta per una trattazione intrinseca

della "derivata di Lie" di un campo di vettori e di covettori.

Sinora l'oggetto centrale del nostro studio è stata la struttura di spazio

affine. Ora introduciamo la nuova struttura di "spazio affine euclideo" ottenu

ta fissando in uno spazio affine, di dimensione finita, una applicazione scal~

re, detta "metrica". Questo nuovo concetto è fondamentale in quanto permette di

costruire un modello matematico dello spazio fisico, cioè una formulazione assi o

matica della Geometria Euclidea. Seguendo 10 spirito generale di questo lavoro la

linea espositiva risulta capovolta rispetto a quella tradizionale. Adottando qu~

sto criterio si spera di dare una formulazione chiara e precisa delle nozioni ge~

metriche, acquistando a posteriori il loro significato intuitivo.

In tal modo si ottengono nuovi concetti che possono essere utilizzati nella

Meccanica Analitica. Per esempio, l 'isomorfismo di "Legendre" permette di stabl

lire l'equivalenza tra lo spazio delle "fasi" (equazioni di Lagrange) e delle

"cofasi "(equazioni di Hami lton). Inoltre, abbiamo anche altri concetti nuovi, in

dotti dalla metrica, estendibili anche alle varietà differenziabili.

Dunque, tutte le nozioni sinora introdotte, sono state date intrinsecamente.

Ora possiamo curare la loro rappresentazione matriciale, mediante uno studio de!

tagliato dei sistemi di coordinate e delle loro applicazioni. Si ritrovano così

le formule classiche. Per esempio, la rappresentazione matriciale delle applica

zi oni deri vate è espressa tramite le "deri va te parzi al i" .

La seconda parte di questo lavoro è dedicata allo studio delle"sottovarietà"

di uno spazio affine.

Noi evitiamo l'uso dei "fibrati", riguardando lo spazio tangente della sottov~

rietà come un sottinsieme di quello dello spazio affine ambiente. Ciò nonostante,

otteniamo alla fine risultati che hanno una validità intrinseca nella sottovarietà.

Grazie alla impostazione seguita relativamente agli spazi affini, possiamo gener~

lizzare in modo naturale tutte le tecniche precedenti che si riferivano a vettori

applicati.

Nozioni di notevole interesse sono la "connessione riemanniana" e la"2a forma

di decomposizione" della connessione.

La teoria svolta è in grado di fornire degli strumenti potenti alla Meccanica

Analitica che,nell 'esposizione tradizionale,formula in forme molto più involute

e prive di significato geometrico,i precedenti risultati (per esempio le equazio

ni di Legrànge di la e 2a specie possono essere· riguardate come una formulazione

rudimentale di decomposizione della connessione).
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tore possa riconoscere, alla fine, che, dell 'argomento trattato, risulta un qua

dro chiaro, sintetico ed anche operativo sul piano del calcolo. Riteniamo che

il lavoro possa servire anche come un'utile introduzione alla Geometria Differen

ziale moderna.

Riassunto

Prima di passare al contenuto del testo, abbiamo ritenuto opportuno fare una

succinta ricapitolazione di Algebra Lineare e Tensoriale, per organicità di imp~

stazione e di linguaggio. Il lettore può approfondire tale argomento consultan-

do 1111. La principale nozione che ricordiamo è quella di "spazio vettoriale".

Sostanzialmente, uno spazio vettoriale è un insieme munito di due operazioni che

godono di certe proprietà. Si osservi che tale concetto è dato seguendo la via mo

derna, puramente algebrica, che è ormai accettata da tutti. L'interesse che abbia

mo noi per gli spazi vettoriali consiste nel loro significato geometrico. Infatti,

munendo uno spazi o vettori a1e con una struttura "metri ca", si otti ene un mode110

matematico ("spazio affine euclideo") semplice ed elegante della Geometria Euclidea.

Veniamo, dunque, al contenuto del testo.

Il nodo centrale di tutto il lavoro è l'uso sistematico degli "spazi affini".

Uno spazio affine è un qualsiasi insieme su cui operano gli elementi di uno spazio

vettoriale, detti "vettori liberi", mediante le cosiddette "traslazioni". In linea

di massima, esso è uno spazio vettoriale in cui si è tolto il privilegio del vetto

re nullo: dunque, in un tale spazio tutti i "punti" sono equivalenti. Anche se il

concetto di spazio affine è poco usato (nelle esposizioni tradizionali si preferi

scono gli spazi vettoriali o più in particolare Rn), noi riteniamo più soddisfa

cente il nostro punto di vista sotto vari aspetti. Infatti, non privilegiando pu~

ti o direzioni particolari, o basi particolari, possiamo centrare gli aspetti so

stanziali delle ulteriori nozioni che andremo ad introdurre, senza fare uso di el~

menti "estranei". Per esempio, possiamo trattare le applicazioni geometriche della

teoria senza fare uso dei sistemi di coordinate e le applicazioni fisiche, facendo

a meno dei sistemi di riferimento.

Successivamente, ci siamo preoccupati di approfondire i concetti di "spazio

tangente e cotangente" i quali non sono ben delineati nell'esposizione classica.

Ta 1e procedimento, che riteni amo ori gi na 1e, ha ori gi ne da 11 a trattazi one dei "vet

tori app1i ca ti" Sugli spazi affini si potrebbe fare uso solo del concetto di

"vettori liberi", in virtù del trasporto parallelo (traslazioni). Noi abbiamo rite
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o INTROOUZIONE

In questo capitolo si fa un riassunto delle principali nOZlonl

di algebra tensoriale, per organicità ed uniformità di impostazi~

ne e di linguaggio. Per brevità, omettiamo le dimostrazioni dei

teoremi, rimandando a [11].

Nella Geometria Elementare (fondata sugli assiomi di Euclide),

per ll spaz io vettoriale" s'intende l'insieme dei vettori, ciascuno

dei quali è una classe d'equivalenza di segmenti orientati.

In altri testi classici si identificano gli spazi vettoriali

(di dimensione n) con RO e, successivamente, si studia il loro

significato geometrico.

In questo lavoro, invece, si darà la struttura di spazio vetto

riale seguendo la via moderna puramente algebrica, che è ormai assc-

data. Ossia, s'intenderà come spazio vettoriale, un qualsiasi i~

sieme munito di due operazioni che godono di certe proprietà. In

tal modo questa definizione generale, ha come casi particolari, ~,

n
R , ecc ...

Comunque, uno dei principali interessi, che abbiamo nOl per gli

spazi vettoriali, consiste nel loro significato geometrico, il qu~

le apparirà evidente allorché introdurremo gli "spaz i affini".

Si ritiene, anzi, che questa sia la strada matematicamente più

valida di costruzione della Geometria Euclidea.

Considerato uno spazio vettoriale V, pOSSlamo introdurre la

nozione di "base", mediante la quale è possibile esprimere ogni el~

mento di v, in modo univoco, come combinazione lineare degli ele-

menti della base. Pertanto, fissata la base, ogni elemento di V
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è caratteri.zzato completamente dalle sue componenti. In questo modo,

si recupera la definizione classica di spazio vettoriale di cui si

2 parlato prima.

Dunque, così facendo, viene prima lo spazio vettoriale costrui-

(O a pr~orl e poi la nozione di base e di rappresentazione numerica.

enere, col procedimento classico, vengono prima le componenti le-

gate ad un non ben definito sistema di riferimento e, successivame~

con una relazione di e'luivalenz:.a che ;)u;) sem-te, i vettori costruiti
brare arbitraria.

Per maggiori dettagli SI veda [ 11J
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SPAZI VETTORIALI

o La prima nozione che introduciamo è quella di "spazio ve!

tori aIe" V. In questo paragrafo ne diamo la definizione e le pri

me conseguenze. Definiamo poi i "sottospazi vettoriali lt
, come i

sottoinsiemi di uno spaz~o vettori aIe che conservano una tale strut

tura. Dopo aver introdotto il "prodotto cartesiano" di più spazi

vettoriali e quella di "spazio quoziente" ci dedichiamo alla im

portantissima nozione di "base". Essa è costituita da un insieme

di vettori di V, tale che ogni altro vettore di V possa

esprimersi ~n uno ed in un sol modo, come "combinazione lineare"

dei vettori di tale base. Osservato poi che ogni spazio vettoria

le ammette una base, si fa vedere che ogni insieme di vettori "li:.

nearmente indipendenti" può essere completato con vettori di un

insieme di "generatori" in modo da costituire una base.

Infine introduciamo l'importantissimo concetto di "dimensione ll

di uno spazio vettoriale, dopo aver visto che la cardinalità di

tutte le basi di uno spazio vettoriale è la medesima.

0.1.1. DEFINIZIONE Sia IK un corpo.

Dicesi SPAZIO VETTORIALE su IK una terna

(V,+,.)

dove

V è un qualsiasi insieme;

+ è un'operazione, detta "addizione"

+ V x V + V

così indicata + (u,v) ... u+v



- 5 -

rispetto alla quale V è un gruppo abeliano (o commutativo);

è un'operazione, detta "moltiplicazione per gli scalari"

IK x V .... V

così indicata

la quale gode delle seguenti proprietà

a) À' (u+v) = À·U + À·V

b) (Hl') ·V = À·v + l"v

c) (Àl') ·V = À· (l'.v)

d) 1 • v = v .
Ik' -

Gli elementi di uno spazio vettoriale su un corpo IK sono

detti "vettori",

In seguito, tratteremo solo spazi vettoriali sui reali (anche

se molte delle nozioni introdotte hanno validità più ampia).

Sia, dunque, (V,+,·) uno spazio vettoriale su R che, per sem

plicità, indicheremo con V.

D'ora in avanti, per mettere in risalto l'appartenenza dei vet

tori allo spazio vettoriale li soprallinieremo.

A partire da Veda un insieme S, è possibile munire l'in

sieme F(S,V), costituito dalle applicazioni

S .... V,

di una struttura di spazio vettoriale, definendovi le operazioni

di addizione e di moltiplicazione per gli scalari nel modo seguente

(f+g)(x) _ f(x) + g(x)

(À·f)(x) _ À·f(x)
Il x li S.
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0.1.2. DEFINIZIONE Sia W un sottoinsieme di V.

Si dice che W è un SOTTOSPAZIO (VETTORIALE) di

no soddisfatte le seguenti condizioni

V se so

a)

b)

c)

u+v e W
-

À. u e W

o e W

v u,v ew
V Àe R, u e W

o e V

0.1.3. Facciamo ora alcune premesse, utili .a dare il concetto

di "somma diretta" di due sottospazi (vettoria1i) U e U' di V.

DEFINIZIONE Dicesi SOMMA di U e U' il sottospazio di V,

generato da UUU'

U+U' _ {v eV / v = u+u' con u eU e u'e U'}·

0.1.4. DEFINIZIONE Si dice che U e U' sono linearmente in

dipendenti se è

un U' = {o} .

0.1.5. DEFINIZIONE Si dice che U + U, è la SOMMA DIRETTA di

U e U', se i due sottospazi sono linearmente indipendenti e si

scrive

U G U, ..
-

Dunque V = U G U' se ogni Ve V
-zione v = u+u I, con u e U, u' e U' .

ammette un'unica decomposi

Naturalmente, è possibile estendere tali nozioni a più sotto

spazi di V.
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O.1.6.DEFINIZIDNE-Siano U e U' duesottospazidiV.

Si dice che U' è un SUPPLEMENTARE di U in V, se

V = U @ U'.

Si osservi che il supplementare non è univocamente determinato.

Vedremo, in seguito (0.8.4) che se V è uno spazio vettoria

le "euclideo", allora esiste un uniCO supplementare "ortogonale"

di un sottospazio U cV.

p spazi vettori ali.Siano V
l

, ... ,V
p

A11 ora, l'i ns i eme PRODOTTO CARTES IANO

0.1.7. PROPOSIZIONE

è uno spazio vettoriale, definendovi le operazioni di addizione

e di moltiplicazione per gli scalari nel modo seguente

- -
- (À·vl,···,À,vpl .

0.1.8. Sia W un sottospazio vettoriale di V.

Si vede che la relazione binaria in V, data da

lI'Vv~u-veW v u, ve V

è una relazione d'equivalenza.

Allora, si dà la seguente definizione.
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DEFINIZIONE

Dicesi INSIEME QUOZIENTE di V rispetto a W l'insieme

delle classi di equivalenza rispetto a ~

Se U' V, indichiamo con [ li] la classe d'equivalenza di

u, costituita da tutti gli elementi di V del tipo

u + w , con w € W.

Perciò, si usa anche il simbolo

[UJ;u+W.

Si vede che l'insieme quoziente V/W, munito delle seguenti op~

razioni (che sono ben definite) di addizione e di moltiplicazione

per gli scalari

[U]+[V]=[U+v]

À,[u]=[À'u]

è uno spazio vettoriale.

0.1.9. DEFINIZIONE Siano ... , V €
n

v .

Dicesi COMBINAZIONE LINEARE di v
1

, ... ,v
n

ogni vettore di V

del tipo

n
i

x=.Llxv.,; , 1- n-
x vI + ... + x vn

l ncon x , ... ,x € IR

Se ogni vettore di V è combinazione lineare di
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- -allora si dice che {Vl' ... ,vn} è un INSIEME DI GENERATORI di V.

In seguito, quando non c'è pericolo di confusione, ometteremo

il simbolo di sommatoria.

0.1.10. DEFINIZIONE

Si dice che n vettori V sono LINEARMENTE INDI-

PENDENTI se è,
l nIJx, ... ,xei'

l _ n=> (x = ....-x = o)

O. 1.11. DEFINIZIONE

Dicesi BASE di V ogni sottoinsieme finito B c V, che gode

delle seguenti proprietà:

B è un insieme di generatori di V;

B è linearmente indipendente.

0.1.12. Dunque, ogni spazio vettoriale(purché non costituito

dal solo vettore nullo) ammette una base. Anzi, si può dimostrare .di più

che ogni insieme di vettori linearmente indipendenti (che esiste

sempre) può essere completato con vettori di un insieme di generat~

ri (che esiste sempre), in modo da costituire una base.

- -TEOREMA Sia G " {Vl' .. ·,Vn} un insieme finito di generato-

ri di V. Sia I - {Y l , ... 'Yp} c G, con p < n , l i nearmente i n-

di pendente.

Allora, esiste una base B di V, tale che

IcBcGcV
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Si possono anche considerare spazi vettoriali con basi infini

te, i qua l i però esul ano dai nostri scopi.

0.1.13. La nozione di base può essere caratterizzata tramite

una sua proprietà importantissima, come segue.

TEOREMA Sia B = {Vl, ... ,Vn} un sottoinsieme di V.

Allora, le seguenti condizioni sono equivalenti.

è una base;Ba)

b) ogni vettore -x e V si scrive in uno e in un solo modo come

combinazione lineare di vettori di B

- i-x = x v.
l

0.1.14. E', allora, lecita la seguente definizione.

DEFINIZIONE

- i
x=xv. iV.

l

Sia B_(Vl, ... ,V
n

} una base di V. Sia

coefficienti della combinazione lineare, secondo i vettori di

B, di x (che sono univocamente determinati) si dicono le COMPONEN

TI di x secondo la base B.

Allora, dicesi MATRICE (COLONNA) rappresentante x, relativa a

B, la matrice colonna delle componenti di -x, indicata con

Si osservi che la matrice rappresentante

sce lta.

-x dipende dalla base

Quando consideriamo fissata la base B, scriveremo (x) al po-
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sto di

La rappresentazione matriciale degli spazi vettoriali è un fatto

molto importante, strettamente connesso alla nozione di base.

Questa tecnica verrà usata per le applicazioni lineari, multili

neari e per i tensori: apparirà, così, chiara la sua importanza.

O. l .15. TEOREMA

Supposto che

ogni base di v
v abbia un numero finito di generatori, allora,

è costituita da uno stesso numero di elementi .

0.1.16. Si da, perciò, la seguente definizione.

DEFINIZIONE

Se V ha una base di n elementi, allora si dice che V

ha DIMENSIONE n e si scrive

dim V = n .

Se V = {o}, allora si dice che V ha dimensione zero e si

scrive dim V = o

0.1.17. TEOREMA Sia dim V = n. Si a W un sottospazio vettoriale

di V.

Allora, è

dim W~ dim V

Inoltre, sussiste la seguente equivalenza

(dim W= dim V) ~ W= V

Siano Il e W' sottospazi di V ta l i che V = WIj W'.
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Allora,è

di m V = di m W+ di m W' .

0.1.18. PROPOSIZIONE

ri al i e s i a W c V.

Allora, è

Siano V, W spazi vetto-

dim(V
1

x ... x V
p

)

dim(V/W) = dim V -

= dim V1 + ... + dim Vp ,

dim W .
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2 APPLICAZIONI LINEARI

o Un'applicazione fra due spazi vettoriali si dice lineare se

"conserva" le operazioni di addizione e di moltiplicazione per gli

scalari.

Quindi tali applicazioni sono le uniche ad essere "canoniche"

rispetto alla struttura di spazio vettoriale ed è perciò logico at

tendersi da esse un ruolo fondamentale.

Siano, dunque, U e V due spazi vettori ali.

0.2.1. DEFINIZIONE

Un'applicazione

fU ... V

dicesi (un OMOMORFISMO di spazi vettoriali o) LINEARE se sono sod

disfatte le seguenti condizioni

a) f(u+v) = f(u) + f(v)

b) f(À·u) = À.f(ù)

v U. ve U

Il À<Ò lR • ile U.

In particolare. se U _ V, f si dice un ENDOMORFISMO~

0.2.2. DEFINIZIONE

Un'applicazione lineare

f:U -, V

dicesi un ISOMORFISMO se esiste un'applicazione lineare

g V ... U
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ta le che

g o f = i d
U

f o g = i dV .

In particolare, se U" V, f si dice un AUTOMORFISMO~

0.2.3. Se un'applicazione lineare f è invertibile, allora

anche l'inversa

fismo.

- l lf è lineare e dunque f(ed f- ) è un isomor-

PROPOSIZIONE Sia f: U ~ V un'applicazione lineare.

Allora, le seguenti condizioni sono equivalenti

al f è un isomorfimo;

b) f è biiettiva .

0.2.4. PROPOSIZIONE Sia dim U = n. Sia f: U ~ V un'appli-
- -cazione lineare e B" {u l , ... ,Unl una base di U.

Allora, f è caratterizzata dai valori che essa assume sui vet

tori de 11 a base B. Più precisamente, per ogni x " xiu. € U è
l

f(x\L)
l

Dunque, l'immagine di f, ossia f(U) " Im(f), è il sottospazio

vettoriale di V generato dai vettori f( li . )
l

0.2.5. Diamo, allora, la seguente definizione.

DEFINIZIONE

Di ces i RANGO di f la dimensione di 1m (f)

Si vede che è rango (f) ~ dim V.
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0.2.6. Il concetto di immagine non dipende dalla 1inearità di

f; invece se f è lineare, si ha anche il concetto di "nucleo"

che ha proprietà di tipo "duale" rispetto a quelle di immagine.

DEFINIZIONE Sia f: U + V un'applicazione lineare.

Dicesi NUCLEO di f il sottoinsieme di U

cos tituito da i vettori u (; V, ta 1i che f(u) = o

Si vede che Ker(f) è un sottospazio di U.

0.2.7. TEOREMA Sia f U + V un'applicazione lineare.

Allora, è

dim V = dim Im(f) + dim Ker(f)

0.2.8. Si a dim U = n e dim V = m.

Siano B - {U 1' ... u } e B'" {v1' ... ,vm} rispettivamente
n

basi di U e V. Sia f U + V un'applicazione lineare.

Si indica con

B'
(f) c tfM B n

la matrice di f, relativa alle basi B e B', ossia la matri-

ce ad m righe ed n colonne i cui elementi sono
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Si noti che la matrice rappresentante f dipende dalla scelta

delle basi.

Quando consideriamo fissate le basi B e B', scriviamo (f)

o ( f i .) l d .a pos to 1
J

Si osservi, inoltre, che abbiamo usato usato la convenzione di

scrivere,come primo indice. quello relativo allo spazio d'arrivo e,

come secondo indice, quello relativo allo spazio di partenza. In

ta,l modo si ritrovano accostati gl i i ndi ci che devono essere satura

ti, essendo

Pertanto, d'ora in poi useremo questa convenzione.

0.2.9. PROPOSIZIONE

L'insieme L(U,V) delle applicazioni lineari f: U -, V ha una

struttura naturale di spazio vettoriale,che si definiscono le operazioni di

addizione e di moltiplicazione per gli scalari nel modo seguente

(f+g)(u) _ f(u) + g(u)

v U € U
-

Qgni spazio vettoriale V induce i seguenti spazi vettoriali

notevoli

L(IR , V)

l) L(R,V)

L(V,V) L(V,IR) _ V'" .

E' possibile identificare V e L(IR,V) mediante l 'isomorfismo ca-
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nonico

L(IR,V) ~ V

dato da

f t+ fIl)

2) L(V,V)

Lo spazio vettoriale L(V,V) viene indicato anche con End(V) ed

ogni suo elemento, che è un endomorfismo, è detto anche un "operato-

re lineare".

Inoltre, l'insieme GL(V) costituito dagli automorfismi

V • V, con l'operazione di composizione, è un gruppo.

0.2.10. Studiamo ora le nozioni di "autovalore" ed "autovettore"

di un operatore lineare, che hanno un importante significato prati

co, oltre che teorico.

DEFINIZIONE Sia h ~ L(V,V) = End(V) .

-Un vettore v E V si dice AUTOVETTORE di

tale che

h(v) = ÀV

h se esiste À E IR,

Se v # o , si dice che À è un AUTOVALORE di h e si dice

che v ha À come autova·lore

Dunque, si vede subito che o E V è un autovettore banale, ma non

si riesce a definire l'autovalore associato perché è indeterminato.
- -

Inoltre, se v fo o è un autovettore, si vede che l'autovalore asso

ciato è unico. Per maggiori dettagli si veda [ 11 ] .
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Lo spazio vettoriale
~

L(V,IR) "V è detto "duale" di V e suoi

elementi si dicono "forme lineari".

In seguito, verranno sottolineati suoi elementi.

però, non esiste, in generale, un isomorfismo canonico tra

sono isomorfi;Se V ha dimensione finita, allora V e V~

V e
~

V .

Vedremo, lnvece, che, se nello spazlo vettoriale v è definita

una "moltiplicazione scalare" allora, essa induce un ben determinato

isomorfismo
..

V % V , con il quale è possibile identificare, in modo

naturale, vettori e forme lineari, ossia elementi di V ed elemen

ti di •V •

0.2.11. DEFINIZIONE

Sia f: U + V un'applicazione lineare.

Dicesi TRASPOSTA di f l'applicazione lineare

• • •f V + U

data da •f

0.2.12. TEOREMA Sia dim V = n.

Sia
- -

B " {v , ... ,v} una base di
l n

V.

Allora, le n forme lineari l n"
V •••• , ~ e V da te da

i - ci { O se l # J
.': (v.) - -

J J l ise J

• • l
v

n
}costituiscono una base di V indicata con B - {v , ...
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detta la "duale" di B.

0.2.13. PROPOSIZIONE Sia dim V

una base di V.

- -
n, e Sia B - {vl, ... ,V

n
}

,.
a) Ogni ! e V S1 scrive ln uno e un solo modo come combina-

Z10ne lineare delle forme
l n __. _

v 'o •. ,,:::, . Pili preclsamente, e

f
l

- f. V
l

-
dove f. - f (v. )

l l

termina l'isomorfismo della rappresentazione matriciale di

b) Dunque, l'insieme
l n

-{~, ... ,~} è la base di
,.

V , che de

,.
V , re-

lativa a B (ed alla base canonica di ~)

cl Dunque, è

,.
V "'M

'" n

d) Se

,.
dim V n = dim V.

l
,.

f - f. v e V
l

e se
1-

x - x v. e V,
l

allora, è

-
!(x)

l
= f. X

l

0.2.14. DEFINIZIONE Sia V uno spazio vettoria1e di dimensione
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fi nita.

Dicesi BIDUALE di V lo spazio vettoriale

*" "V "L(V, IR) " L(L(V,IR) ,IR)

Identi fi che remo con V, mediante l 'isomorfismo naturale,

"" .V + V lndotto dalla regola

x(n - i(x).

Per ragioni di simmetria, adotteremo anche il simbolo

x(i) " < i,x > - i(x)
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3 APPLICAZIONI MULTILINEARI

o La nOZlone di applicazione "multilineare" costituisce una

generalizzazione di quella di applicazione lineare.

I casi di maggiore interesse sono le forme bilineari "simmetri

che" e le forme n-lineari "antisimmetriche" (in uno spazio vettoria

le di n dimensioni).

0.3.1. OEFINIZIONE

Un'applicazione

Siano u1·····up .V p+l spazi vettoria1i.

f ... V

... V

si dice P-LINEARE se è lineare rispetto ad ognuna delle p varia

bi 1i .

Se V" IR. allora. f si dice "forma p-lineare"

0.3.2. PROPOSIZIONE

L'insieme

L(U1, ... ,Up V)

delle applicazioni p-lineari

U
1
x•.. x U

p

con le operazioni naturali di addizione e di moltiplicazione per gli

sca1ari. è uno spazio vettoria1e .

Se. inoltre. è V" IR

Se U1 - ... "Up - U. scriviamo L(U 1•...• U
p

; V)"LP(U.V)

si pone L(U 1.... ,Up V)"LP(U).
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0.3.3. Siano U,V spazi vettori a1i , rispettivamente, di dimensio

ni n,m.

- -Sia f UxV -> IR una forma bilineare. Siano B ={ul, .. ·,un
}

- -
e B' ={v1'···,vm} basi rispettivamente di U e V.

Si indica con

Mnm

la matrice di

dati da

f, relativa alle basi B e B' , cui elementi sono

f .. = f(u.,V.).
1J 1 J

Si noti che la matrice rappresentante f dipende dalla scelta

delle basi. Quando consideriamo fissate B e B', scriviamo (f) o

(fij ) al posto di MBB,(f).

0.3.4. Quando un'applicazione p-lineare dipende da p variabili

dello stesso spazio vettoriale è interessante notare come varia il ri

sultato se si effettuano delle permutazioni di posto tra le variabili.

DEFINIZIONE Sia f Ux .•. xU -> V

un'applicazione p-lineare.

Si dice che

permutazione.

Si dice che

f è SIMMETRICA se è invariante rispetto ad ogni

f è ANTISIMMETRICA se è invariante rispetto alle

permutazioni pari, mentre cambia segno per quelle dispari _

0.3.5. Possiamo caratterizzare l'antisimmetria mediante la seguente
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proposizione.

PROPOSIZIONE Siano U,V spaZi vettoriali. Sia f

un'applicazione p-lineare.

Allora le seguenti condizioni sono equivalenti:

Ux ••xU -+ V

a) f è antisimmetrica;

b) f è "alternatall; cioé Yu1,···,up
€ U se è u. ~ u. con

l J

l .; j , allora

- - - -
f(ul,···,u.,o .. ,U., ... ,u)

l J P
O
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4 ALGEBRA TENSORIALE

o La nOZIone di "prodotto tensoriale" fornisce un algoritmo di

calcolo che permette di trasformare le applicazioni multilineari

in dei nuovi enti detti "tensori!', i quali rendono più evidenti

certe proprietà formali delle prime.

Se v è uno spazio vettoriale, S1 possono costruire (per

ogni intero p,q) gli spazi vettoriali

® P V
q

., ..
_V0 ... 0V®V 0 ... 0V
~ '----..----./

P volte q volte

Gli elementi di ®' P V sono detti "tensori p volte contro
q

varianti e q volte covarianti". Dunque, tensori dello stesso ti-

pc possono essere sommati e moltiplicati scalarmente; tensori di ti

pc qualunque possono essere moltiplicati tensorialmente.

C'è, poi, l'operazione
l

C.
J

di "contrazione" dell'indice contro-

variante i-mo con l'indice covariante j-rno, che abbassa di uno,

sia il grado di controvarianza che quello di covarianza.

La più importante contrazione è la "traccia", che associa un nu-

mero reale ad ogni tensore una volta controvariante ed una volta co-

variante.

Siano, dunque, U e V due spazi vettori ali.

0.4.1. DEFINIZIONE

Dicesi PRODOTTO TENSORIALE di U

u ® V

e V lo spazio vettoriale

costituito da tutte le combinazioni formali del tipo
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ij -
x - x u. ® v.

l J

con
ij

elR, u.e U, v. e V, munito delle seguenti operazionix
l J

cosi indicata

+ (U®V) x (U®V) + U®V

+ (x,y) ..... x+y " (X
ij +yij)U

i
® Vj

IR x (U ® V) + U ® V

così indicata
lJ - -

_{À·X)U.®V.
l J

e con l'unica condizione che la moltiplicazione tensoriale

t UxV +UQìlV

da ta da

sia bilineare.

t (u,v)
- -

... u ® v

In modo naturale, si estende la definizione al prodotto tensoria

le di p spazi vettoriali e lo si indica con

P
.01 U. - Ul ® ... ® Upl = l

In particolare, poniamo

.. lt
_ U ® ... ® U ® U® .••® U

'--......---'" ' . ..-
p volte q volte

Per una definizione più rigorosa, s'i veda [l1J

0.4.2. PROPOSIZIONE Siano U e V due spazi vettoriali rispetti
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vamente di dimensioni n,m.

Siano
- -

B={u, ... ,ul
l n

- -
e BI ={v1' ... ,vm} basi, rispettivamente,

di U e V. Allora è

dim(U ® V) dimU . dimV.

Inoltre

B ® B'
- - - -

_ {u ®v , ... ,u ®v l
l l n m

costituita da n'm elementi, è una base di U®V

Sicché, ogni vettore di U ® V si espnme in modo UUlCO

x =
ij-

x u.
l

-
®v.

J

ed è con~letamente rappresentato dalla matrice delle sue componenti

BB' -
M (x) _ (x 'J )

Si noti che la matrice rappresentante x dipende dalla scelta del

le basi. Quando consideriamo fissate le basi B e BI, scriviamo

(x) al posto di
BB'

M (x).

0.4.3. La proprietà più importante del prodotto tensoriale consi

ste nel fatto che esso permette di trasformare applicazioni bilineari

in lineari. Consideriamo, dunque, uno spazio vettoriale W e Sla

f : U x V + W un'applicazione bilineare. Allora, vale la seguente

proprietà universale.

TEOREMA

Esiste un'unica applicazione lineare

'"f U®V + W



- 27 -

tale che

"- - -
f (u ® v)

OSSla t tale che

"-
f o t f.

Più precisamente, è

f(u,v)

"- ij
f(x u.

l
® v.)

J

ij - 
x f(u. ,v.)

l J

Esiste un isomorfismo canonico

u@v v@u

mediante il quale faremo, talvolta, l'identificazione

u@v_v@u .

0.4.4. E' possibile dare la nozione di prodotto tensoriale di ap-

plicazioni lineari, in modo naturale, compatibile con la loro compo-

sizione. In tal modo, il prodotto tensoriale risulta essere un funto

re covariante.

PROPOSIZIONE

lineari.

Siano h U + U' e k V -+ V' applicazioni

Allora, esiste un'unica applicazione lineare

h@k u@v -+U'@V'

tale che
- - - -

(h @ k) (u @ v) = h (u) @ k (v)
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cioé t tale che

(h ® k) o t = t'o (h ® k)

dove t

(h x k)

UxV "'U®V, t'

u x V -+ V' X Vi.

U' x V' ... u' ® V'

Più precisamente, è

ij- -
h ® k( x u. ® v . )

l J

lJ - -
x h(u.) ® k(v.)

l J

lJ-
V X u. ® v. e U ® V.

l J

Inoltre, SI considerino B B' B B'
l' l' 2' 2

basi rispettivamente di

U,il' ,V,V' B' ® B'
l 2

le basi indotte in U® V e

u' ® Vi , rispettivamente. Allora, relativamente a queste basi, la

matrice di h ® k è data da

( ~ ) rs hr.h""k .. =
lJ l

Tale applicazione è detta prodotto tensoriale di h e k.

Il prodotto tensoriale di applicazioni lineari si comporta, in mo

do naturale, nei riguardi della loro composizione.

Si vede che l'applicazione

® L(U,U') x L(V,V') ... L(U ® V, u' ® V')

data da (h,k) ... h ® k

è un'applicazione bilineare.
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0.4.5. TEOREMA

Se le dimensioni di U,u',V,V' sono finite, allora l'applicazi~

ne
~o L(U,U') x L(V,V') -+ L(U x V, u' x V')

data da

'"®(h ® k) ;: ® (h,k)

è un isomorfismo .

Da questo teorema discendono degli importanti corollari che forni

scono delle regole pratiche, permettendo di identificare, tramite

isomorfismi canonici, i seguenti spazi vettoriali

,.
U@V '" L(V,U)

'V

,.,. ,.
U ® V :t (U ® V)

,. ,.
U @U

0.4.6. Sia
- -

Bl - {ul'···,un } e
- -

B ={v , .•. ,V }
2 l m

basi di U e

V, e siano
,. l n
Bl;:{~""'~ } le basi duali di

e B
2

. Abbiamo, allora, le seguenti regole.

I REGOLA

Identifichiamo

- la base di L(V,U), indotta da B
l

e con

{ - l - j - I<À m}
- u

l
® v , ..• , li. ® 'J , ••• , U "CI _"~o '

- 1- - n

ossia, scriviamo
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- ogni vettore

i - j
f_f.u.®v

J l -
e

•U ® v

con l'applicazione f e L(V, U), che ha la stessa rappresentazione

matriciale, ossia che è data da

-
f(x) f

i j-
.x u.
J l

j-
IV x _ x v. e v

J

- ogni applicazione lineare •f eL(U,V), con il vettore f eu ® V ,

che ha la stessa rappresentazione matriciale, scrivendo

f
i - j

f .u. ® v
J l -

dove

f e L(U,V) .

II REGOLA

l
_ < U -

f (v.) >
J

sono gli elementi della matrice di

Identifichiamo

- la base di •(U ® V) , indotta da B e B eon
l 2

l l i J n m
- (~ ® ~ , ... ,~ ® ~ , ... ,~ (il ~ )

ossia, scriviamo

- ogni vettore

i j
f-f..u(ilv

lJ- -
• •U ® V
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lO
con la forma lineare f e (U ® V) , che ha la stessa rappresentazio-

ne matriciale, ossia,che è data da

-
f(x) 'J

= f .. x
1J

v x
ij- -

_x u.®v.
1 J

e u ® V;

.. *' *- ogni forma lineare f e (U ® V) con i l vet tore f e U ® V

che ha la stessa rappresentazione matriciale, scrivendo

f
. .
1 J

f .. u ® v
1J- -

- - lO
dove f .. _ f(u. ,v.) sono gli elementi della mat>:ice di f e (U ® V) .

1J 1 J

III REGOLA

Identifichiamo

- la base di L
2

(U), indotta da BI' con

lO lO l l i j
~n®

n,
\ ®B l

- {:: ®:: , ... , ~ ®~ 'o .• , u J

ossia, scriviamo

i ® j - i - j- ci c j
u u (uh,u

k
) ..- U (u )u (u ) =- - - h- k h k

- ogn1 vettore

i j
f_f..u@u

1J- -
e lO "U @U

con la forma bilineare f e L
2

(U), che ha la stessa rappresentazione

rnatriciale, ossia,che è data da

f(x,y) _
i j

f .. x y
1J

,-
Y x::::x ti.,

l
u·,
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2
f €L (U)

li li
con il vettore f € U @ U , che

ha la stessa rappresentazione matriciale, scrivendo

i j
f=f .. u@u

1J- -

dove
- -

f.. _ f(u. ,u.)
1J 1 J

sono gli elementi della matrice di f e L
2

(U).
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5 CONTRAZIONI NELL'ALGEBRA TENSORIALE MISTA. TRACCIA

o Sia V uno spazio vettoriale.

Esiste un'applicazione lineare naturale che permette di IIcontra!.

re" un indice controvariante con un indice covariante dei tensori

misti, abbassando di una unità il numero degli indici controvarian-

ti e quello degli indici covarianti.

L' esis tenza di tale contrazione è una conseguenza innnediata del-

la proprietà del prodotto tensoriale e del fatto che esist~ una for

ma bilineare canonica

..
VxV .. IR

data da t+ < \l , v >.

0.5.1. Fra tutte le contrazioni, la più importante è la più sem

plice, ossia quella

PROPOSIZIONE

v G9 V· -+- R, che è detta "traccia".

Esiste un'unica forma lineare

..
tr V ® V .. IR

tale che tr
-
v QY v * < ~,v >

Più precisamente, è

t( ,-"".':'.j)r x ,v, 'CI
J l

l J-
X ,\! (V,)

J- l

l -
V X ,v, ®

J l

) e ..
Vfj)V

- -
Sia, po~, B - {vI"" ,v

n
} una base di V e sia

.. l n
B ={.':'.', •• '.':'. }
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la base duale di B.

Allora, è

( i - "",_"J)tr x . V. 'eI v

J l

l
X

l

i - j •
'i x .V.@V E: V®V.

J l -

Analoghe considerazioni possono essere stabilite per una forma

lineare

•tr V @ V -> IR •

Tali forme lineari si dicono "traccia".

In particolare, è

tr(id ) = n = dimV.
V

0.5.2. Le considerazioni precedenti si estendono a tutti l tenso

ri misti nel modo seguente.

DEFINIZIONE Sia l ~ i ~ p, l::J:::q.

Dicesi CONTRAZIONE dell'i-mo indice controvariante con il j-mo

indice covariante l'unica applicazione lineare

data da

l
C.

J

p

® V
q

p-l
or @ V

q-l

l - - l q
c. :(vl@ ... @v @v @... @v)

J P - -

l Aj "q@ v @ ...@.':'. @ ••• @v

J - -
>+v (v.)·v

- l l ®".@v. ®
l

®v @
p

dove Il Il

" significa "omessoll
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tr.

La contrazione gode della seguente proprietà

l r
c. o c

J s

r-l
= c

s-l
l

o c.
J

se r>i s>j .

Et utile fare alcune convenzioni di scrittura, per ii caso ln cui

si devono eseguire più contrazioni.

a) Se l<i <, l <i <p
r'

si pone

11 ... i 11 lr r
C· j - c. o .... o c.

J ••.. J l J rl r

q lO P
liJ..e® v , xe® V

r

b) Se o<p~q, allora 51 pone

l p -
i- y - cl x®y
x p

se o < q ~ p, allora 51 pone

i
l .•.q ®x - cl L x

l.- o •• q

se p o, allora si pone

- p
li xe® V, Ye

r
® V

q

T ~ eR, x e ® r V.
q

0.5.3. La contrazione i gode di alcune semplici proprietà.

PROPOSIZIONE Sia p ~ q.

a) L'applicazione

l
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data da

è bilineare.

b) E' L ® _ 1. L i_ l.xl x2
x

2 xl

Pl P2
q -li x e ® v, x

2
E ® v ,1. E ®V con Pl + P2

p.
l

0.5.4. Procedendo nell'identificazione dei tensori con applicazi~

nl lineari e multilineari ,possìamotradurre in termini di contrazione

tensoriale varie formule riguardanti la composizione di applicazioni

lineari e multi lineari.

PROPOSIZIONE Sia V uno spaz~o vettoriale a dimensione finita.

Si considerino le seguenti identificazioni canoniche

® ~V _ L(V,V)

a) E' h(x)
2 -

li h EL(V, V) ,cl (h ® x) = i- h x EV.
x

12 - -
li f EL

2
(V)

- -
b) E' f(x,y) = c

12
(f ® x ® y) = i- -f x,yEV.

x ® y ,
,

c) E' hok c~ (h ® k) li h,k E L(V,V).

d) E' f o (hxk)
2

li f EL (V) , h,k EL(V,V) .

0.5.5. PROPOSIZIONE

La contrazione

Sia p ~ q.

P q - q-p-i:®Vx®V-.® V

è caratterizzata dalla seguente formula.
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Siano ~ e@ p V ,:z e @ q v", allora

i-
x

q-p "
ye @ V

è l'unico tensore, tale che

< i_ 'i.. ' Z > - <'i.. , x @ z>, V Z C @ q-p V
x

0.5.6. DEFINIZIONE Sia V uno spaZiO vertoria1e di dimeLsione n.

Dicesi TENSORE FONDAMENTALE di V il tensore

dato da

"l cV ® V

- i - j
1=8 . v. ® v

J l

O "1 c V ® V,

se
- -

B={v, •.• ,v)
l n

è una base di V e '" 1 nB ={~, ... ,~) è la sua

base duale .
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TENSORI SIMMETRICI ED ANTISIMMETRICI.

o Sia u uno spazio vettoriale di dimensione finita.

Come per le applicazioni mul tilineari anche per i tensori ~ € ® pU

ha senso fare delle permutazioni degli indici e vedere se queste

lasciano invariato o no x.

Indichiamo con E l'insieme delle possibili permutazioni di
p

=il, ... ,pl
m

J e con c (a) = (-l) il segno della permutazione o,
p

dove m è il numero delle inversioni di a , ossia il numero delle

coppie (i,j) €i J x J tale che
p p

e a(i) > a(j)

0.6.1. PROPOSIZIONE Sia p un intero positivo e a € E una
p

permutazione. Allora esiste un un~co isomorfismo

'" ® pU ® p Ua -+

'" - - -
tale che a u

l
@ @u >+ ua-1(l) ® ® ua-l(p) .

p -

0.6.2. DEFINIZIONE Sia ~ € ® pU .

Si dice che '" -x è SIMMETRICO se è a(x) = x Va € E
P

Si dice che x è ANTISIMMETRICO se è '" -a(x) c(a)x V a € E
P
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Gli insiemi dei tensori simmetrici ~ nei teusori antisi~:~trici

di grado p costituiscono due sottospazi vetLoriali di ® p li

che Sl indicano rispettivamente con VPU e PA U •

0.6.3. Per poter costruire tensori si~~etrici ed antisimmetrici

di ordine p a partire da tensori qualsiasi, si definiscono degli

opportuni operatori.

DEFINIZIONE

Dicesi OPERATORE DI SIMMETRIZZAZIONE l'applicazione

S ® Pu .. ®PU

'\.

data da S - l: a
a e l:

p

D"cesi OPERATORE DI ANTISIMMETRIZZAZIONE l'applicazione

data da '"A _ l: €(a)a.
a el:

p

0.6.4. DEFINIZIONE

Dicesi MOLTIPLICAZIONE TENSORIALE SI;~ffiTRICA l'applicazione

s _ S o t

data da - -
s :(u , ... ,u )

l p

- -
...vup_ al: el:

p
ucr (l)® .. .® ua(p)
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Dicesi MOLTIPLICAZIONE TENSORIALE ANTISIMMETRICA l'applicazione

a _ A o t

data da - -
a : (u , ... ,u ) .... u

l
Il .•. llu

l p p
1: E

o € 1:
p

-
(O)uo(l)x .•. xuo(p) .

0.6.5. DEFINIZIONE

Un tensore ~ E APU (~€ VPU) si dice DECOMPONIBILE se esistono

tali che

x = AU
P

••• v u )
p

Se
- -

B={u,oo.,u}
l n

è una base di U, allora B'={u. v ...v u. }
'1 'p

con l~il~" . :,::i ~n e BIO ={u. Il ••• It u. } con l<i < ••• <i ~np '1 1 ' l p
P

basi rispettivamente di VPU p
sono e A U.

Inoltre, è

dim APU = ( n) se dim U = n.
p

In particolare, se p = n, allora è
n

dim A U = l, allora,

U
l

Il ... A un è una base di
n

A U, indotta da B.

Questo fatto permette di trasportare i problemi relativi ad uno

spazio vettoriale U di dimensione n allo spazio vettoriale

AnU di dimensione l. Pertanto gli spazi APU sono molto in te-

ressanti e d'ora in poi ci soffermiamo a studiare i tensori antisim-
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metrici.

0.6.6. TEOREMA

E' equivalente stabilire se
- -

B ,,{u , ... ,u }
l n

è una base di u

o se B',,{UA •.• Au}
l n

è una base di
n

A li, ossia se l'unico vet

tore di B' è diverso da quello nullo

0.6.7. Introduciamo, innanzi tutto , il conL'.::,tto di "orientazione"

di uno spazio vettoriale U di dimensione l.

Se u,u' € U sono due vettori non nulli, allora esiste un uniCO

O # 1 € H, tale che u' = 1u.

Si vede, allora, che la relazione binaria definita lD U-{ò}

nel modo seguente

Y U,U'€ D-{o;
-

tale che u' = 1 u : (u' '" u) ~ (1 > o)

è una relazione d'equivalenza.

Tale relazione determina due classi d'equivalenza.

0.6.8. DEFINIZIONE

Dicesi ORIENTAZIONE di U la scelta di una delle due classi d'equi

valenza nell'insieme delle basi di U.

Si dice che U è orientato se è scelta un'orientazione di U.

0.6.9. Possiamo ora definire l'orientazione dello spazio vettoria

le U di dimensione n.
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DEFINIZIONE

- -
Due basi ordinate (ul' ..• u

n
) (~~, ... ~~) di li si dicono equ.!.

valenti se è u 1\ ...Au
l n

- -
u' A••• Au'

l n

Allora, dicesi ORIENTAZIONE di U la scelta di una delle due

classi d'equivalenza nell'insieme delle basi ordinate di U o cor

rispondentemente nell'insieme delle basi di AnU

Si noti che in generale non esiste un'orientazione canonica di U,

nel senso che non c'è un modo privilegiato d~scegliere una delle due

orientazioni. Ci sono, però, delle eccezioni.

Ad esempio, lo spazio vettoriale R
n

ha un'orientazìone canonl-
- -

ca, perché possiede una base canonica {e , ... e }
l n

Abbiamo visto che dal teorema 0.4.5. conseguivano degli importan-

ti corollari che fornivano alcune regole pratiche.

Ora, in questo paragrafo, facendo un discorso analogo è possibile

identificare, tramite isomorfismi canonici, i seguenti spazi vettoria

li

dove APU è lo spazio vettoriale delle forme p-lineari antisimme-

triche.

- -
0.6.10. Sia B ={ul' •.• ,u

n
} una base di U e sia '" l nB ={~ , ... ,~ l

la sua duale. Valgono, allora, le seguenti regole.

l REGOLA

Identifichiamo
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- la base di

p ..
A B A ••• A u

Ossia, scriviamo
, ,
l l

l P
u A•••Au

i -
>+ det«u ,v.»

- J

i ... i
<5 l p

, ,

J ••• J
l P

(per l<i< ... <i~n, l p
l<J' <, l <j <n)

p'

- ogni vettore
~ 11 l

/ Pe AP ..
f - f. ... i u A•••Au U

1~i.l(" l
(",~ll l p

con la forma lineare! e( APU)·, che ha la stessa rappresentazione

matriciale, ossia che è data da

f (x)" , E . f. . (u
- 1<1 < •• <1 <n l l-

, l p' l" p

e

eli PU", che ha

V,
l

P

con il vettore f

i ... i
l p -

x v. 1\ ... 1\
11

v x _ , E .
1<1 < •• <1 <o

... 1 p'"

- ogni forma lineare f e ( APU)·

la stessa rappresentazione matriciale, scrivendo

dove

ce di f e

f

... i
P

( IIP •U) •

sono gli elementi della matri-

Osserviamo che questa regola differisce dalla regola Il di 0.4.6.

per un fattore pl Normalmente per i tensori antisimmetrici, useremo

quella data poc'anzi.
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II REGOLA

Identifichiamo

- la base di APU, indotta da B, con

p .._i l i pA B =iu fI ...Au } ,. .
1<1 < ••• <1 <n

... l p'"

Ossia, scrIVIamo

l
: (v,1'···,vj.) .... det«u

< i < n
p'

(per

- ogni vettore

f -

l~ j <
l

. l: .
l < l <o ••• < l :::n, l p -

•. < j ~n) ;
p

con la forma p-lineare alternata f E APU, che ha la stessa rapprese~

tazione matriciale, ossia, che è data da

f (x, . ;~l ;.L
l~,., ..~ . ..,.,

~I> - -)" l1\!1:- ) ( )( 1 •. "I
X

'" ::. L:..-- r lo
1~~ .•'· '.,.~'T'. ~

<U.l ()o;••

è ottenuta dalla matrice delle componenti
i ... i

dove (x) l p e MP

l ... p p

1., ... ,X
p

'

il vettore

l
o l

V xl - l: x v , . ..
....~ ~~ l 11

con

. .
l , ••• l

l p
prendendo le righe

n l
l: X P v. e u ;

~1>:1. p lp

forma p-lineare alternata

di

... ,x
p

- ogni

f € fu·, che ha la stessa rappresentazione matriciale, scrivendo

A...Au"

dove i
p

:= < f
-

(v. , ... v. ) >
1 1 l P

sono gli elementi della

matrice di f € AP u.

Questa regola, invece, non è diversa dalla regola III di 0.4.6.
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0.6.11. In modo analogo al 50 paragrafo, S~ introduce la nozione

di contrazione fra gli spazi vettoriali

/\p f..
q '" /\q-pu'" se p ~q

i' u x u ..-

data da
. , ll _ 2'. l 1.x p! X

n'ora in P01, quando non Cl~ pericolo di confusione e ci si ri

ferisce ai tensori antisinunetrici, scriveremo per semplicità l al

pos to di . ,
l •

PROPOSIZIONE

La contrazione

Sia

l

p ~ q •

è caratterizzata dalla seguente formula.

/\p u /\q '"Siano Xi: 1. € U • allora

q-p '"l 1." /\ u
11

è l'unico tensore,tale che

< i_ 2'.
x

z>-<:t..,xl\z>

0.6.12. PROPOSIZIONE Sia p ~q.

a) L'applicazione

i

è bi lineare.

p q" q-p '"
/\Ux/\U"-/\ u
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b) E'

i! •
, 'i.. e A'U

con p •

c) E'
q

i,z A~ = (i- Y )A z + (-l) l 'i.. Ai_ z
x- x-

!l.lU
ql .. q2

"li x€ - u, 'i.. E.!I. u , ~€A U con l~ ql+q2 .-

0.6.13. Introduciamo ora alcune notazioni che permettono lo studio

della rappresentazione matriciale dei tensori antisimmetrici.

DEFINIZIONE Siano il, l~p~n interi.

a) Dicesi MATRICE DI ANTISIMMETRIZZAZIONE la matrice

data da

i ... i
€:(E:

l p

p v;olte

il ••• n
'----,,--'
p volte

l se jl, ,jp

{i , ,i }
l p

sono tutti distinti e se

è una permutazione pari di

j , ... , J
l P

non sono tutti distinti o sei o •• i

~
l p -

E:
J .. J

l P

O

-l

se

{i , ... ,i }
l p

se j , ... j
l p

non è una permutazione

sono tutti distinti e

di j l ' .•.• J P

se{i , ... ,i
l p

è una permutazione dispari di {j , ... ,j }
l P
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b) Dicesi MATRICE DI RICCI

la matrice
~ ... i

_ (E: l n) €

n volte.....--..,
Mn ••• n

o la matrice

data da

l;; ('E' .)< M- .~ ..• 1 .. r
l n n' "n----.....--

n volte

l se {i , ... ,i } è una permutazione pari di(l, ... ,n;;
l n

e
i .. i

l n o se {i , ... ,i } non è una permutazione di {l, ... ,n};
l n

-l se {i ....• i } è una permutazione dispari di{l •. , .• Id
1 n

c) Dicesi DETERMINANTE l'applicazione

det R
nn

+ IR

data da

det

" x _ (x .. ) € Rnn
1J

(x) 0+ det(x)
i ... i, n

€ •
- l . E • x. l" .x.

~11, ... ,1~n l lU
n l n

0.6.14. Passando. dunque. allo studio della rappresentazione matricia

le, incominciamo dall'operatore di antisimmetrizzazione.

PROPOSIZIONE

Allora, è

Sia
- -

B ={ul •...• u
n

} una base di U.
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- -
A(u. ® .. Q9li. )

J l J p

Pertanto, risulta
A(x)=

i .. i j .. j
l p l p-

€ . • x u
il

®
1<· . < J l ' 'J p..,l.l,··,l.p ... n

l~ j , .. , j ::n
l p

-
®u.

l
P

dove x = . 1: •
l~J , .. ,J :i n

l p

j .. j
l p-

x u. ® .. .@l.
J l J p

0.6.15. Studiamo, ora, la rappresentazione matriciale dei tensori

antisimmetrici.

PROPOSIZIONE Sia

x = • 1: .
1~ 1. , •• , 1. ~n

l p

i l' .. i
p -

x u. @ ... @u.
1 1 lp

Allora, le tre condizioni seguenti sono equivalenti

a) ~ € APU

ia(l)" .ia(p)
b) x

ii' . i
x p

Sia, dunque, x € APU

posizioni di x

p
c ® U. Allora, valgono le seguenti decom
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x =
-

®U.
l
P

. E .
l~l ,... ,1. ~n

l p
l:;:j ,...,j :;:n

l p

e ® u,
l'e

=

, E ,
1:;:J ,.••,j :;:n

l p

, ,
J ••• J

l p -
x v, ®

J l

Dunque, le componenti di x, secondo la base B'={u, ~ ...~u.) .
1

1
l 1<1<

p 'l
<;i <n

p'

di APU, sono uguali alle corrispondenti componenti, secondo la base

® ... @u·)1' ,l :::1
1'

.... ,1:::n
p p

di

0.6.16. Studiamo, poi, la rappresentazione matriciale della rnolti-

plicazione tensoriale antisimmetrica.

PROPOSIZIONE

E'
- -

a(u, .... ,u, )=u, A...AU,
J 1 J p J l J

p

Pertartto, se

, E, e
1<1 <. $1. <n... 1 p'"

, , .~u,
l

P

allora, è

j -
x u.

P J
e u ,

x A••• ~ x
l p

=

\-
u. A••• Au.

1 1 l P =

i ... i j
1 p l

= ~ € .. x ..• x
"'." '.,,- J l ' . 'J p l P

f ~ ./l'" .~,.~"n

i i
= C D(O)X o(l) X o(p)-" ~ u, A... ~ ui

'~.,<. «'l-' n l P Il P
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ossia, è
. .
'1· .. ~p-

xl A...AX
p

= .: . det(x) u. A... Au.
1.(. 1. .( ,.<... ~ 'n 1. l

- l ~ l P
l

i ... 1

d (x) l P, MP _. . .ove ~ e 11 mlnore ottenuto da x, prendendo le rlghe
p

Dunque, le componenti x

i
l

l

P € R di x ,
p

secondo i vet-

tori u
i

A...AU
i

(con l::i
l

<... <i/n)
l p

della base di

te dai determinanti dei minori
il i(x) • •• p della matrice (x) costi

tuita dalle componenti di x
1
,···,X

p

i ... i
l Px =

il' .. i
det(x) p

0.6.17. Diamo, infine, una formula che esprima il modo di variare del

le componenti dei tensori antisimmetrici, relativamente ad un cambiamen

to di base.

PROPOSIZIONE

Sia

Sia
- -

B '-{ , '}=u, ... ,U
l n

una base di u.

Allora, è

u'
j

i=l
U.

l

- -
u~ A•• •AU~=

J l J p
E

"~~I("(~,~'l'1



dove
i o •• i

(S) l P €
j ... j

l P
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è il mlnore ottenuto da S €
n

M
n

prendendo le righe

Pertanto, se

e le colonne j , ... , j
l P

x _ Il •.• llu.
l

P

allora, è

j ... j
,l P

x

In particolare, è

u'
l

,
A ••• ,., un = det (S) u Il ••• llu

l n

e se

allora,

x =x u
i

Il ••••• /I u
n

ui II· ••
-=x' Il u'

n

x = det(S) x'
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7 FORMA BILINEARE SIMMETRICA

Sia v uno spazio vettoriale.

o In questo paragrafo, fissata una forma bilineare simmetrica

f v x V ... IR

si studia la nOZ10ne di ·ortogonalità" che essa induce in V.

Si dimostra che esiste sempre una base ortogonale (ne esistono 1n

finite) rispetto ad f, cioé una base in cui la matrice di f è"dia-

"ganale; inoltre, qualunque sia la base così fatta, il numero degli ele

menti diagonali positivi, negativi e nulli è invariante.

Ci si interessa, anche, della nozione di forma bilineare simmetrica

llnon degenere ll e "definita positiva" osservando che la seconda ipotesi

è più forte della prima.

Il presente paragrafo è particolarmente utile per parlare della moltiplic~

zione scalare negli spazi vettoriali "euclidei".

0.7.1. DEFINIZIONE

simmetrica.

Sia f v x V ... ~ una forma bilineare

Due vettori u e v di V si dicono ORTOGONALI rispetto ad f, e

si scrive

se

-u .l v

f(u v) = O

Sia S un sottoinsieme di V. Dicesi ORTOGONALE di S l'insieme

S _ (V.V / UJ.v li u • S}
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Si vede che SoL è un sottospazio di V.

- -0.7.2. DEFINIZIONE Sia dimV = n. Sia B - {Vl' ... ,vn} una base

di V.

Si dice che B è ORTOGONALE rispetto ad f se è

f .. _ f(v. v.) = o
l J l J

V i f j

In tennini matriciali, tale fatto si esprime dicendo che la matri-

ce (f .. ) è diagonale.
lJ

0.7.3. DEFINIZIONE

Si dice che una fonna bilineare f V x V ->- IR è NON DEGENERE

se è

V..= o

ossia, se è

( V V E V, f(u v) = '0) ~ u = o

L'applicazione f induce un'applicazione lineare

'f V ->- v*'

cos ì defi ni ta

dove

'f v...."

.J x .... y (x) _ f(v x)
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0.7.4. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione m > o. Sia

f : V x V + ~ una forma bilineare simmetrica.

TEOREMA (di SYLVESTER)

Esistono tre interi positivi o nulli n, o, p tali che per ogni
- -base ortogonale B - {v l '··· ,vm}, è (salvo eventuale ordinamento di

B)

f(v.,v.) < o se l<i<n
l l ' ,

f(v.,V.) = o se n+l<i<n+o
l l ' ,

f(v.,v.) > o se n+o+l~i~n+o+p = m .
l l -

0.7.5. DEFINIZIONE Sia f V x V + ~ una forma bilineare

si l1VTIetri ca.

Si di ce che f è DEFINITA POSITIVA se è

f(u,u» o per ogni o # u e V .



- 55 -

8 SPAZI VETTORIALI EUCLIDEI

o In questo paragrafo si introduce la nuov~ struttura di Sra7.~o

vettoriale euclideo, ottenuta fissando in uno spazio vettorlale, a di

mensione finita, una moltiplicazione scalare.

Questo concetto è importante per la costruzione di un ~od2ilo mate

matico dello spazio fisico, 05518, per una f0rrr:ul:~zi..·!:.e as~~i-;)matica

della Geometria Euclidea .

0.8.1. DEFINIZIONE Si dice SPAZIO VETTORIALE EUCLIDEO' ", :()~c;ù

dove

E è uno spazio vettori aIe a dimensione finita;

.2- è una forma bil i neare

~ E x E -> IR

così indicata ~ (x,y) .... x . y

simmetrica e definita positiva, detta MOLTIPLICAZIONE SCALARE o METRICA.

0.8.2. Uno degli aspetti piQ importanti della metrica è la po~sibi ,1
tà di eseguire "misure". Innanzitutto si possono misurare le "li.;nghezze"

dei vettori.

Diamo, pertanto, la seguente definizion~.

DEF INìZ IONE

Dicesi NORMA (relativa a ~) l'applicazion~
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xII Il

1I11:E + IR

.... Ilxll'=(x. xl~cos ì indi cata

Si tenga presente che l'applicazione ora definita è detta norma.

perché verifica le proprietà di una norma che

generale:

è un concetto più

alllxll>o

b l IIÀX Il = IÀI Il xIl

cl Ilx + YII ~ Jlxll + IIYII.

Ino ltre. è

dllx·yl~llxIIIIYII "disuguaglianza di Schwarz".

0.8.3. DEFINIZIONE

- -Un vettore v # o"E si dice UNITARIO se è

Il vIl = 1

Allora. dicesi VERSORE di v il vettore unitario

vers v '= v/II vIl

- -Inoltre. una base 8 '= {v1•...• vn} di E si dice ORTONORMALE se è

ortogonale e se i suoi vettori sono unitari

0.8.4. Sia F un sottospazio di E. Il seguente teorema mostra che



il supplementare di

TEOREMA

E'
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U è univocamente determinato.

E = F <$l F.L

Nel caso particolare, in cui F è generato dal vettore u ~ o,

allora ogni vettore V€ E ammette l'unica decomposizione

v = v" + v.l..

dove VII = v • u -
-2 u e F
u

-.I. - _II F.l,v = v-v e

0.8.5. PROPOSIZIONE Sia F un sottospazio di E. Sia

B' "{V l "" ,Vm}cF, con m~n, una base di F, ortogonale. Sia
- -B ,,{vl, ... ,vn} una base di E, ortogonale, ottenuta estendendo B'.

A11 ora, una base di F.I. è

- -
B",,{v l""'V} .m+ n

0.8.6. DEFINIZIONE Sia F un sottospazio di E.

Le due proiezioni della somma diretta E = F<$lF.l

lp" _ 11 E .... F"

sono dette LA PROIEZIONE PARALLELA e LA PROIEZIONE ORTOGONALE

0.8.7. Introduciamo ora la nozione di "angolo non orientato". Per

far ciò è necessaria la seguente premessa.
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LEMMA

Sia ~ la relazione binaria in (E - {Q})2, data da

(u,v) ~ (u' u • V u' . v'
-;-;,;",,-r-,.-rT- = -";;-"';-;-T-r-::-~

Ilull·11911 Ila'lI'llv'll

,,---,-,,. U,V,u ,v E

Allora, ~ è una relazione d'equivalenza.

Inoltre, si ha

v u,v!' E - {o} , À, Il > o •

Per la disuguaglianza di Schwarz è

u • v
- 1 ~ --=-_:-_- ~ 1 .

lIullll vii

Perciò, esiste un unico numero

ta le che
cos e =

u v

dove cos : fR .... fR

cos x =

Ilu Il'llv Il

è l'applicazione data da

2 4
x xl - -- + ----,r, -2! 't!

Vxe fR •

Il numero e non dipende dai rappresentanti delle classi di
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dove

<x v>:: x . v li v e E.

Si dà, così, la nozione di forma covariante (xl e controvariante

(xl di un vettore.

xe E, - -Dunque, se B :: {Vl'···,vn} è una base di E, indichere-

i -mo con x le componenti di x secondo la base B e con x. le com
1

ponenti di x secondo la base duale.-

Si ha

j
x. = g.. X

1 1 J

.dove g.. :: ~ (v. , v.l
lJ I J

L'i somorfismo '~ si estende mediante ® ai prodotti tensoriali

In particolare, la forma controvariante

9 e (;iE- è caratteri zzata da

- 2ge®E relativa a

La molti~plicazione scalare si può estendere ai prodotti tensori~

li nel modo seguente (mediante la proprietà universale di ®l .
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In particolare risulta

9 9 = n •

Essendo
n ltA E uno spazio vettoriale euclideo a dimensione 1, esi-

stono esattamente due vettori unitari

che differiscono per il verso.

Allora, se E ha un'orientazione fissata. si ha l'unico elemento

n'" ..'l € A E dl norma l ed orientazione positiva. ovvero l'unica forma

n ,., -
!) lO: A E tale che ~(vl A· .. Avn) = l, per ogni base ortonormale or-

dinata,orientata positivamente. B ;;{v l ' ... , vn} di E.

Più precisamente, se B'" = {vl •...•vn} è la base duale di B, allora.

è

n = I det(~O

dove (9) ;; (ghk) .

1 n
\) A .. ·A~

In particolare. se tale base è ortonormale. allora, è

1 n
n=eA ... /I~



. Pertanto, 11
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- l b ( .) t l dl' AnEli'e a ase canonlca or onorma e J\

Allora, ogni vettore V li: AnEli' si scrive in uno ed un solo modo

come combinazione lineare di D

v = v!l

con v - V' D" < V Ti >

L'applicazione

data da * : v ~ v = v '11

è un isomorfismo che mette in corrispondenza le basi canoniche di

*:11 ~ l .

Analogamente, si può parlare di Ti come base ortonormale di

An E duale di 11 , essendo data da

-l - -
Ti = ( ,I det(i)) vl /I ••. Avn

e quindi definire l 'isomorfismo che si indicherà ancora con *

dato da *0: v ~ v _ V 11

0.8.9. Generalizzando, si trova un isomorfismo canonico, detto di
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n-p *A E il cui significato geometrico è

quello di far corrispondere le forme volume unitarie dei sottospazi

(di dim. p e n - p) mutuamente supplementari e ortogonali di E.

PROPOS IZIONE

S· n E*
la!} E:A la forma volume unitaria.

Allora, l'applicazione

data da li' X ... Lnx -

è un isomorfismo, detto ISOMORFISMO DI HODGE.

Valgono, inoltre, le seguenti proprietl

a) 'i ti li' X = ( -1 )q(p-q) li' •,_ X
y- , se q ~ p

b) 'i A * x = x ti * 'i = x Y n , se q = p

c) , se q = p

d) ** x = (_l)p(n- p) x

Analogamente, l'applicazione (indicata ancora con *)

data da
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è un isomorfismo. Inoltre, valgono proprietà analoghe alle precedenti.

E, ancora, l'isomorfismo • commuta con '~, ossia, è

0.8.l0.Un caso importante si verifica, se dim E = 3. Infatti, in

V E
•

~,le

DEFINIZIONE Sia E uno spazio vettoria1e euclideo di dimensione

3, orientato. Sia ~ la forma volume unitaria.

Dicesi MOLTIPLICAZIONE VETTORIALE l'applicazione bilineare alternata

indicata con (~ ,~) ... ~ x ~ " • (~ A ~)

Il significato geometrico del prodotto vettoria1e è dato dalle se

guenti propri età:

a) ~ x ~ è ortogonale ad u e ~;

b) se u , ~ -f ~ , allora II~ x ~ Il = Il uIIII vIl sene, dove e è

l'angolo non orientato formato da u e v e sen: IR .. IR è l'a.e.

sen x = x

p1icazione data da
3 5x x--+--

3! 5!

Se u = o o v = ~, allora II~ x ~ Il = o;

,VxelR.

c) se u e v sono linearmente indipendenti, allora la base ordina

ta {~, ~ , ~ x~} determina 1'orientazione positiva di E.

Tramite 'g si può anche considerare la moltiplicazione vettoria1e

E x E ->- E



data da
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u x v " i ,,_'9(~ x ':!...)
~A':!...

Per "wggi ori dettag l i si veda [11] .

La struttura euclidea di E permette di trov~re una relazione tra

un endomorfi smo f: E .... E e una forma bi l i nea re f: E x E .... R

Più precisamente, poniamo

v x,y e E.

Si vede che la forma bilineare associata alla somma di due endo,;iùr-

fismi (che è ancora un endomorfismo) è data dalla somma delle forme bi

lineari associate agli endomorfismi.

Allora, si vede che l'applicazione

è un isomorfismo.

In termini matriciali, si ha il seguente risultato.

0.8.11.PROPOSIZIONE - -Sia B - {v l ' ... ,vn} una base di E.

E'

dove k
(f .. ) , (f .) , (gkJ') sono le matrici, rispettivamente, di

1J 1

~ , f, ~ relative alla base B.

Sia h € End(E). Diamo ora la nozione di "endomorfismo unitario".

0.8.12.DEFINIZIONE
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Si dice che h è un ENDOMORFIS~10 UNITARIO se è

h(x) h(y) = x . y
- -,Vx,y.E

In particolare, h conserva la lunghezza e l 'ortogonalitl.

O.8.13.PROPOSIZIONE Sia h E End (E)

Allora, le seguenti condizioni sono equivalenti:

a) h è unitario.

b) h è un automorfismo ~,in una base ortonormale,si ha

Indichiamo con U(E) c Gl(E) l'insieme degli endomorfismi unitari.

Allora, si vede che U(E), con la legge di composizione

o U(E) x U(E) + U(E)

data da o (h,k) or h o k

è un gruppo, detto" gruppo unitario" di E.

Determiniamo ora gli endomorfismi unitari quando E ha dimensione

1,2,3.

O.8.14.LEMt~A Sia dim E = l .

Allora, gli endomorfismi unitari sono:

l) idE endomorfismo identico;

2)- idE endomorfismo opposto.



0.8.15. LEMMA Sia

normale di E.
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dim E = 2. Si~ B _ { e
l

, e
2
} una base crto-

Allora, gli end8morfiswi unitari sono rappresentati da una delle se

guenti ma tri ci

e - sen

1) (

COS

sen e cos :) 2) C:: : sen

-ces :)
con o ~e < 2~.

La l) è detta matrice di "rotazione", ia 2) è detta matrice di

"ribaltamento" ed è data dal prodotto della matrice di rotazione e del-

la matrice di "riflessione" ( l o)
o -l

- - -0.8.16. LEMMA Sia dim E = 3 . Sia B:: {e
l

,e
2

,e
3

} una base orto-

normale di E. Allora, gli endomorfismi unitari sono rappresentati da

una delle seguenti matrici.

cose - sene O I cose sene 0\
1) sene cose O 2) sene - cose

~~)O O + l O O

con O ~ e < 2~.

Qui nci, , ogni endomorfi smo unitari o ha un autovettore (e
3

)

0.8.17. Sia E orientato e dim E = 2. Siano o ~ U,V E E.

Allora, esiste un unico endomorfismo unitario

1'orientazione dello spazio (det h = lì, tale che

h che conserva



h(ii) = -ili..LL
Ilvll

• v
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Diamo, pertanto, la seguente definizione .

DEFINIZIONE

Dicesi ANGOLO ORIENTATO di (u,v) , l'unico numero reale

o ~ e < 2n , tale che

__ (cose
(h)

sene

- sene)

cose

-nella base ordinata ortonormale che ha come primo vettore vers u
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o I NTRODUZ IONE

Uno "spazio affine" è un qualsiasi insieme su cui operano gli ele

menti di uno spazio vettoriale, detti "vettori liberi l1
, tramite le c~

siciclette "traslazìoni". Sostanzialmente esso è uno spazio vettoriale,dove

si è tolto il privilegio del vettore nullo: quindi, in un tale spazio

tutti i punti sono "equivalenti",

La nozione di "spazio affine" è alla base di una visione moderna

della geometria euclidea. Infatti, un modello semplice ed elegante del

la geometria euclidea può essere costituito da uno spazio affine con

una forma bilineare simmetrica definita positiva.

La nozione di spazio affine è parimenti alla base di una visione mo

derna della fisica classica e relativistica. Infatti, possiamo rapprese~

tare gli spazi degli eventi, delle posizioni, degli istanti, ecc ... me

diante spazi affini.

Nelle esposizioni più tradizionali dell'analisi, della geometria e

della fisica, al posto degli spazi affini si usano spazi vettoriali o

più in particolare Rn . Noi riteniamo più soddisfacente il nostro pu~

to di vista sotto vari aspetti. Infatti, non privilegiando punti o dire

zioni particolari, o basi particolari, possiamo centrare gli aspetti s~

stanziali delle ulteriori nozioni che andremo ad introdurre, senza fare

uso di elementi spuri. Per esempio, possiamo trattare le applicazioni

geometriche della teoria senza fare uso di sistemi di coordinate e le aE

plicazioni fisiche senza fare uso dei sistemi di riferimento.

In questo capitolo, dopo la nozione di spazio affine, si danno le pri~

cipali regole di calcolo con le quali si caratterizzano gli elementi d,

tale spazio.

Diamo, quindi, il concetto di "dimensione ll di uno spazio affine, tra
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mite quella del suo spazio vettoriale.

Definiamo pOI. i "sottospazi affini': come 1. sottoinsiemi di uno spazlo

affine, che conservano ancora tale struttura.

Si osservi che la nozione di spazio "prodotto cartesiano" permetterà

di introdurre gli spazi tangenti e cotangenti di uno spazio affine.

Dato uno spazio affine (E,E,T), definiamc lo "spazio tangente" TE

di E nel modo seguente

TE_ExE=UTE
P c E P

dove T E è "lo spazio vettoriale dei vettori applicati ln p".
p

Facciamo notare che TE ha una struttura naturale di spazio affine.

Diamo, quindi, le. nozioni di "fibrato tangente e c.otangente" di E.

Ad esempio, definiamo il fibrato tangente di E come una terna

TE - (TE, PE' E )

dove p : TE ~ E, data da
E

p : (p,u) 1+ p, è detta "proiezione",
E

Le nozioni precedenti saranno iterate, poi, nel 3° paragrafo.

Nel 4° paragrafo, diamo la nozione di campo di vettori e covettori

1I1iberill ed 'applicatili.

A tale proposito si consiglia il lettore di leggere la relativa intr~

duzione, in modo da avere chiara la differenza sostanziale tra 1. termi

nl "libero" ed "app licato ll
•

Relativamente agli insiemi dei campi tensoriali si considerano, P01,

delle opportune operazioni con le quali è possibile munire tali insiemi
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di una struttura di spazio vettoriale.

Facciamo, infine, un notevole esempio di campo tensoriale.

Un punto importante di questo capitolo è rappresentato, senz'altro,

dai "sottospazi verticali ed orizzontali", rispettivamente, dello spa-

zio tangente e cotangente di un fibrato banale

Sostanzialmente, il sottospazio verticale

-
n : (E x F, n,E)

v T(ExF) _ (ExF)x(oxF)
-

di T(ExF) è quel sottospazio affine di T(ExF) ottenuto bloccando

gli incrementi dei punti di E e considerando solo incrementi dei vet

tori applicati. Osserviamo, allora, che questo sottospazio continua ad

esistere sulle "sottovarietà" e sulle "varietà differenziabili"in qua,!!.

to ha senso confrontare incrementi del vettore nello stesso punto di

applicazione. Questo è il motivo per cui diamo più importanza a tale
-

spazio che a quello orizzontale su T(ExF) .

Invece, il sottospazio orizzontale
. -.

o T (ExF):(ExF) x (E xo) di

•T (ExF) è lo spazio affine i cui punti sono costituiti dai covettori

di ExF, che si annullano sui "vettori verticali". Quindi, anche qu~

sto sottospazio continua ad esistere sulle varietà differenziabili.

- -
Si osservi che il sottospazio orizzontale o T(ExF):(ExF) x (Exo)

di T(ExF)è il supplementare di vT(ExF) e che il sottospazio vertica

• _lf •
le v T (ExF):(ExF) x (~xF) è il supplementare di o T (ExF)

Un magglor approfondimento su queste noz~onl, si possono avere legge.!!.

do le note riportate nel 60 paragrafo.

Naturalmente, possiamo applicare i risultati precedenti al caso ln

cui -'"F : E, o F: E

Introduciamo anche le applicazioni r e TI dette rispettivamente



- 73 -

"connessione affine" e "proiezione naturale". Nentre II è estend.bile

al caso delle varietà differenziabili, in quanto dipende dalla sola

struttura "differenziabile", l'applicazione r è una nuova struttura

di "connessione" che bisogna aggiungere a quella differenziabile, af-

finché i sottospazi - .-
o T(ExF) e vT (ExF) abbiano significato anche

nel caso delle varietà differenziabili.

Infine, terminiamo questo capitolo dedicando l'ultimo paragrafo alle

importanti nozioni di "rilevamento" di funzioni e camp~.

Esse possono essere estese al caso delle varietà differenziabili.

Inoltre, si riveleranno utili nella trattazione dei sistemi di coordina

te sugli spazi tangenti, cotangenti, ecc ....
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SPAZI AFFINI

o La prima nozione fondamentale che Sl incontra è quella di

"spazio affine".

ln questo paragrafo ne diamo la definizione e le sue primissime

conseguenze.

Introduciamo, pOl, la "dimensione" di uno spazio affine, le nozio

fil di T1sottospazio",di "quoziente" di uno spazio affine.

Concludiamo, quindi, facendo vedere che il "prodotto cartesiano"

di più spazi affini è uno spazio affine.

1.1. l. DEFINIZIONE

Dicesi SPAZIO AFFINE una terna (E,E,T), dove

E è un insieme, detto lo "spazio dei punti",
-E è uno spazio vettoriale, detto lo "spazio vettoriale dei vettori

l iberi" ,

T è un'applicazione, detta "traslazione"

T E x E + E

così indicata T :(p,u) .... p+u

la quale gode delle seguenti proprietà,

-
El) P + (u+v) = (p+u) + v y p < E, u, V € E',

E2) P + o = p y p < E , o € E

E3) p+u = p 4> U = o se p € E, u € E

E4) Vp € E =:'{P+u}- - = E .
u < E -

Si vede poi facilmente che, se El vale per un certo p , allora essa vale

per ogni p € E.
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L'applicazione

T E.... E
li

così indicata '- p ..... p+u
u

dicesi "traslazione secondo il vettore u"

In seguito, indicheremo uno spazio affine, più semplicemente, con E.

Si badi bene a non confondere lo spazio affine E con lo spazio vet

tori aIe euclideo, indicato con lo stesso simbolo.

1.1.2. PROPOSIZIONE Sia u e E .

L'applicazione

ossia è

T
U

è una biiezione e la biiezione inversa è T - ,
-u

D. v P t E è

= id E = T _
-u

o T_
U

= p+(-u+u) = p+o = p

=p+(u-u) = p+o = p

Sostanzialmente, detti p,q~E,seda p si va a q trami te

l'unico u, allora da q si va a p tramite l'unico - u t E : è qua!:
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to esprime la seguente proposizione.

1.1.3. PROPOSIZIONE Siano p,q <; E.

-Esiste un unico vettore u <; E, tale che

p + U = q

O.

L'esistenza è assicurata dalla E
4

. Si vede facilmente che tale vetto

re è uni co.

1.1.4. Da questa proposizione discende la seguente definizione.

DEFINIZIONE Sia (p,q) una coppia ordinata di punti di E.

Dicesi DIFFERENZA di q e p l'unico vettore libero

u = q-p € E

tale che p + u = q -

1.1.5. PROPOSIZIONE Siano p,q, r € E e u € E

Valgono 1e seguenti formule:

a) p-p = o

b) P = q+(p-q)

c) p-q = -(q-p)

d) (p+u) - q = (p-q)+u

e) p-q = (p- r) + (r-q)

f) q-p = s-r ~ r-p = s-q -



- 77 -

1.1.6. Il concetto di "dimensione" di uno spazio affine, dato dalla

seguente definizione, è importante ed ha un significato profondo, in

quanto permette di caratterizzare ogni punto di E con un'unica n-pla

di numeri reali. Pertanto, esso risulterA più chiaro allorché introdur

remo i sistemi di coordinate su E, ossia, allorché identificheremo

punti di E con n-ple di ~n.

DEFINIZIONE

Si di ce che E ha DIMENSIONE n, se E ha dimensione n -

1.1.7. Diamo ora un particolare esempio di spazio affine.

PROPOSIZIONE

Ogni spazio vettoriale V è uno spazio affine, assumendo, come

spazio vettoriale dei vettori liberi, V stesso ed assumendo, come

traslazione, l'applicazione somma vettoriale

or V x V ... V

data da (u,v) .. u + v

1.1.8. DEFINIZIONE Sia F c E un sottoinsieme di E.

Si dice che F è un SOTTOSPAZIO AFFINE di E se esiste un punto

p E; E ed un sottospazio vettoriale F c E, tali che

F = { p + u } - -
U E F -

Si vede che è dim F ~ dim E.

- - -Per esempio, se (E,E - {u,v,o} ,T) è un piano dello spazio generi co,



a11 ora

- 78 -

sottospazi affini più importanti di E sono:

l ) retta i ndi vi duata da u

2) " " " v

3) ciascun punto p di E, i ndi vi dua to

dal vettore nullo.
~H_.,_/

/,
L..... /

-
.'ll.-I:'. " ,,<\<. •• .:!.u.'h(' .\..:. \.l

1.1.9. Diamo, ora,l'importante nozione di spazio"prodotto cartesi!

no" la quale servirà, per esempio, nello studio degli spazi "tangenti",

"cotangenti", ecc ... di uno spazio affine.

PROPOSIZIONE Siano

L'insieme "prodotto cartesiano"

ha una struttura canonica di spazio affine, assumendo, come spazio vet

tori al e dei vettori l iberi, i l prodotto

ed assumendo, come traslazione, l'applicazione

data da

D.

T

E' una immediata conseguenza delle definizioni di spazio affine e di



- 79 -

prodotto~

E'

dim E = dim El + ... + dim En

-
1.1.10. PROPOSIZIONE. Sia F c E un sottospazio vettoriale di

E

La terna

(E , E , ,) /F = (E/F E;F, ,')

dove

E/F _ f[ p J}p. E - {p + F} E
p'

E/F - {[ ii J}- - - {u + F}-u • E- u' E

E/F x E/F ~ E/F data da ,'([ p ]+[ ii ]) = [ p+u ]

è uno spazio affine, detto SPAZIO QUOZIENTE di E, rispetto ad
-
F

Se è dim F= l, ossia se F è un

qualsiasi vettore libero di E,

allora ogni classe d'equivalenza

di E/F è costituita da punti di

E, tali che la loro differenza sia

un vettore libero "parallelo" ad

F, Sicchè ogni elemento dl E/F

è una "retta parallela" a quella

individuata da F. G~i elementi di

, , , , ,
I ,. I ' I I -......... '

I "'.... 'I
l
'''''''1'I I I I ,J I '-.

I ' I 'l'
I ..' . I

I t / I,, "I ,J . I l,! l
, I I I I, I ,I
'~' "I I I I I J- I , r. r "III l'I

1,,'1'1 1/,:

'. "'}'I l.!

~ /',/, 1'/

"7"'";--:f 'I f, '

, "
I I I I l •

, l ' f, .

,
/,

I 'I I. ,

, '

~_t.'. t. .,,~ I .......· ".

, ,

,
I i, I

I ,, ,
, ,

, ,

l"~
/. I

, ,
: I,

, I. I J ' I

I I I ' I J> "
, I I ;..,.., ,

"r •
I ' ,I, ~ ,

ogni classe d'equivalenza di E/F sono vettori liberi che "congiungo

no" punti di una retta con punti di un'altra retta. Inoltre , è ben

definita perché è indipendente dalla scelta dei rappresentanti della
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classe.

Si vede che

dim E/F = dim E - dim F .

dove F è il sottospazio affine di E, il cui spazio vettoriale dei

vettori liberi è F.
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2 SPAZI TANGENTE E COTANGENTE

Sia E uno spazio affine.

Cominciamo questo paragrafo con il concetto di IIspaz io vettoriale

dei vettori appli.cati" in un punto P € E. Tenendo conto che in E

tutti l punti sono equivalenti, evidentemente questo spazio vettoriale

V1ene a coincidere proprio ccn E. Se adesso consideriamo l'insieme co
- .~ -

stituito da tutte le coppie (p,u) (V p • E , V u ~ E) si vede che

esso è uno spazio affine (e non vettoriale) detto "spazio tangente" di

E. Analogo discorso lo possiamo fare per i covettori applicati. Passa~

do, invece, alle sottovarietà di uno spazlo affine e alle varietà diffe

renziabili vedremo che occorre ragionare in modo diverso. Ciò dipende,

principalmente, dal fatto che con queste ultime nozioni non possiamo pa.E,

lare di equivalenza fra punti, e quindi, non è possibile confrontare

vettori applicati in punti diversi. Nasce, così, l'esigenza di introdu~

re ulteriori strumenti matematici(connessione ... ) in modo da permettere

un tale confronto.

Concludiamo questo paragrafo, dando delle applicazioni importanti che

mettono in relazione gli spazi tangenti e cotangenti di uno spazio affi

ne con quest'ultimo.

1.2.1. DEFINIZIONE S·ia rEE.

Dicesi SPAZIO VETTORIALE DEI VETTORI APPLICATI in

GENTE i n p, l'i ns i eme

p, o SPAZIO TAN

Ogni elemento di

GENTE i n p.

T E dicesi VETTORE: ;\PP~;CATO in p, o VETTORE TAN
p
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Dicesi SPAZIO DEI VETTORI APPLICATI, o SPAZIO TANGENTE, l'insieme

TE _ E x E = U T E
p.: E p

1.2.2. PROPOSIZIONE Siano p,q € E.

Allora, si hanno gli i somorfismi canonici

T E
P

T E
q

dati da (p,u) * u * (q,u) v U € E

Ossia T E ha una struttura naturale di spazio vettoria1e.
p

Passando alle varietà differenziabili, tale equivalenza non sussiste

rà poiché non ha senso confrontare lo stesso vettore in due punti distin

ti. A ciò si ovvia introducendo sulle varietà una nuova struttura che

Ilconnettell vettori applicati in punti diversi.

1.2.3. Invece, TE non è, in generale, uno spazio vettoria1e.

COROLLARIO

Lo spazio tangente TE, essendo un prodotto di spazi affini, ha una

struttura naturale di spazio affine, assumendo, come spazio vettoria1e

dei vettori liberi di TE,lo spazio vettoria1e

- -
TE " E x E

ed assumendo, come tras1azione, l'applicazione

T TE x TE ~ TE

data da T
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1.2.4. DEFINIZIONE

Dicesi FIBRATO TANGENTE di E la terna

TE _ (TE, Pc ' E )
c

dove

TE è lo spazio tangente,

PE è l'applicazione

TE + E

così definita

detta "proiezione"

PE (p,u)"" P

1.2.5. La definizione duale alla 1.2.1, è espressa nel modo seguente.

DEFINIZIONE Sia p € E.

Dicesi SPAZIO VETTORIALE DEI COVETTORI APPLICATI in p, o SPAZIO CO

TANGENTE in p, l'insieme

Ogni elemento di T*E dices~ COVETTORE APPLICATO in p.
p

Dicesi SPAZIO DEI COVETTORI APPLICAT), u SPAZIO COTANGENTE, l'insieme

,. -" U T" cT E ~ E x E • ,_ ~

p "C p
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1.2.6. PROPOSIZIONE

Lo spazio cotangente T-E, essendo un prodotto di spazi affini,

ha una struttura naturale di spazio affine, assumendo, come spazio vet

toria1e dei covettori liberi di T-E,lo spazio vettoriale

T"E - --" E x E

ed assumendo, come tras1azione, l'applicazione

data da T (p,~ V,!!.! (p+v, ~~) _

1.2.7. DEFINIZIONE

Dicesi FIBRATO COTANGENTE di E la terna

dove

T-E 1 .è o spaZlO cotangente,

- qE è l'applicazione

cos ì defi ni ta

detta "proiezione" .
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3 SPAZI TENSORIALI

Questo paragrafo può essere letto in un secondo momento ln quanto

è una generalizzazione del precedente.

Resta assegnato sempre uno spazio affine E.

Per i simboli di prodotto tensoriale si veda il Capitolo O.

1.3.1. DEFINIZIONE

Si definisce SPAZIO TENSORIALE (risp. SPAZIO TENSORIALE ESTERNO) di

E l'insieme

TrE r- r- s -lO

- E x ® E - E x( ® E ® E )
s s

ArE r- r -
A

S -lIE
(risp. - E x A E - E x(A E ® E ) ) .

s s -

1.3.2. PROPOSIZIONE

Lo spazlo tensoriale è uno spazio affine, assumen-

do, come spazio vettoriale dei tensori liberi (risp. come spazio vetto-

riale dei tensori esterni liberi) lo spazio vettoriale

"['
T E _ E x

s

r 
® s E

r 
_ Ex A E)

s

ed assumendo, come traslazione, l'applicazione

T

data da
-

T : (p,t ; u,t) » (p+u
-

t+t)

(ri sp . T
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- -
u,t) ~ (p+U, t+t) )

1.3.3. DEFINIZIONE

Dicesi FIBRATO TENSORIALE di E (risp. FIBRATO TENSORIALE ESTERNO

di E la terna

r r
T E _ (T E,

s s
r

't'sE'
E )

(risp. ) ,

dove

è lo spazio tensoriale
r

- T E
s

esterno) di E·,

(risp. ArE è lo spazio tensoriale
s

r
- T è l'applicazione, detta PROIEZIONE

sE

cosi definita

(ri sp .

cosi definita

r r
T T E ... E

sE s

r
(p,t) ~ PT

sE

r ArET ... E
sE s

r
(p,t) ~ PT .

sE -
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4 CAMPI DI VETTORI E COVETTORI

o In questo numero facciamo alcune osservazioni sull'impiego delle

nozioni di campo vettoriale Itlibero" ed "applicato "

Analoghe osservazioni possono essere fatte per i campi covettoriali.

Negli spazi affini, poiché tutti i punti sono"equivalenti" , si ut!:.

lizza, principalmente, la prima nozione e si vede che essa è equivale~

te alla seconda, mediante una semplice regola.

Tale equivalenza sussiste, ancora, per un "sistema di coordinate car

tesiane". Infatti, come si vedrà chiaramente nel 6° capitolo, poiché le

"curve coordinate" sono delle rette, allora, la base indotta da tale si

stema è costante e, quindi, non è necessario precisare il punto di app1l

cazione.

Invece, bisogna tenerne conto quando si ha un sistema di coordinate

"non cartesiano", in quanto le basi indotte dalle coordinate non sono

costanti.

Infine, per le varietà differenziabili, occorre utilizzare solo la

seconda nozione, in quanto la prima non ha significato •

Sia, dunque, E uno spazio affine.

1.4.1. DEFINIZIONE

Dicesi CAMPO VETTORIALE LIBERO (risp. CAMPO COVETTORIALE LIBERO)

un'applicazione

cosi indicata

(r; sp.

cos i i ndi ca ta

-i
E EX ..

-i Xi(p)X P 1+

Xt -!lt
[ ... E

Xi i
(p) \p .... ~ J
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Dicesi CAMPO VETTORIALE APPLICATO (risp. CAMPO COVETTORIALE APPLICA

TO) un'applicazione

X E .,. TE

- -~da ta da X p 1+ (p,X (p)

(ri sp. X E .,. TliE

data da ~X P 1+ (p,.0. (p)

Si osservi che le definizioni date sono equivalenti, nel senso che,

fissato un campo vettoriale libero X~ (risp. un campo covettoriale

libero .0.~), questo determina un campo vettoriale applicato X (risp.

un campo covettoriale applicato .0.) e viceversa, mediante la regola

l'insieme dei campi vettoriali (risp. covettoriali) applicati _

Si vede che 'H
li

(risp. ~ E) munito delle operazioni di addizione e

di moltiplicazione per gli scalari, date nel modo seguente

(X+Y)(p) - X(p) + Y(p)

P,X)(p) ÀX(p)
li p € E

-

(risp. (.0.+:!-) (p) - .0.(p) + I(p)

(À.0.) (p) À~( p)
Il p € E

-
è uno spazio vettoriale.
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5 CAMPI TENSORIALI

o Anche questo paragrafo può essere letto in un secondo momento

ln quanto è una generalizzazione del precedente,

Sia, dunque, E uno spazio affine. Sia F _ ® rE
s

1.5.1. DEFINIZIONE

Dicesi CAMPO TENSORIALE LIBERO un'applicazione

t
t E'" F

così indicata
t

P ... t (p)

Dicesi CAMPO TENSOR~LE APPLICA10 un'a~~licazione

t E"'ExF

data da

e soddisfacente a

t
t

P'" (p,t (p))

r

'sE
o t = 'd

l E

In modo del tutto analogo si definiscono i CAMPI TENSORIAl.1 ESTERNI

LIBERI ED APPPLICATI ponendo

Anche in questo caso le definizioni date sono equivalenti, mediante

la regola

t

Indichiamo con

r'b E 2{(t
s

r r
E ... T E)!T o t

s sE
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E -+- lirE) /
s

r
T o t

sE
'd }
l E )

l'insieme dei campi tensoriali applicati (risp. campl tensoriali

esterni applicati).

Scriviamo, anche

o
'1'E :"b E _

o

1.5.2. DEFINIZIONE

E ,.. IR}

Relativamente agli insiemi di campi tensoriali liberi o applicati su

E, si definiscono le operazioni di addizione,· moltiplicazione per gli

scalari, moltiplicazione per le funzioni, moltiplicazione tensoriale,

contrazione, ecc ... , mediante le analoghe operazioni relative a tensori

di E, eseguendole punto per punto di E.

In particolare, poniamo

a) (f+g)(p) - f(p) + g(p) Ti f ,g • .. E, P • E

h) p,.f)(p) - À·f(p) Ti f. 'JE, À .: IR, p E E

c) (f.g)(p) - Hp) • ~ (p) Ti f,g. 'òE, p • E

d) (t+t')(p) :t(p) + t'(p) Ti ' "Gr Et,t E E, P E
S

e) (À·t)(p) - À.t(p) Ti t.::~rE, À • R, P E E
s

f) (f·t) (p) - f(p) ·t(p) Ti t € 'lo rE, f E: '"3 E, P ~ E
s

g) (t@t')(p) :t(p)@t'(p) t E --e.PE, t' .. ~
r

li E, P € E
Ci s

-
'ò~E -oIEh) < !,t'>(p) - <!(p), t' (p» Ti t E , t' € , P € E .

o -

In modo.. analogo al paragrafo precedente si vede che l'insieme

~rE (risp.
s

r
n E), con le operazioni di addizione e di moltiplicazione

s

per gli scalari, costituisce uno spazio vettoriale.
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E' utile esprimere i campi tensoriali liberi mediante l'uso di

basi, costanti e non.

Allo stesso modo si esprimono i campi tensoriali applicati, in vir

tù dell'equivalenza tra gli uni e gli altri.

1.5.3. PROPOSIZIONE Sia dim E = n.Sia B :{;l ••••• ;n} una base di

E e sia
IO l n-IO

B :{~ •••••~ } C E la base duale. Si identifichino gli elemen

ti di queste basi con campi tensoriali costanti.

Allora

• • • •B , B , B ® B. B ® B , B ® B

sono basi rispettivamente di

Più in generale

ha un'unica espressione

9
t

dove è la funzione E •• ~
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1
r

®v,
J

~
t >

Un altro modo interessante per esprimere i campi tensoriali è quel

lo di usare una base variabile da punto a punto.

Questo metodo si rivelerà utile allorché si introdurranno "sistemi

di coordinate non cartesiani". Infatti, si vedrà che tali sistemi di

coordinate generano, in modo naturale, delle basi variabili da punto

a punto.

1.5.4. Facciamo infine un esempio importante di campo tensoriale.

DEFINIZIONE Sia E uno spazio affine di dimensione n.

Dicesi CAMPO TENSORIALE FONDAMENTALE di E il campo tensoriale c~

stante l che associa ad ogni punto p € E il tensore fondamentale

di E (vedi 0.5.6) _

Sia B ={~ , ..• ,~) una base di campi vettoriali (costanti o no) di
l n

'D E e sia
.. l n

B _ {.': , ••• ,.':) la base duale di B
..

in 'ò E .

Allora, l'espressione di l è

l(p)
l

v ® v
l -

n
+ ••• + v ® v

n

Dunque, le componenti di 1 sono le funzioni costanti ò
1

J

Si noti che tali componenti non dipendono dalla scelta della base,

sia essa costituita da campi vettoriali costanti o no.

Naturalmente, questa è una proprietà del tutto eccezionale di questo

campo tensoriale: il motivo consiste nella sua canonicità.
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6 SOTTOSPAZI VERTICALE ED ORIZZONTALE DELLO SPAZIO TANGENTE E

COTANGENTE DI UN FIBRATO BANALE.

O Consideriamo uno spazio affine E ed uno spazio vettoria1e F.

Diamo la nozione di "fibrato banale" n, di "base" E e "fibra" F.

Definiamo poi, i notevoli "sottospazi verticale ed orizzontale" del

lo spazio tangente e cotangente di n , osservando che i più importan-

ti sono v T(E x F) e
. -

• T (E x F) Ulteriori osservazioni preferi~

mo farle nel contesto del discorso, in modo da

chiaro di queste nozioni.

Facciamo, infine, menzione delle applicazioni

f orni re un r. HéHi ,.()

r e Il le quali

svolgono un ruolo fondamentale: in particolare, la "connessione affine"

r.

Tutte queste nozioni possono essere generalizzate alle varietà diffe

renziab i li .

1.6.1. Diamo, ora, l'importante nozione di "fibrato banale".

DEFINIZIONE

Dicesi FIBRATO BANALE di "base" E e "fibra" F una terna

n _ (E x F, w , E)

dove

-E x F è detto ìo "spazio totale" di n,

E è detto 1a"base" di n

- n è l'applicazione, detta la "proiezione"

n E x F .. E
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" (p,u) .... p

Dicesi FIBRA nel punto p e E lo spazio vettoriale

F = ,,-1 (p) = {(p,u) /
p

che è naturalmente isomorfo ad F

-u e; F}

Esempi notevoli di fibrati banali sono quello tangente TE, cotange~

* . rte T E e tensorla1e T E .
s

Il fibrato n si dice "banale" perché 10 spazio totale E x F è
-

il prodotto cartesiano della base E per la fibra F.

Nel nostro caso abbiamo, dunque, anche la proiezione E x F ~ F

che però non consideriamo.

1.6.2. Passiamo ora ad introdurre l'importante "sottospazio verti-

cale" di T(ExF) e quello "orizzontale" di T(ExF) .

DEFINIZIONE

Dicesi SPAZIO VERTICALE di T(ExF) il sottospazio affine di T(ExF)

v T(ExF) _ (E x F) x (o x F)

- -
Dicesi SPAZIO ORIZZONTALE di T(ExF) il sottospazio affine di T(ExF)

- - - -
o T(E x F) - (E x F) x (E x o) -

Osserviamo che o T(ExF) è il supplementare di vT(ExF), ossia

è

T(ExF) = v T(E x F) @ oT(ExF)

Osserviamo, inoltre, che lo spazio verticale è ottenuto da T(ExF)
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bloccando gli incrementi dei punti e considerando solo incrementi di

vettori applicati.

Tale spazio continuerà ad esistere passando alle varietà differe~

ziabili, in quanto ha senso confrontare incrementi del vettore nello

stesso punto di applicazione.

-
Invece, lo spaZlO orizzontale oT(ExF), ottenuto considerando so

lo incrementi del punto e lasciando invariato il vettore applicato,

affinché esista, abbisogna di una ulteriore struttura che f1connettall

vettori applicati in punti distinti.

1.6.3. Si danno, allora, alcune importanti applicazioni valide, a

priori, sugli spazi affini.

DEFINIZIONE

Di ces i CONNESS IONE AFF INE l' app l i caz ione

- -r T(ExF) + vT(ExF)

data da r (p,u; v,w) * (p,u; o,w)

Dicesi PROIEZIONE NATURALE l'applicazione

-
TI v T(E xF) + ExF

data da TI (p,u; o,w) * (p,w)

Si noti che TI induce un isomorfismo

v T( -)(EX~) + Fp, u p

1.6.4. Introduciamo ora l'importante "sottospazio orizzontale' di
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T*(Ex~) e quello "verticale" di T*(Ex~)

DEFINIZIONE

Dicesi SPAZIO ORIZZONTALE di T*(Ex~) il sottospazio affine di T*(Ex~)

Il - -Il
o T (ExF) _ (ExF) x (E x ~)

• - Il -
Dicesi SPAZIO VERTICALE di T (ExF) il sottospazio affine di T (ExF)

lf - - -.
vT (ExF) = (ExF) x (oxF )

Osserviamo che * vT (ExF) è il supplementare di * -oT (ExF), ossia è

Il - Il - Il-
T (ExF) = oT (ExF) E!:l vT (ExF) .

Osserviamo,anche, che la scelta dei supplementari oT(ExF)
Il e vT (ExF)

equivale a considerare le rispettive proiezioni r che si annullano su

di essi.

Inoltre, il sottospazio Il 
oT (ExF) è i l dua le di vT(ExF)

Pertanto, esso continuerà ad esistere sulle varietà differenziabili.

. 
Non continua, invece, ad esistere il sottospazio verticale vT (ExF)

1.6.5. Di notevole importanza sono le seguenti applicazioni, valide

anche sulle varietà differenziabili.

DEFINIZIONE

Di ces i CONNESSIONE AFFINE l' app 1i cazi one (i ndi cata ancora con r)

Il 
-+ oT (ExF)

data da r
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Dicesi PROIEZIONE NATURALE l'applicazione (indicata ancora con .)

data da il : (p,u;~,.Q

Si noti che il induce un isomorfismo

.. - ..
o T ( -)(E x F) + F

p ,u P

Per quanto riguarda le generalizzazioni alle varietà differenziabili,

valgono osservazioni analoghe alle precedenti.
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7 SECONDI SPAZI TANGENTI E COTANGENTI

o Questo paragrafo può essere letto dopo quello sulle derivate seconde.

Sia E uno spazio affine.

Possiamo applicare , risultati del precedente paragrafo al caso ,n cu,

-
è F _ E oppure

-lO
F _ E

Abbiamo visto che gli spazi TE
lO

e T E sono spazi affini. Al-

iora, è naturale definire i loro spazi càngenti e cotangenti) i quali

hanno, a loro volta, una struttura di spazio affine.

1.7.1. PROPOSIZIONE

Lo spazi o tangente di TE (ri sp. di T*E)

( ri s p.

TTE ~ (E x El x (E x El

TT*E~ (E x E*l x (E x E*l

è uno spazio affine, detto 2-SPAZIO TANGENTE di E.

Dunque, abbiamo il fibrato tangente di TE (risp. di T*E)

TTE ~ (TTE , PTE ' E l

(ri sp. )

detto 2-FIBRATO TANGENTE di E.

1.7.2. PROPOSIZIONE

Lo spazio cotangente di TE (risp. di
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( ri sp .

è uno spazio affine, detto 2-SPAZIO COTANGENTE di E

Dunque, abbiamo il fibrato cotangente di TE (risp. di T-E)

li> li>
T TE = (T TE, qTE' E)

( ri sp .

detto 2- FIBRATO COTANGENTE di E

In modo del tutto analogo al paragrafo precedente possiamo considera

re i seguenti sottospazi notevoli

vTTE _ (ExE) x (oxE)

-oTTE _ (ExE) x (Exo)

• -. --li'
vTT E: (ExE )x(oxE )

. -,.-
- oTT E: (ExE )x(Exo)

li> - -li'
- oT TE: (ExE) x (E xQ)

SPAZIO VERTICALE di TTE

" ORIZZONTALE di TTE

" VERTICALE di TT·E

-" ORIZZONTALE di TT E

SPAZIO ORIZZONTALE di T"TE

. - -.
- vT TE: (ExE)x(oxE )

*" *" -+ -* -oT T E: (ExE ) x (E xo)

• • -* -vT T E:(ExE ) x (~ x E)

e le seguenti applicazioni

"

"

"

•VERTICALE di T TE

ORIZZONTALE di T"'T "'E.'"VERTICALE di T T E

TTE ~ v TTE

n

r

vTTE - TE "

"

"

"

1 :(n,u;o,w)~ (p,w)

-
(p'.~~O,:=)
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- il vTTlI'E ... T"'E data da rr : (p,~;o,!".) .... (p ,~)

T"'TE '" (p,u;~,!".) ... (p,u;~,9.)- r ... o T TE " "
c,

- TI oT"'TE ... T"'E " " TI (p,u;~,9.) .... (pd

T"'T \ lf '"
-

- r ... oT T E " " r (p ,~;~,w) .... (p'~;c..,o)

'" '" '" " " (p,~;",-,o) (P •.::)r. oT T E ... T E TI ....

1.7.3. Possiamo definire, infine, delle applicazioni importanti

tra spazi tangenti e cotangenti, le quali possono essere estese anche

nel caso di varietà differenziabili.

Tali applicazioni giocano un ruolo interessante nella Meccanlca

Analitica.

DEFINIZIONE

Dicesi INVOLUZIONE CANONICA l'applicazione

s TTE ... TTE

data da S : (p,u;v,w) .... (p,v;u,w)

Dicesi ENDOMORFISMO CANONICO l'applicazione

v TTE .... vTTE

data da v : (p,u;v,w) .... (p,u;o,v)

Dicesi APPLICAZIONE SIMPLETTICA l'applicazione

'"w:TTE ...

data da
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Dicesi CAMPO VETTORIALE DI LIOUVILLE l'applicazione

-
V TE v TTE

data da
- -
V (p,u) >+

-
(p,u;o,u)

Dicesi CAMPO COVETTORIALE DI LIOUVILLE l'applicazione

data da
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8 RILEVAMENTO DI FUNZIONI E CAMPI

o Riteniamo opportuno consigliare il lettore di rivedere questo

•paragrafo prima di passare ai sistemi di coordinate su TE e T E.

Le nozioni contenute in questo numero risulteranno invarianti ri-

spetto a "cambiamenti di coordinateli, Inoltre possono essere estese al

caso delle varietà differenziabili.

Consideriamo, una volta per tutte, uno spazio affine E, uno spazio

vettoriale F ed un fibrato banale n=(ExF,1T,E)

1.8.1. DEFINIZIONE Sia f E .. R una funzi one.

Dicesi RILEVAMENTO di f secondo la proiezione ", l'applicazione

data da

fr E x F .. R

(p,u) ... f(p)

ossia, tale che il seguente diagramma sia commutativo

E x F fr.....
1T ~ R.... -

E f

Nel caso in cui è F - E, detto T E - (TE,PE,E) il fibrato tangen-

te di E, poniamo

fr v

- f - f o PE

Nel in cui F
-lÒ

T "E ..
caso è - E , detto - (T E,qCE) i l fibrato co-

tangente di E, ooniamo
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f r _ f f= o qE

1.8.2. Passiamo, ora, a definire il rilevamento dei campi.

DEFINIZIONE Sia t: E ~ E x F un campo.

Dicesi RILEVAMENTO di t secondo ft l'applicazione

-E x F ~ v T(E x F)

data da (p,u) ... - - ~(p,u; o,t (p))

ossia, tale che il seguente diagramma sia commutativo

t r
E x F .. v T(E x F)

+ + il
t

E .. E x F -

In particolare, per F _ E , il rilevamento di t E .. TE secondo

PE è l'applicazione

r •
t _ t : TE ~ vTTE

data da
v

t (p,u)
- - ~

... (p,u;o,t (p)

ossia, tale che risulti

ilot=top
E

dove TI: v TTE TE è la proiezione naturale.

I F - -E'"nvece, per , il rilevamento di t E ~ T"E d~ secon o
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w

qE (indicato ancora con t) è l'applicazione

r "T.E •t = t : + V TT E

data da t :(p,.l!)
_ t

.... (p,.l!; o,t (p) )

ossia, tale che risulti

"not=toq
E

dove n: v TT·E + T·E è la proiezione naturale.

1.8.3. Nel caso Ìll cui si abbia un campo covettoria1e applicato è possi

bile definire un altro rilevamento, come mostra la seguente definizione.

DEFINIZIONE Sia E ~ T·Et: ~ un campo covettoria1e applicato.

Dicesi RILEVAMENTO di t secondo w l'applicazione

data da

t
r

t
r

E x F

(p,u)

. 
... o T (E x F)

_ t
.... (p,u,t (p),~)

ossia, tale che il seguente diagramma sia commutativo

t
E x F r T·(E x F)+ o

TT 4- 4- n

E + T· E .:.t

In particolare, se F = E, il rilevamento di t secondo PE è

l'applicazione
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"+ o T TE

data da
l

t: (p,u) ~ (p,u; t (p),Q)

ossia, tale che risulti

Il o t= t o PE

dove Il " "o T TE + T E è la proiezione naturale

Invece, per F = E" , il rilevamento di t secondo qE (indicata

"ancora con t ) è l' app l i cazi one

data da l 
t: (p,~) ~ (p,~; t (p),o)

ossia, tale che risulti

Il o t = t o qE

dove Il è la proiezione naturale.
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o INTROOUZIONE

Una nozione basilare della Geometria differenziale degli spazi affi

ni è quella di "differenziabilità" e di "derivatali.

Dati due spazi affini

f E -+ F

E ed F, un'applicazione

è dlfferenziabile se opera linearmente SUl vettori applicati, "alm!ò

no in prima approssimazione". L'applicazione che effettua tale appro~

simazione è detta la "derivatali di f e si indica con Df.

In questo capitolo, dopo aver dato tale nozione,C0Itsiderl.lmO i cas!

più interessanti ritrovando, in particolare, la derivata classica de

finita in IRn .

Allora, un sistema di coordinate cartesiano genera, ln modo natura

le, delle basi per i campi vettoriali e covettoriali costanti punto

per punto.

Usando i sistemi di coordinate non cartesiani la nozione di deri

vata si rivela insufficiente. Pertanto, si rende necessario l'introdu

zione della "applicazione tang"nte" che tenga cento del punto di appl~

cazione della derivata.

Notiamo che l'applicazione derivata non si estende alI" varietà dif

ferenziabili, mentre continua a valere quella di applicazione tangente.

Le regole di derivazione consistono in pochi teoremi che forniscono

le principali regole di calcolo delle derivate.

Per semplicità, consideriamo solo applicazioni del tipo f: E + F,

ma i risultati ottenuti si estendono immediatamente anche nel caso in
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cui le applicazioni siano definite solo su un aperto degli spazi afri

ni considerati.

Si ricorda che Cl interessiamo solo a spaZ1 affini di dimensione

finita.
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1 APPLICAZIONI DIFFERENZIABILI

o Siano E ed F due spazi affini. Sia f E ~ F un'appli-

cazione.

Cominciamo ad introdurre l'importante nozione di ltdifferenziabilità"

di f in un punto

renziabile l1
•

P E E e, più in generale, di "applicazione diffe-

Sostanzialmente, f è differenziabile se opera linearmente SUl vet

tori applicati, "almeno in prima approssimazIone". L'applicazione che

effettua tale approssimazione è detta "derivata" di

con Df.

f ed. è indicata

Osserviamo che Df non si estende alle varietà differenziabili.
dove non esistono l vettori liberi.

Allora, è natUT.ale introdurre la "applicazione tangentel
', Tf t di

legata a Df mediante la regola

Tf = (f,DO

T f invec~, ha validità ~ulle varietà differenziabili.

Inoltre, essa è importante poiché permetterà di definire dei sistemi

di coordinate sui vari spazi tangenti di Et mediante un sistema di coor

dinate"differenziabile ll definito su E.

2.1.1. DEFINIZIONE Si a f E -+ F un'applicazione. Sia PE E.

Si dice che f

lineare

è DIFFERENZIABILE in p se esiste un'applicazione

Df (p) E L( E, F) % E" ® F

tale che
l i m
h-+o

_f'-l(..c.p....;.+h'-L)_---'-f(;.cP-4.)_-_D....;.f.....(,,-,p)w.(....;.h)L-- = o

Il ti Il
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o, equivalentemente, tale che l'espressione di f sia

f(p+h) = f(p) + Df(p)(h) + o(p,h) V h € E

- -
dove o(p,h) è un infinitesimo di ordine superiore ad h, cioè td·" _h·.,

l im
h->-o

o(p, h)

Il ti Il
= o

Praticamente, la dipendenza di f, a partire da p, è "quasi li-

neare" rispetto ad h, ossia l'errore che si commette rispetto alla li

nearità è un errore infinitesimo di ordine superiore rispetto ad h

(quindi è trascurabile per ti ~ o) .

Graficamente, possiamo basare le nostre intuizioni nel modo seguente.

4~r ./
,

./

/
./

3i/

./

---___ o

E
F

~

)..., ~ rr4-~1
/" ..."- fef>"'54)

}~"f~I"T2~

Si osservi che abbiamo usato una qualsiasi norma, in virtù del teo-

rema che dice che tutte le norme sono"equivalenti': Si veda [4-] (teo-
ma 1.3. pa9. 5) .

2.1.2. Facciamo, vedere, ora, che l'applicazione lineare Df(p),

se esiste, è unica.

PROPOSIZIONE Sia p € E .
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L'applicazione lineare Df(p) è unica.

D. Siano a, e - -E -+ F due applicazioni lineari tali che

1i m f( p+h)

h+o

- f( p)

Il ii Il
- a(h) = o = 1im

h+o

f(p+h) - f(p) - B(h)

Il ii Il

-
Sia dato o 'f I<. € E e sia o 'f ÀdR. Allora, per la 1inearità di

a e B , si ha:

À+O

o = 1im a(Àk) - B(Àk) =
Il Àk Il

- -
lim À__ a(k) - B(k)

À+O IÀI Il kIl
a(k) - B(k)

Il kIl

da cui a(k) B(k) = o (non variando k con À) .

Inoltre, è aio) = o = B(O), sicchè risulta

a(h) = B(h) Il h E E

L'applicazione lineare Df(p) (che è unica) è detta la DERIVATA

di f i n p.

2.1.3. DEFINIZIONE

Si dice che f è DIFFERENZIABILE se è differenziabile in ogni

punto di E.

Allora, dicesi DERIVATA di f l'applicazione

Df E -+ E:" ® f:

data da Df P 0+ Df(p)
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2.1.4. Introduciamo adesso l'importante nozione di "applicazione

tangente" di f.

DEFINIZIONE Sia f: E ~ F un'applicazione differenziabile.

Dicesi APPLICAZIONE TANGENTE di

Tf TE ~ TF

f l'applicazione

data da Tf : (p,u) ... (f(p), Df(p)(u)

Dunque, dare l'applicazione tangente di f equivale a dare, in

ogni punto p di E, la derivata Df(p)

Si osservi che Df non si estende alle varietà differenziabili, men

tre continua a valere l'applicazione tangente Tf.
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2 CASI PARTICOLARI DI DERIVATA

O Sia E uno spazio affine di dimensione finita.

In questo paragrafo, studiamo i casi più importanti di differenziabi

lità.

Per esempio, nel caso

dell'analisi classica.

f R ~ R, ritroviamo la derivata di f

Interessanti sono, anche, l casi f

sono l'uno il duale dell'altro.

R ~ E ed f E" IR che

2.2.1. CASO f

Si a f una funzi one differenzi abil e. A11 ora. tramite l'i somorfi smo

canonico L(~.~) ~ ~. si identifica la derivata di f in x € ~

con l'unico numero

Df(x)(l) oS ~

e si scrive

f(x+h) = f(x) + Df(x)h + o(x,h) V h € ~

Infatti, ricordando che Df(x) è un'applicazione lineare, abbiamo

che

Df(x)(h) _ Df(x)(l·hì = h·Df(x)(l)

e quindi possiamo riguardare Df(x)(h) come prodotto di numeri reali.

Pertanto
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Df IR... IR

è una funzione.

Inoltre, ogni funzione f: IR ... IR è differenziabile in x € IR

se e solo se esiste il limite seguente

l i m
h-..o

f(x+h) - f(x)
h

ed in tal caso Df(x) è il limite precedente.

Ha senso considerare tale limite, in quanto h è un numero e qui~

di ha senso dividere per h. Ciò non vale quando lo spazio di partenza

ha dimensione maggiore di l.

L'applicazione tangente è

Tf :lRxlR ... IRxlR

data da Tf (x,h) ~ (f(x), Df(x)·h )

In questo caso possiamo fare riferimento al seguente grafico.

- _o! _____
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2.2.2. CASO f ~ + E .

Sia f una curva differenziabile. Allora, grazie all 'isomorfi

smo canonico L( IR,E) ~ E, si identifica la derivata di f in

x e R con un vettore

Df (x) (l) € E

e si scrive

(.) f(x+h) = f(x) + Df(x) h + o(x,h) li h E IR

Pertanto, è

Df IR + E

Facciamo ora alcune osservazioni sulla curva (.).

Se in (.), l'infinitesimo o(x,h) fosse rigorosamente nullo,

a11 ora l a curva

f(x+h) = f(x) + hDf(x)

sarebbe una retta parametrizzata mediante h.

Infatti, per h = o, è f(x) = f(x), invece per h F o, f(x+h) va

rierebbe linearmente rispetto ad h.

bile quando tale errore è un

Le freccette rappresentano

l'errore fra 1a l i nearità, ri

f è differenzia

r) e il vero valorel a retta

de 11 a curva.

Si vede che

, 0( ....,") \. \

. ~_ \ spetto ad h, della curva ap-
-~- '

.-/ H><u.ftt

, prossimata (rappresentata dal

E

!
-...--.--

f

,
IR:
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infinitesimo di ordine superiore rispetto ad h, cioè o(x,h) ten

de più rapidamente a zero di h stesso.

Ogni curva f: IR ~ E è differenziabile in x se e solo se

esiste i l limite seguente

l i m
h-+o

f(x+h) - f(x)
h

ed i n tal caso è

Df(x) = l im f(x+h) -f(x)

h-+o h

I l vettore Df(x) è detto "vettore tangente" alla curva in x.

Se è

Df(x) f o v X E IR,

allora, la curva dicesi "regolare". In tal caso dicesi "retta tangen

te" ad f in x la retta (ossia il sottospazio affine, di dimensio

ne l) di E, determinata dal punto f(x)€ E e dal vettore Df(x) lO E

Abbiamo, inoltre, l'applicazione tangente

Tf IR x IR ~ TE

data da Tf : (x,h) ~ (f(x), hDf(x) )

Dunque, poss i amo defi ni re anche l' app l i cazi one

df : IR .. TE

data da df(x) ::; Tf(x, l)
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detta "derivata applicata" di f, o anche "differenziale" di f.

2.2.3. CASO f:E+IR.

Sia f una funzione differenziabile. Allora è

Df(p) E: L(E, IR) _ j""

e si scrive anche

( .... ) f(p+h) ; f(p) + <Df(p),h> + o(p,h)
-

Il h € E

Se in (n), fosse o(p,ii); o , allora

f(p+h) ; f(p) + <Df(p) , h>

avrebbe un andamento interessante.

Distinguiamo, allora, due casi.

l) Df (p) ; ~ .

In tal caso è

f(p+h) ; f(p) =::;> f; cost.

2) Df (p) t- ~

In tal caso, per cercare le superfici su cui la funzione, data da

(...... ), assuma uno stesso valore, dobbiamo determinare i punti q E E

tali che f(q); f(p) .

Ossia, occorre determinare tutti i vettori h per cui è
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f(p+h) = f(p)

A110ra,essi sono tutti e soli vettori h per cui è

<Df(p) , h> = o

Questi vettori individuano lo spazio vettoriale (di dimensione

dim E - l) ortogonale alla forma Df(p). Dunque, la superficie, co

stituita dai punti q e E tali che f è costantemente uguale a

ç(p), è il piano ortogonale a Df(p) e passante per p.

Nel caso generale, in cui c(p,h) ~ 6, se Df(p) ~ o , si può dimo

strare (parte II 1.1.) che le superfici per cui f è costante, sono

delle superfici "liscie" approssimate allo ordine dei piani citati.

Vedremo, in seguito, che alla forma Df(p) si può associare, tr~

mite la metrica, un vettore di E, duale di Df(p), detto "gradiente"

di f in p, indicata con il simbolo grad f(p), dato da

<Df(p),D> _ grad f(p) . u

Abbiamo l'applicazione derivata

Df E or E'"

data da

Df p.~ Df(p) .

v u e E
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Abbiamo, anche, l'applicazione

data da

df

df

li!E -+ T E

p .,. (p,Df(p))

detta "differenziale" di f.

Inoltre, possiamo definire l'applicazione tangente

Tf TE-+ IRxlR

data da

e quindi l'applicazione

Tf
- -

(p,u) .,. (f(p),<Df(p),u> ) ,

data da

2.2.4. CASO
t

t

2
f - ~ o Tf TE -+ IR

f(p,u) _ <Df(p),u> V(p,u) € TE.

Sia
t

t un campo tensoriale libero differenziabile. Allora, si

identifica la derivata di
t

t in p € E con un tensore

t -li! r- r-
Dt (p) € E ® ®sE - ®s+lE

grazie all'isomorfismo canonlCO

- r- '\., -lil r-
L(E, ® E ) 'ò E ® ® E

s s
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3 REGOLE DI DERIVAZIONE

o Continuando il discorso sulla differenziabilità, in questo par~

grafo, diamo alcuni strumenti atti ad operare con applicazioni differen

ziabi li .

Particolarmente importante è la "regola della catena" che risolve il

problema della differenziabilità di applicazioni composte.

Studiamo, poi, alcuni casi importanti.

Successivamente, soffermiamo le nostre attenzioni sulla derivata del

le applicazioni identità, costanti, lineari, di cui faremo uso, larga

mente, in seguito.

Concludiamo che t':l deri\·ata Jell tappi C";'lone ;nnuita l""

con l'importante "regola di Leibnitz ll
•

Ovviamente, tutto ciò può essere espresso anche tramite le applica

zioni tangenti.

Siano, dunque, E, F, G spazi affini.

2.3.1. TEOREMA (REGOLA DELLA CATENA)

Siano f: E ... °F e g:F-+G

due applicazioni differenziabili rispettivamente in p e E e in

f(p) e F.

Allora, l'applicazione

9 o f E ... G
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è differenziabile in p.

Inoltre, è

D(g o f)(p) = Dg(f(p)) o Df(p).

D. Infatti, per la differenziabilità di f e 9 e per la lineari

tà di Dg(f(p)), è

(g o f)(p+h) = g(f(p+h)) = g[ f(p) + Df(p)(h) + o'(p+h) ] =

=g (f (p)) + Dg (f (p))[ Df (p) (h) + o' (p, h) ] +

+o"(f(p) , Df(p)(h) + o'(p,h)) =

=g(f(p)) + [Dg(f(p)) o Df(p) J(h) + o(p,h)

dove si è posto

o(p,h) = Dg(f(p))(o'(p,h))+ o"(f(p), Df(p)(h) + o'(p,h)) ,

e dove

l i m
h-.o

da cui

- -
o' (p,h)

Il hIl
= o = lim

k-.o

o"(f(p) , k)

Ilk Il

l i m
h-.o

o(p,h)

I IhIl
= l i m

h-.o

- -Dg(f(p))(o'(p,h))

Il hIl
+ ì im

h-.o

o"(f(p),k(h))= o + o = o

Il k(h) Il

avendo Posto k = k(h) =Df(p)(h) + o'(p,h)
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Se f e 9 sono differenziabi li, i l teorema vale in ogni punto

di E

2.3.2. Per funzioni differenziabili, la regola della catena, in

termini di applicazioni tangenti, assume una espressione semplice.

TEOREMA Siano f E ~ F e 9 F ~ G due applicazioni dif-

ferenziabili.

Allora, l'applicazione

gof:E ~ G

è differenziabile e risulta

T(g o f) = Tg o Tf

D. Per la regola della catena, 9 o f è differenziabile. Inoltre,

per ogni (p,u) € TE, è

T(g o f) (P, u) = (( 9 o f) (p) D(g o f) (P)(u))=

= (g(f(p)) , (Dg(f(p))o Df(p))(u)) =

- -= Tg (f (p), Df (p) (u)) = (T 9 o Hl( p, u)

2.3.3. Studiamo ora alcuni casi particolari di applicazioni diffe

renzi abi l i .

l) CASO :R ! fR g fR .

Siano f e 9 due funzioni differenziabili. Allora, V x€ IR, è

O(g o T/(X} = Dq(f(x)) o Df(x) .
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D'altronde, per l 'isomorfismo canonico L( IR, IR) ~ IR, si identi

ficano

D(g o f)(x) , Dg(f(x)) Df(x)

con numeri rea l i e l a compos i zi one

Dg(f(x))o Df(x)

con il prodotto dei due rispettivi numeri reali.

Allora scriviamo

D(g o f) (x) = D9(f(x)) . Df(x)

ritrovando, così, la nozione dell 'analisi classica.

2) CASO IR ~ E ! IR .

Siano c ed f due applicazioni differenziabili. Allora,

V x € IR, è

D(f o cl(x) = < Df(c(x)) , Dc(x».

Infatti, per l 'isomorfismo canonico L( IR,E) '"'" E, è

(~ o B)(h) =~(B(h)) = ~(h'B) = h a (B) - h < ~,

dove abbiamo posto

-
B> , V h € IR,

a - Df(c(x))-
B - Dc(x)

Questo secondo esemplO è importante perché permetterà di esprimere



- 124 -

le derivate mediante i sistemi di coordinate.

Le seguenti proposizioni mostrano che le applicazioni identità,

costanti e lineari sono differenziabili.

2.3.4. PROPOSIZIONE

L'applicazione identità

data da

è differenziabile ed è

DidE(p) = idE

T i dE = i dTE

D. Infatti, è

v P € E

Dunque, id
E

è differenziabile ed è

id
E

v p € E

Inoltre, per ogni (p,u) € TE, è

2.3.5. COROLLARIO Sia f E ~ F un'applicazione biiettiva diffe

renziabile con l'inversa f-l
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A11 ora, è

Inoltre, è

O. E'
- l

f o f := i dE

Pertanto, è

f O f -l _ . d
, F •

ossia

Inoltre, è

Of-
l
(f(p)) o Of(p) = id[

Df- l (q) o Of (f- l (q)) = i dE '

-l -l
Df(f (q) o Of (q) = i df

- l
T(f ) o Tf = i ~E

-l
Tf o T(f ) = i d

TF

Dunque, i risultati seguono immediatamente dalla definizione genera

le di applicazione inversa (si veda [11J) ~

2.3.6. PROPOSIZIONE Sia q e F. Sia f E ~ F un'applicazione

costante, ossia tale che

f(p) = q

Allora, f è differenziabile ed è

v p e E
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-JI!
=0 cE ® F

Pertanto, è

f ( p+h ) = q = f (P)

Of(p) = o o(p,h) = o

2.3.7. PROPOSIZIONE Siano E ed F due spazi vettoriali (e quin

di due spazi affini)

Si a f: E .. F un' app 1i caz i one l i nea re.

Allora, f è differenziabile ed è

O. E'

Of(p) = f li P € E.

Pertanto, è

f (p+h) = f ( p) + f ( ii )

Of(p) = f o(p,h) = o

2.3.8. Studiamo, ora, la differenziabilità dell 'applicazione "somma".

PROPOSIZIONE Sia F uno spazio vettoriale. Siano h : E .. F e

k : E .. F due applicazioni differenziabili.

Allora, l'applicazione

h + k E.. F
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h + k p ~ h(p} + k(p)

è differenziabile ed è

D(h+k)(p) = Dh(p} + Dk(p}

D. E'

[ h+k ] (p+ù)

dove è

- -
= h(p+u} + k(p+u} =

=[h(p)+Dh(p}(u)+o' (p,u}]+[k(p}+Dk(p}(u}+o"(p,u)] =

=[h (p) +k (p)] + [Dh (p) (u) +Dk (p) (u)] +[à ' (p, u) +0" (p ,u) ] =

=[h+k] (p}+[Dh(p}+Dk(p)] (u}+[o'(p,u)+o"(p,u)]

l i m
u->o

- - - -
o' (p,u}+o"(p,u) =

Il uIl
l i m
U->O

::...0-,'(.r...P!..:,u;.L) + l i m

Iluli u->o

- -
o"(p,u) = o

Il ull

Pertanto, è

D(h+k}(p) = Dh(p) + Dk(p)

2.3.9. Concludiamo questo paragrafo con l 'importante"regola di

Leibnitz".

PROPOSIZIONE ( REGOLA DI LEIBNITZ)

Siano F, F
l

, F
2

spazi vettoria1i. Siano h: E + F, e

k : E + F
2

due applicazioni differenziabili. Sia G : F,XF
2

+ F
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un'applicazione bilineare.

Allora, l'applicazione

h0k E-.F

da-ta da

è differenziabile ed è

h 0 k P ~ h(p) 0 k(p)

- - -
D(h 0 k)(p)(u) = Dh(p)(u) 0 k(p) + h(p) 0 Dk(p)(u)

D. E'

eh 0 k ] (p+u) " h(p+u) 0 k (p+u) =

= e h(p) + Dh(p)(u) + o'(p,u) ] 0 [k(p) +Dk(p)(u) + o"(p,u) J =

= e h 0 k ] (p) + [ Dh(p)(u) 0 k(p) + h(p) 0 Dk(p)(u) ] + o(p,u)

avendo posto

o(p,u) ;; [h(p)G>o"(p,u) J+[ o'(p,u) (;) k(p) ] + [Dh(p)(u)+o'(p,u) ] 0

o [Dk(p)(u) + o"(p,u) ]

e dove è

Pertanto, è

l i m
U4Q

o(p,u)

Iluli
= o

D(h 0 k)(p)(u) = Dh(p)(u) 0 k(p) + h(p)8 Dk(p)(u) .
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2.3.10. Diamo, quindi, la regola di Leibnitz per alcuni casi par

ticolari.

l) Se h: IR ->- IR e k : IR -+ IR, sono due funzioni differenzi~

bili, allora la funzione h . k : IR ->-IR è differenziabile ed è

D(h . k)(x) = Dh(x) . k(x) + Dk(x). h(x)

Si ritrova, così la regola di Leibnitz dell 'analisi classica.

sono due campi differen

ziabili, allora il campo

E ->-

è differenziabile ed è

3) Sia o: L(H,K)xL(K,M) -+ L(H,M) la composizione

Se h : E ->- L(H,K) e k : E -+ L(K,M) sono differenziabili, allora

l'applicazione

h o k E -+ L(H,M)

è differenziabile ed è

D(hok)(p)(u) = Dh(p)(u) o k(p) + h(p) o Dk(p)(u)

Queste proposizioni forniscono le regole principali di calcolo delle

deri vate.
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4 DERIVATE E PRODOTTO CARTESIANO

O Siano

Abbiamo iniziato questo capitolo, studiando la differenziabilità

di applicazioni del tipo E + F.

Ora Cl proponiamo di estendere tale studio ad applicazioni del

tipo

Tale studio sarà utilizzato, in particolare, nel calcolo delle deri-

vate tramite i sistemi di coordinate.

2.4. l. LEMMA Sia p e El' q e E2 .

Le iniezioni

date da

;
"lq

p .. (p,q) j2p q .. (p,q)

sono differenziabili ed è

Dj lq(p) (h) = (h,o) Dj2P (q) (k) = (o,k)

Le proiezioni

l 2
n E

l
xE

2
+E

l
n E

l
xE

2
+ E

2
l 2

date da n (p,q) .. p n (p,q) .. q
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sono differenziabili ed è

l _ _ _
OTT (p,q)(h, k) = h

2 __
OTT (p,q)(h, k) = k

2.4.2. Possiamo dare, dunque, la seguente proposizione.

PROPOSIZIONE Sia f: Elx E
2
~ F un'applicazione differenziabile.

Allora, le applicazioni parziali

date da f
q

: p>+ f(p,q) f
P

q>+ f(p,q)

sono differenziabili ed è

O. Per la regola della catena, tali applicaziOni sono differenziabili.

Inoltre, per la linearità di Of(p,q), è

Of(p,q)(h,k)= Of(p,q)(h,o)+Of(p,q)(o,k)= Of(p,q)(Ojlq(P)(h)) +

+ Of(p,q)(Oj2P(q)(k))= (Of(p,q) o Ojlq(P)Xh) +

+ (Of(p,q) o Oj2P(q))(k) = O(f o jlq)(P)(h) +

- - -
+ O(f o j2p)(q)(k) = Ofq(P)(h) + Ofp(q)(k) .
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2.4.3. DEFINIZIONE

Sia f: El x E
2

~ F un'applicazione differenziabile.

Allora, le applicazioni

F) data da

diconsi DERIVATE PARZIALI di f .

2.4.4. PROPOSIZIONE

data da Df (q)
p

Sia f: E ~ Fl x F2 un'applicazione differenziabile.

Allora, le applicazioni

l l
f =: n o f: E ~ F

l

sono differenziabili ed è

Df(p)(h) = (Df l (p)(h)

2 2
f =: n o f E ~ F

2

D. Le applicazioni fl ed f2 sono differenziabili per la regola

de 11 a catena. Inoltre, è

Dfl(p)(h) l
f)(p)(h)

l - l
(Df (p) (h) )- D(or o = (Dn (f(p)) o Df(p))(h) = n

? 2 2 - 2 -Df"(p)(h) - D(n o f)(p)(h) = (Dn (f(p)) o Df(p))(h) = n (Df(p)(h)) .-

2.4.5. Diamo una condizione sufficiente per la differenziabilità di
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PROPOSIZIONE

Sia f : El x E2
-. F un'applicazione

Se le applicazioni f El -. F ed f : E2
... F sono di fferen

q p

ziabili, per ogni q e E2, p e El e se le applicazioni

D/ : El x E
2

... L(E
1

,F) e D
2
f El x E2

... L(E
2

,F) sono conti nue,

allora f è differenziabile.

D. La non facile dimostrazione si trova su [2] (prop.3.7.2.

pago 51)

Si noti che se Dlf e D2f non sono continue, può darsi che

non sia differenziabile.

f

2.4.6. Diamo una condizione sufficiente per la differenziabilità di

f : E -. F
l

x F
2

PROPOSIZIONE

Si consideri l'applicazione f E -. Fl x F2

Se le applicazioni

f
l l

- n o f : E -. F
l

2 2
f - n o f E -. F

2

sono differenziabili, allora f è differenziabile.
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D. E'

f(p+h)
1 -

= (f (p+h)
2- 1 1 - --

f (p+h) ) = (f (p) + Df (p) (h) + o' (p, h)

e

2 2 - 1 2f (p) + Df (p)(h) + ~"(p,~) ) = (f (p) , f (p) ) +

1 - 2 - - - --
+ (Df (p)(h) , Jf (p)(h) ) + (o'(p,h) , o"(p,h)

1i m
h->o

- - - -
(o' (p,h) , o"(p,h)) =

Il ~ Il
1im
h->o

1- - 2 - - 2(o'(p,h)) + (o"(p,h))

II~ Il
= o

Dunque, f è differenziabile.

2.4.7. Vediamo ora un caso particolare molto interessante.

- CASO

Si indica con

f:lRxE-+F

M E -+ F

l'applicazione data da

Si i ndi ca con

p * D
1
f(0,p) -

af E -+ TF

Df (o) .
p

l' app1i cazi one data da af : p ... (f(o,p) , M(p) )

Questi simboli saranno utilizzati, nei sistemi di coordinate, per

definire gli elementi di una qualsiasi base di uno spazio vettoriale,

come vettori tangenti ln un medesimo punto alle curve coordinate.
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Il primo simbolo servirà per le basi costanti (sistema di coordina

te cartesiano); il secondo, per basi variabili punto per punto (siste

ma di coordinate sferico, cilindrico ... ) .

Tali simboli si utilizzeranno, anche,nel calcolo delle variazioni.

In particolare per

si indica con

f

F _ E, oltre a ritrovare i simboli precedenti

+iR

l'applicazione data da f (p,~) ... < V , éf(p) >

Tale nozione servirà per il calcolo delle componenti dei covettori

espresse tramite gli elementi di una base, duale ad una che abbia per

elementi i vettori tangenti alle curve coordinate.
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5 Ir~t~AGINE RECIPROCA E INVERSA DI CAMPI COVARIANTI E CONTROVARIANT I

O

affi ni .

Sia f E ~ F un'applicazione differenziabile tra spazi

Iniziamo questo paragrafo con il concetto di "immagine reciproca"

di f e di "illUllagine inversa" di f (se invertibile). Esse sa-

ranno utili, ad esempio, per definire la "derivata di Lie" di campi

tensoriali. Pertanto, consigliamo il lettore di rivedere questo par~

grafo prima di passare allo studio degli "operatori differenziai i".

Inoltre, se

diretta lf di f.

f è invertibile, è possibile definire "l'immagine

Definiamo, anche, "l'applicazione cotangente" di f , la quale..
servirà per precisare il sistema di coordinate su T E, indotm da

quello definito su E.

Il concetto di immagine reciproca è utilizzato ln Meccanica, per

esempio, nella definizione di "lavoro".

Concludiamo il paragrafo, generalizzando l precedenti risultati.

2.5.1. Ricordiamo, brevemente, che l'applicazione tangente di f

è l'applicazione

Tf : TE ... TF

data da Tf :(p,u) ~ (f(p) , Df(p)(u) ) .

2.5.2. Introduciamo, ora, il concetto di "immagine reciproca" di f.

DEFINIZIONE
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Dicesi IMMAGINE RECIPROCA di f l'applicazione

data da

t ~ .. ~
(f ~)(p) =(p,! (f(p)) o Df(p)) _ (p,Df(p) (! (f(p))))

Si noti che tale formula, sostanzialmente, è quella della trasforma

zione indotta dall 'applicazione lineare Df (p). A ta l propos i to si ve-
da [ l J

I l campo di covettori ftX e "(,tE è detto "immagine . "reclproca

di X secondo f

Vediamo il significato intuitivo della precedente definizione.

-
Sia u e E un "incremento" del punto p e E. Tale incremento è

trasformato "approssimativamente" da f nell 'incremento, del punto
- -f(p) e F, dato da Df(p)(u) e F

Allora, il covettore (ft!)(p) e T"E è definito in modo tale che

esso operi su u come !(f(p)) e T"F (noto a priori) opera sul suo

trasformato Df(p)(u), mediante f.

Sostanzialmente, tale nozione è data in modo che il seguente diagra~

ma commuti.

rR
< , > /'

'" <
,>

TtE x TE T"F x TF

(f"! ,X) t t (!'Tf o X)

E
f F~
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dove il simbolo "-" sul segno di prodotto cartesiano sta a signi

ficare che si opera solo sugli elementi "diagonali", ossia solo sui

vettori e covettori applicati sullo stesso punto di E o F.

Si noti l'inversione: la f va da E in F, mentre l manda

forme applicate in F in forme applicate in E.

2.5.3. Ricordiamo che è TidE = idTE' inoltre se 9 F ~ G è

un'applicazione differenziabile e se f è invertibile è

T(g o f) = Tg o Tf

Abbiamo, allora, la seguente proposizione.

PROPOS IZIONE

E'

(idE)· = id~"'E

'" '" '"(g o f) = f o 9

D. Infatti, per ogni P t E, è

= (id c;"'E ~)(p)

((g o f)"~)(p) _ (p,~{(g o f)(p)

. X c ~·E, per ogm ,'"

~
o D(g o f) (P))= ( p,~ (g (f (P)) o Dg (f (P)\, Df (p Ii'

.. ~ " " ." ",'= (p,(g~) (f(p) o Df(p))" f (g ~)(p) = ((f o 9 )~)(p) , V~ t'" G.

Dunque, dalla seconda relazione segue il risultato
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2.5.4. Diamo, ora, la nozione duale di applicazione tangente.

DEFINIZIONE Sia f: E + F

verti bil e.

un'applicazione differenziabile in-

Dicesi APPLICAZIONE COTANGENTE di f l'applicazione

data da
-l -1_

(p,!,!) 1+ (f(p),!,!oDf (f(p)))::(f(p),(Df (f(p)) (!,!))_

Come abbiamo già detto, essa servirà per definire un sistema di coo~

dinate su T-E, più precisamente, quello indotto da un sistema di coordi

nate su E.

2.5.5. La seguente definizione esprime i l concetto di "ilTl11agine inver

sa" di f (se invertibile).

DEFINIZIONE Sia f: E + F un'applicazione differenziabile e in

vertibile.

-Dicesi IMMAGINE INVERSA di f l'applicazione (indicata ancora con f)

data da
_- -l - ~

(f X)( p) :: (p, Df (f (p))( X (f (P) ) )

Dunque, il seguente diagramma è commutativo
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TE
H-l

TF+
*- -

f X t t X

(* ) E ... F
f

Si noti l'inversione : f va da E in F, f* manda vettori appl.:!.

cati in F in vettori applicati in E.

Si vede facilmente che è

( i dE) * = . d
l %E

Inoltre, è

e in particolare

2.5.6. Diamo ora il concetto di "iJll1lagine diretta" di f.

DEFINIZIONE Sia f: E ~ F un'applicazione differenziabile e

invertibi le.

Dicesi IMr~AGINE DIRETTA di f l'applicazione

tale che il seguente diagramma sia commutativo
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TE
Tf

TF+

(u) X t t f X•
E +-1 F .-

f

Si confrontino i diagrammi (.) e (•• )

2.5.7. Generalizziamo i risultati sinora acquisiti.

DEFINIZIONE

Dicesi APPLICAZIONE TANGENTE R-MA di f l'applicazione

data da

Se f è invertibile, dicesi APPLICAZIONE COTANGENTE S-MA di f

l'applicazione

Tf TE+TF
s s s

data da
l

T f:(p,v ®
s -

S l-l
®~)"'(f(p),[~oDf (f(p»}®

Tale definizione servirà per dare la "derivata di Lie" di un campo di

vettori r controvariante ed s covariante.

2.5.8. DEFINIZIONE

Dicesi IMMAGINE RECIPROCA di f l'applicazione (indicata ancora
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;o
con f)

•f "0F~"tE
s s

data da
Il

f : t

(dove ~ indica la composizione sugli spazi funzionali d'arrivo)

ossia, data da

® Df(p)~ 'I p€ E

Se f è invertibile, dicesi IMMAGINE INVERSA di f l'applicazione
Il

(indicata ancora con f)

data da
;0- -l -l-~

(f t)(p) =(p, [Df (f(p» ® .. ®Df (f(p» J(t (f(p»» .

Dicesi IMMAGINE DIRETTA di

con f)
;o

f l'applicazione (indicata ancora

data da

f
;o

r r
:;E -+:-r:F
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6 EQUAZIONI DIFFERENZIALI DEL 1° ORDINE

O Sia E uno spazio affine.

Sostanzialmente, una "equazione differenziale del l° ordine ll su E

è un campo vettoriale

x E -+ TE

le cui soluzioni sono tutte e sole le curve differenziabili ~ - E, de!

te "curve integrali ll
, i cui vettori tangenti sono i valori assunti da

X lungo esse.

Enunciamo. anche, i teoremi fondamentali di esistenza, unicità e di-

pendenza dai dati iniziali delle soluzioni.

Le equazioni differenziali del l° ordine, così definite, assumeranno,

tramite un sistema di coordinate, la forma classica di sistemi di equa-

zioni differenziali ordinarie del l° ordine, normali ed autonome.

Infine, introduciamo il concetto di "integrale primo" di x come

una funzione differenziabile su

di X.

2.6.1. DEFINIZIONE

E, costante lungo le curve integrali

Dicesi EQUAZIONE DIFFERENZIALE DEL 1° ORDINE su

campo vettoriale

E un qualsiasi

X : E -+ TE

-D'ora in poi, indicheremo con X un 'equazione differenziale del
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]0 ordine.

2.6.2. Diamo l'importante nozione di "curva integrale".

DEFINIZIONE Sia l c ~ un sottoinsieme di ~.

Dicesi una CURVA INTEGRALE di
-
X, ogni curva differenziabile

c l -> E

tale che

dc = X ° c

o equivalentemente

Dc
-2

= X o c -

Sostanzialmente, c è ogni curva differenziabile su

vettore tangente in ogni punto di E è il valore di

stesso.

E i l cui

X ne l punto

c

p- c ( ... ) -,
% I:>') ~ Dc ,',

, ~
~ - '( :.,'. --.....

~":((I~,

_e
X{~.. ,): be'

2.6.3. Nasce, allora, il problema, fissato P € E, dell 'esistenza

di una curva integrale passante per p, ossia tale che c(o) = p ,

che sia unica almeno in un intorno di p.

Il seguente teorema risolve appunto, questo problema.
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TEOREMA (DI ESISTENZA ED UNICITA' DELLE CURVE INTEGRALI)

Sia X: E ~ TE un campo vettoriale differenziabile (basta an

che un'ipotesi più debole).

Sia p e E .

Esiste

un sottoinsieme I c ffi

ed una curva integrale c I ~ E

tale che

c(o) = p

Se l' c ffi è un altro sottoinsieme di ffi e c'

le che c' (o) = p, allora è

l' ~ E è ta

D. Si veda [ 2 ] (teorema l .S.l. pag.l18) ~

2.6.4. Anche del seguente teorema, omettiamo la non facile dimostra-

zione.

TEOREMA(DI ESISTENZA, UNICITA' E DIPENDENZA DAI DATI INIZIALI DELLE

CURVE INTEGRALI)

-
Sia X: E ~ TE un campo vettoriale differenziabile (basta anche

un'ipotesi più debole).

Esiste



- un intorno aperto U
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di (o' x E i n lR x E

- ed una applicazione differenziabile C : U - E

avente, per ogni p e E, le seguenti proprietà

-, ,
c cC' ,p) è una curva i ntegra l e di XI ,

P

2 ) c = id r con o e :1<;
o <:

3 ì c c c ( se definilP )
+c "

- i, ' ·c = x ossia Dc = X(p) 'I p e [,~

p

Se O·Xt.CL;'C~xE e c' U' - E soddisfano le condizic

n1 orecedent1, a 110ra è

=

J. :3i veda 2 l ; IO pag , 124 \

L'apolicazione differenziabile c U - E precedente, dicesi GRUPPO

LOCALE AD UN PARAMETRO generato da

-c _ X

-
X e si indica con

Il termine "gruppo" è giustificato dal fatto che l'insieme

c IR

è un gruppo cispetto alla legge di composizione

'c , c ..... c 'c = C
-,+~
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Questo gruppo locale può essere interpretato cinematicamente come

un "moto stazionario" dei punti di E, tenendo conto delle proprietà

l},2),3),4)

Il punto c("p) e U è la posizione occupata, a11 'istante À,

dalla particella che, a11 'istante o, era in p.

La curva c
p

)o-+c(J.,p) è i l moto de 11 a pa rt i ce 11 a che, a11 '

istante o, era in p.

L'intervallo di tempo

riare con la posizione p.

I , in cui è definito il moto c , può va-
p p

Inoltre, considerato un intorno V c E, abbastanza piccolo, di

p e E, a]]ora le particelle, che partono all 'istante o da punti di

V, mantengono la propria individualità per un intervallo di tempo non

nullo, sufficientemente piccolo.

Ma, in generale, tale individualità non è mantenuta e, quindi, la

posizione iniziale non individua, in modo assoluto, la particella.

L'applicazione c, : p ~ c(À,p) dà lo spostamento subito dai pu~

t i di E, all' i stante À, a pa rt i re da 11 'i stante o.

La "stazionarietà" del moto è garantita dalla proprietà 3) del te~

rema 2.6.4. Sostanzialmente, essa dice che una particella, che parte

da una certa posizione q! c(À' ,p) , arriva, dopo un tempo " nella

stessa posizione sia che parta al tempo o da p, sia che parta al

tempo ;.' da q.

2.6.5. Questa condizione dà un risultato molto interessante. Ossia,
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le velocità delle particelle, che passano per q, non dipendono dal

l'istante in cui ci passano, ma solo da q, come mostra la seguente

propos i zi one.

PROPOSIZIONE Sia (A, p) € U tale che q = c(A,p) € E.

A11 ora, è

-t
Dc lA) = Dc (o) " X (q)p q

D. Per l' sufficientemente vicino a " è

C (A + ,'l = c (, ')
p q

da cui

Dc () + ,') = Dc (A')
P q

Pertanto, per • = o, è

Dc p.) = Dc (o)
p q

-
2.6.6. Diamo, ora, la nozione di "integrale primo" di X

DEFINIZIONE

Dicesi un INTEGRALE PRIMO di
-X ogni funzione differenziabile

f E -> iR

tale che i Sla costante lungo le curve integrali, ossia

f o c = cos t
P

Intuitivamente questo fatto si può vedere così.

~p e E e
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p e E, consideriamo il moto stazionario del fluido e sup-

poniamo che in ogni punto dello spazio sia definita una funzione f

(per esempio la temperatura).

Poi, consideriamo un osservatore che, all 'istante À = o del suo

orologio,si trova in p.
c

'C ~ >") '~.'" Allora supponi amo che egl i s i muova

",' (., ",--,' c con velocità X lungo la curva inte

grale passante per p e supponiamo,

inoltre, che non avverta"nessun cambia

mento di temperatura" . Se ciò vale

per ogni p e E, diciamo che la funzio

ne f è un integrale primo.

2.6.7. La seguente proposizione caratterizza un integrale primo di X.

PROPOSIZIONE Sia f: E +ffi una funzione differenziabile.

Le seguenti condizionì sono equivalenti.

-a) f è un integrale primo di X

b) per ogni soluzione c . I + E di X, è.
P

(ac . f) (p) - D(f o c )(0) = op

c) è

<df,X> <Df, -~

= X > = o

D. a) "*' b). Ovvi a.
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-
X. Allora, è

Sia c
p
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I ~ E, con c (o) = p, una soluzione di
p

<df,x>(p) = <Df(p) , Xi(p» =

c) ~ a). Ovvi a .

<Df(c (o)) , Dc (o» = D(f o c )(0) = op p p
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o INTRODUZIONE

In questo capitolo, continuando il discorso sulla differenziabilità

di un' applicazione f: E ... F, definiamo la "derivata seconda" di f

e, più in generale, la "derivata di ordine k" di f, con k > 2.

In termini di vettori applicati, abbiamo allora le "2-applicazioni

tangenti e cotangenti" di f; osserviamo che in esse intervengono an

che le derivate prime, oltre alle derivate seconde.

L'importanza delle 2-applicazioni tangenti e cotangenti di f è

data, anche, dal fatto che serviranno per definire, sui 2-spazi tan

genti e cotangenti di uno spazio affine E, dei sistemi di coordina

te indotti da quello definito su E.

Osserviamo inoltre che, passando alle varietà differenziabili, co~

tinuano ad essere definite solo le 2-applicazioni tangenti e cotangen

ti di f e non le derivate seconde.

Diamo, pOi, la definizione di "equazione differenziale del 2° ordine"

(e.d.s.o.) sU E, come un campo vettoriale

X TE"'TTE

sU TE, le CUi "curve integrali" l''' TE sono la derivata della propri.a

proiezione su E. Ogni campo vettoriale X è caratterizzato dalle

sue due componenti orizzontale e verticale, essendo TTE = vTTE ® aTTE.

Il teorema 3.3.4. dice, sostanzialmente, che X è una e.d.s.o. se

e solo se la componente orizzontale è di un certo tipo fissato. Dunque,

le e.d.s.o. sono caratterizzate dalla componente verticale r o X .

che può essere scelta arbitrariamente.
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DERIVATE SECONDE

O Considerati due spazi affini E ed F, proseguiamo il discorso

sulla differenziabilità di un'applicazione f E .. F.

Nel precedente capitolo abbiamo definito la derivata di f come

un'applicazione

Df E" L(E,F)

Essendo E e L(E,F) spazi affini, ha senso parlare della differen

ziabilità di Df.

Ora, supposto che Df Sla differenziabile, è naturale precisare la

sua derivata: essa è detta "derivata seconda" di f. Iterando il proc~

dirnento si dà, più ln generale, la nozione di applicazione differenzia-

bile k volte.

Concludiamo tale paragrafo dando le applicazioni tangenti e cotan

"genti di Tf e T f facendo osservare che in queste nozioni entrano in

gioco, non solo le derivate seconde ma, anche le derivate prime.

3.1. l. DEFINIZIONE Sia f

Se l' app l i cazi one

E .. F un'applicazione differenziabile.

è differenziabile, allora l'applicazione

dicesi DERIVATA SECONDA di f

Pertanto, tenuto conto degli isomorfismi canonici precedenti, si

scrive
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Abbiamo anche

Df(p+h)(k)
- 2 -----= Df(p)(k)+ D f(p)(h,k)+o(p,h)(k) Il P e E, h ,k e E

dove o(p,h) è un infinitesimo di ordine superiore ad I Ihl I

3.1.2. Del seguente teorema omettiamo la non facile dimostrazione.

Il lettore, a tale scopo, può consultare [2] (teorema 5.1.1. pag.65).

TEDREMA Sia Df: E ~ L(E,F) un'applicazione differenziabile.

Allora, l'applicazione bilineare D2f(p) è simmetrica, per ogni

p e E, ossia è

3.1.3. Le considerazioni precedenti si estendono, per iterazione,

alle derivate di ordine k > 2 (se esistono) .

DEFINIZIONE

L'applicazione f : E ~ F si dice DIFFERENZIABILE K VOLTE se sono

differenziabili le applicazioni

se, per

Inoltre, f si dice "di classe ~k" se è differenziabile k volte

Dkf è continua. Conseguentemente, si dice di classe e,we se

ogni intero positivo k, f è di classe e k .
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Le due proposizioni seguenti assicurano la differenziabilità di

alcune notevoli derivate nella sola ipotesi che l'applicazione di

partenza sia differenziabile almeno due volte.

3.1.4. ?ROPOSIZlONE Siano El' E
2

spazi affini.

Sia f: ~l x E
2

-> F un'applicazione differenziabile 2 volte.

Allora, le applicazioni

sono differenziabili.

D. Infatti D, f e 0/ si ottengono mediante composizione delle

seguenti applicazioni differenziabi li

3.1.5. PROPOSIZIONE Siano F
1

ed F
2

due spazi affini.

Sla f: E - F
ì

xF
2

un'applicazione differenziabile due volte.

Allora, le appìicazioni

E

sono differenziabili.

D. Infatti Df l e Df 2 si ottengono mediante composizione delle
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applicazioni differenziabili

E ~f L(E, F
l

x F
Z

) -> L(E,F
l

)

Of - - -E -> L(E,F l x FZ) .. L(E,F Z)

3.1.6. Facciamo vedere ora l'equivalenza esistente, in termini di

differenziabilità, tra la derivata di un'applicazione e la sua applic~

zione tangente.

PROPOSIZIONE Sia f: E -> F un'applicazione differenziabile.

Allora, le seguenti proposizioni sono equivalenti.

a) Of E -> L(E,F) è differenziabile,

b) Tf TE .. TF è differenziabile.

O. a) Sia Of differenziabile. Allora, Tf è differenziabile.

Infatti

Tf . (P,u)+(v,w) l = Tf(p+v,u+w) = (f(p+v) - --Of(p+v) (u+w)) =

- -, - - - 2 - - - - --
= (f(p )+Of(p) (v)+o(p ,v),Of(p) (u+w )+0 f(p)(v ,u+w )+0" (p, V) (u+W)

Z - -
= (f(p),Of(p)(u)) + (Of(p)(v) , Of(p)(w) + O f(p)(v",))~

- Z -- ----!- (o'(p,v) , O f(p)(v,w))+ o"(p,v)(u+w) =

- - - Z _. ---= Tf(p,u) + (Of(p)(v) , Of(p)(w)+ O f(p)(v,u))-!-o(p,u;v,w) ,

dove il secondo termine è lineare rispetto a (v,w) ed o è un infi

nitesimo di ordine superiore a (v,w) .

b) Sia Tf differenziabile. Allora, Of è differenziabile.

Infatti,
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Tf(p+v,u) = (Tf)(p,u) + Dl(TfXP,u)(V) + o(p,u;v)

dove

I Tf(p+v,u) = (f(p+v), Df(p+v)(u)) = (f(p)+Df(p)(v) + o'(p,v),Df(p+v)(u))
ì _

Tf(p,u) = (f(p) • Df(p)(u))

e dove o è un infinitesimo di ordine superiore a v

Qui ndi

Df (p+v)( u)

da cui

2 -
= Df(p)(u) + " (0 1(Tf)(p,u)) + o(p,u;v)

2 -- 2 --
D f(p)(u,v) = n (D1Tf)(p,u)(v)

3.1.7. Diamo ora la nozione di "seconda applicazione tangente" di f

DEFINIZIONE Sia f: E ~ F un'applicazione differenziabile almeno

due vo lte.

Dicesi 2-APPLICAZIONE TANGENTE di f o "applicazione tangente" di ~f

l'applicazione

TTf : TTE ~ TTf

da ta da TTf (p,u;v,w) ~ (Tf(p,u) ,D(Tf)(p,u)(v,w))

3.1.8. PROPOSIZIONE

E'
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--- - - 2 __ -
TTf(p,u,v,w) ; (f(p),Df(p)(u); Df(p)(v), D f(p) (u,v) + Df(p)(w))

..
D. Infatti, posto Tf = g, TE = M, TF = N, dobbiamo determinare

l'applicazione tangente

Tg TM ~ TN

data da

Vq_(p,u)eM

Tg (q,z) ~ (g(q) Dg(q)(z))

z = (v,w) e N .

Essendo g(q) _ Tf(p,u) _ (f(p) , Df(p)(u)), allora resta da deter-

minare

Dg (q) (z)

Per la proposizione 2.4.4., è

dove si è posto

l l
9 : TI o 9 : M ~ F

2 2
9 = TI o 9 M ~ F

l - l - l - -- l - - l - -Dg (q)(z)=<Dg (q),z>:<Dg (p,u),(v,w» ; <Dlg (p,u),v> + <D2g (p,uj,w> ;

l - 1- - l) --; <Dg_(p),v> + <Dg (u),w>; <Df(p),v> + <o , w>=<Df(p),v •.
u p

J- l
1a) E u - 9

~ ExE ~ F

P ... (p,u)~ f(p)

J l
lb) E e ExE ~ F

- (p,G) ... f(p)u ...
l - 1 I -

9 (u)=(g o J )(u)=f(p);cost =) Dg (U)=op p p
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2 - 2 - 2 - -- 2 -- 2--Dg (q)(z) _ <Dg (q),z>=<Dg (p,u),(v,w»=<Dlg (p,u),v>+<D2g (p,u),w

= <Dg~(p),v>T'D92(u), w> 2) <D2f(p) , (u,v»+<Df(p), w
u p

.. (Per comodità del lettore è ripetuta più esplicitamente la dim. 3.l.é,

Dunque, l'espressione della seconda applicazione tangente coinvol

ge la derivata prima, oltre alla derivata seconda. Possiamo "isolare"

quest'ultima, componendo la seconda applicazione tangente con la con

nessione affine.

3.1.8. PROPOSIZIONE Siano vTTE c TTE , oTTE c TTE .

Sia f: E ~ F un'applicazione differenziabile due volte.

Allora, l'espressione di r. TTf aTTE - ~TTF è data da

oTTE TTE TTl TTF r "TTF
--- --- - - 2 -- I - -;) --

(p.u;v,o)~(p,u;v,o)~(f(p),Df(p)(u);Df(p)(v),Df(pXu,v»~(p),Df(p)(uì;o,D·f(p)(u.vi"

3.1.9. Possiamo ora esprimere la simmetria della derivata secondo, tra

mite la 2-applicazione tangente e 1 'involuzione canonica s.

PROPOSIZIONE

Il seguente diagramma

2 - 2 2 -
gu(p)=<Df(p),u .. ~ D9u(P)=<D f(p) ,u> essendo

<, U < un'applicazione lineare.

2- - 2- -
9 (u) = <Df(p) ,u· -, Dg (u) = <Df(p) ,u, essendo

p p

<Df(p),> un'applicazione lineare.

l E
Df È'f ® F "" ,u> Fa) ~

p .. Df(p)~<Df(p)u>,

l b) E
<Df(p),>

F+
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TTE

S t

TTE

TTf..

..
TTf
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TTF

+ s

TTF

- - - TTf - - 2 - - -
(f,v,u,w) ~ (f(p),Df(p)(v); Df(p)(u) , D f(p)(v,u)+Df(p)(w))

5 t + s

--- - - 2 -- -
(f,u;v,w) ~ (f(p),Df(p)(u); Df(p)(v) , D f(p)(u,v)+Df(p)(w))

TTf

è commutativo, ossia,è

TTf = s ' TTf o s

In modo analogo a 3.1.7. si dà l'altra 2-applicazione tangente di f

data da

3.1.10. Inoltre, se f è invertibile, allora abbiamo anche le nozioni

di "2 -app1i caz i on i cotangen t;" di f.

DEFINIZIONE Sia f: E .. F un'applicazione differenziabile almeno due

volte ed invertibile

Dicesi 2-APPLICAZIONE COTANGENTE di f l'applicazione
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o l'applicazione
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(p,u;~,~) ... (Tf(p,u)
-l -

(v,w) o O(Tf) (Tf(p,u))),

T"'T '" f

da ta da T*T*f :t - l *
o O(T f) (T f(p,.!:l.)))-.:-

Poiché tali n0210n1. ln questo lavoro, serViranno principalmente per

sistemi di coordinate sui 2- spazi tangenti e cotangenti, faremo uno

studio più approfondito e dettagliato di ciò, nel 5° capitolo.
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2 CASI PARTICOLARI DI DERIVATE SECONDE

o Sia E uno spazio affine.

Vediamo ora i casi più interessanti , trattati di solito nell 'ana

lisi classica.

Ossia, i casi f fR-+E f E-+fR.

3.2. l. CASO f: fR -+ IR

Sia f un'applicazione differenziabile almeno due volte. Allora,

per l 'isomorfismo canonico L(IR,IR):;; fR, la derivata seconda di f

è data da

Possiamo, quindi, considerare il differenziale secondo

dato da if : x ... (f(x) ,Of(x); Df(x) ,02f (x))

Inoltre, la 2-app1icazione tangente

TT f TTR -+ TTR

è data da TTf

3.2.2. CASO f IR -+ E .

Sia f una curva differenziabile almeno due volte. Allora, per
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-
l 'isomorfismo canonico L(R,E) ~ E , la derivata seconda di f

è data da

Dunque, il differenziale secondo di f

è dato da if : x .. (f(x), Df(x) ; Df(x) , D2f(x))

Possiamo comporre, allora, d2 f con la connessione affine

: TTR ~ vTTE, ottenendo cos ì l' app l i cazi one

da ta da o if x 0+ (f(x) , Df(x) o, D2f(x))

Tale applicazione gioca un ruolo importante nella Meccanica Analitica.

Inoltre, la 2-applicazione tangente

TTf TTR -> TTE

è data da TTf 2
(x,y;À,~)o+(f(x),Df(x)y;Df(x)À,D f(X)Ay+Df(xJ_)

3 . 2 .3. CASO f E -> R .

Sia f una funzione differenziabile almeno due volte. Allora, es-

sendo
~ ..

L(E,R) = t , la derivata seconda di

-+ -+
E ~ E @ E
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è data da
2 -- 2 --

D f(p)(u,v) = < D f(p), u®v >

Inoltre, la 2-applicazione tangente di f

TTf TTE ~ TTR

è data da

TTf(p,u;v,w) _ (f(p),<Df(p),u> - 2 - -<Df(p),v>,<D f(p),~~ + <Df(p),w> ).



- 165 -

3. EQUAZIONI DIFFERENZIN.I DEL 2° ORDINE

O Sia E uno spazio affine.

Una lle(iUazione differenziule del 2° ordine tl (e.d.s.o.) su E è un

campo vettoriale X: TE ..... TTE le "cui curve integrali" I -lo- TE so

no la derivata della propria prOleZione su E.

-
Ogni campo vettoriale X e :l,.TE è caratterizzata dalle sue due compo-

nenti orizzontale e verticale, essendo TTE = vTTE $ oTTE. Allora diamo

un teorema il quale, sostanzialmente, dice che X è una e.d.s.o. se e so

lo se la componente orizzontale è di un certo tipo fissato. Dunque, le

e.d.s.o. sono caratterizzate dalla componente verticale r o X , che può

essere scelta arbitrariamente.

Et un procedimento che ricostruisce intrinsecamente le definizioni del-

l'Analisi Classica.

3.3.1. DEFINIZIONE Sia I c R.

Dicesi CURVA BASICA ogni curva eoo

c I -> TE

tale che
c=d(PEoc).

In tal caso la curva PE ° c : I -> E è detta la BASE di c -

3.3.2. Caratterizziamo le curve basiche, più esplici.tamente.

PROPOSIZIONE Sia c I -> TE una curva ,€OO e sia I .. E.

Allora c è una curva basica se e solo se

c=(y,Dy).

D. Segue immediatamente dalla definizione 3.3.1. -

3.3.3. Diamo, allora, l'importante nOLlone di e.d.s.o ..
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Dicesi EQUAZIONE DIFFERENZIALE DEL 20 ORDINE su E ogni campo vet

toria1e

-X TE -+ TTE

-le cui curve integrali sono curve basiche, ossia tale che X soddisfi

la condizione

(c : I -+ TE , dc = X o c) ~ (c = d(PE o c) )

In tal caso la curva

o C I -+ E

dicesi UNA SOLUZIONE di X

3.3.4. Una caratterizzazione delle e.d.s.o. è data nel modo seguente.

-TEOREMA Sia X TE -+ TTE un campo vettoriale su TE.

Allora, le seguenti condizioni sono equivalenti.

-
a) X è una e.d.s.o ..

b) Per ogni (p,u) e TE, è

X(p,u) = (p,u; u, y)

D. a) ~ b) .

-, con y = y(p,u) e E

Se (p,u) e TE, esiste una curva integrale c

che

-I -+ TE di X, tale

A11 ora, è

c(e) = (p,u) ,con e e I
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C(6) = d(PE o C)(6) _ d~(6) = (~(6) , D~ (6)) = (p,U)

e qui ndi

x(p, u) = X(c(6 )) = (X o c) (6) = dc (6) = (y (6), D~ (6); D~ (6), D~ (6) ) ,

- --
= (p, u; u,y)

- 2
avendo posto y = D ~(6)

b)=>a).

Sia c: I .. TE una curva integrale eoo di X. Posto

allora, è

'C
C _ TI

2
o C : I + E

'\,'\.. 4 '\.. 'V
~, C C TI o X o c) = X o c = c' = (y , c , ~ , D c

e quindi
'C
C = D~

da cui

c = (~, D~) = d~= d(PE o c)

-
Dunque, X è una e.d.s.o.

3.3.5. Tenendo presente il precedente teorema, è possibile caratte

rizzare una e.d.s.o. in altri modi: uno di questi è suggerito dal se

guente teorema.

-
TEDREMA Sia X TE + TTE un campo vettoriale su TE.
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Allora, le seguenti condizioni sono equivalenti.

a) X è una e. d. s .o., oss i a è

- - - - -
X(p,u) = (p,u; u, y(p,u)) , Il (p, u) e TE .

c) s o X
-

= X

dove s è l 'involuzione canonica

s : TTE ... TTE

data da s :(p,u;v,w) ~ (p,v;u,w)

d)voX=V

dove v è l'endomorfismo canonico

v TTE -.. vTTE

dato da v (p,u;v,w) ~ (p,u;o,v)

-
e V è il campo vettoriale di Liouville

V TE -.. TTE

dato da -
V

- - - -(p,u) ~ (p,u;o,u)

O. Infatti, per ogni (p,u) e TE, è

- - --- -
c) (s o X)(p,u) = s(p,u; u,y(p,u)) = (p,u;u,y(p,u)) _ X(p,u)

d) (v o X)(p,u) = v(p,u; u,y(p,u)) = (p,u;o,u) _ V(p,u) _
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3.3.6. Caratterizziamo ora una soluzione di una e.d.s.o.

TEORE~1A Sia X TE ... TTE una e.d.s .0 .. Sia y

curva

Allora, le seguenti condizioni sono equivalenti.

-
a) y è una soluzione di X

b) E'

i y = X o d ",

o equivalentemente

dove è la connessione affine

r TTE ... vTTE

I ... E una

data da

D.a)~b).

r (p,u;v,w) ,+ (p,u;o,w)

Se y
-

è una soluzione di X, è

o C

-dove c: I ... TE è una curva integrale di X, ossia è

dy = d(PE o c) = c

e quindi

i y = dc
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b) ~ a).

Bisogna dimostrare che è

Intanto, per ipotesi, è

-
dove c = d(PE o c) è una curva integrale di X. Allora, è

2
= d (PE o c )

e quindi abbiamo

y = p o c
E

Dunque, una e.d.s.o. è caratterizzata dalla sua componente verticale

r o X

3.3.7. Possiamo considerare,allora, l'e.d.s.o. privilegiata, la cui

componente verticale è nulla.

DEFINIZIONE

Dicesi EQUAZIONE DIFFERENZIALE DEL 20 ORDINE GEODETICA su E l'unico

campo vettori ale t 00

X : TE -> TTE
o

dato da - - - - -X : (p,u) ~ (p,u;u,o)
o

-o, equivalentemente, l'unico campo vettori aIe X
o

-tale che r o X = oo -



- 171 -

-
Allora, le soluzioni di X sono gli i somorfismi di spazi affini, ossia

o
sono del tipo

Y(À)= p + ÀV
o

, con
-

P e E, v e E
o

3.3.8. DEFINIZIONE Sia X TE ~ TTE una e.d.s.o.

- 00

Dicesi INTEGRALE PRIMO di X ogni funzione II

f : TE ~ IR

tale che, per ogni curva integrale c di X è

D(foc)=o

3.3.9. Possiamo caratterizzare gli integrali primi in termini di soluzio

ni, anziché di curve integrali.

PROPOSIZIONE Sia X: TE ->- TTE una e.d.s.o.. Sia f TE ~ IR una

funzione 'e
oo

Allora, f è un integrale di X se e solo se per ogni soluzione y di
-X è

D(f o dy)= o

-
3.3.10. Caratterizziamo, infine, gli integrali primi mediante X, diret

tamente.

PROPOSIZIONE Sia X: TE ~ TTE una e.d.s.o .. Sia f: TE ->- IR una
00

funzione -e . Allora, le seguenti condizioni sono equivalenti.

a) f è integrale primo di X

b) E'
< df,X>= o

D. a)~ b)

Sia (p,u) e TE e sia c: I ->- TE una curva integrale di

c(À) = (p,u)

-
X tale che

Allora, per la definizione di e.d.s.o., è

<df,X >(p,u) " D(f o c) (.I)
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o INTRODUZIONE

Finora l'oggetto principale del nostro lavoro è stata la nOZione di

spazio affine E, di dimensione finita.

Ora, introduciamo la nuova struttura di "spazio affine euclideo ll
, ot

tenuta fissando in E una moltiplicazione scalare.

Questo nuovo concetto è fondamentale, costituendo una tappa importa~

te per la costruzione di un modello matematico dello spazio fisico, cioé,

per una formulazione assiomatica della Geometria Euclidea.

Questa nuova struttura induce, in modo naturale, gli isomorfismi tra

-* -*
E ed E , permettendo, così, l'identificazione degli elementi di E

-
con elementi del duale di E. Allora, è possibile definire l'isomorfismo

di "Legendre" tra gli spazi TE e
li'

T E .

Tale applicazione è un isomorfismo di fibrato, ossia induce una biie

zione tra le basi ed un isomorfismo tra le fibre.

La metrica induce anche un isomorfismo tra il fibrato dei vettori ver

ticali e quelle dei covettori orizzontali.

si potrebbero definire altri isomorfismi, ma non sarebbero generali~

zabili al caso delle varietà differenziabili.

In questo capitolo definiamo,anche, altre applicazioni importanti

(per esempio, la "funzione metrica ll
, la"co-funzione metrica", il "dif-

ferenziale verticale", ... ).

In Meccanica, la funzione metrica assume il ruolo di "energia Clne-

ticall, mentre l'isomorfismo di Legendre stabilisce l'equivalenza tra

l'espressione di moto sullo spazio delle "fasi" (equazioni di Lagrange)
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e àelle t1corasill (equazioni di Hamilr.on).

Tutte lt nozioni qui introdotte sulla metrica sono facilmente gener~

lizzabili alle varietà differenziabili.
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METRICA

o Sia E uno spazio affine, di dimensione finita.

In questo paragrafo, introduciamo la nuova struttura di "spazio af-

fine euclideo" ottenuta fissando in E una moltiplicazione scalare ~,

ossia un tensore simmetrico non degenere, del 20 ordine.

Dopo aver ricordato alcune nozioni introdotte nel capitolo 0, clefi

niamo l'importante "isomorfismo di Legendre".

Tale applicazione viene trasportata, mediante l 'applicazione tange~

te, sugli spazi affini TTE
;o

e TT E.

La metrica induce. anche gli isomorfismi
'\,

~ e g tra lo spazio ver

ticale
;o

vTTE e lo spazio orizzontale oT TE, l'uno inverso dell'altro.

Tali applicazioni si estendono, dunque, alle varietà differenziabili.

Definiamo poi la "funzione metrica l1 g : TE -+ IR

nica, assume il ruolo di "energia cinetica",

la quale, ~n Mecca

In Meccanica, invece, l'isomorfismo di Legendre stabilisce l'equi-

valenza tra lo spazio delle "fasi" (equazioni di Lagrange) e delle "co

fasi" (equazioni di Hamilton).

La funzione metrica g permette di definire il suo "differenziale

verticale" cl g.
v

Diamo pOi una proposizione che sarà importante in seguito, ~n quanto

permetterà di esprimere in coordinate la connessione affine r, median

te la metrica. Tale proposizione diventa, nel caso delle varietà diffe-

renziabili, la definizione di "connessione(riemanniana o) metrica",

Precisiamo infine, conformemente alle nuove notazioni, 11isomorfismo
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di Hodge che mette in relazione i volumi dei sottospazi di dimensione

p di E con i volumi dei sottospazi ortogonali di dimensione n-p,

con p < n, (se dim E = n)

4.1.1. DEFINIZIONE

Dicesi SPAZIO AFFINE EUCLIDEO ogni coppia

(E, ~)

dove

E è uno spazio affine, di dimensione finita.

-li' -li'
- g € E ® E è un tensore simmetrico non degenere, del 20 ordine.

Si dice che lo spazio affine è PROPRIAMENTE EUCLIDEO se g è defini

ta positiva _

D'ora in poi, scriveremo E al posto di (E,g), se non ci sarà p~

ricolo di confusione.

Sia, dunque, E uno spazio affine euclideo, di dimensione finita.

Ricordiamo alcune nozioni introdotte all'inizio.

4.1.2. Il tensore

g € E· ® E-

è detto TENSORE METRICO (COVARIANTE)

Esso è identificato alla forma bilineare g e L2(E) ~ E· ® E

data da
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.9.(U,V) = u v,

4.1 .3. Il tensore
- -

9 € E ® E

Il u,v € E

dato da

è detto TENSORE METRICO (CONTROVARIANTE)

4.1.4. Il tensore metrico induce gli isomorfismi

l )

dato da

dove

'g

'g

- -li'
E -+ E

x .... x

Il v e E

2) 'g
-li' -
E -+ E

dato da

dove

Ounque, è

'g x .... x

-l -
('g) = 'g

-li'
Il \I € E

- -1-1
9 = T('~ ,'~ )(.9.)

I tensori metrici controvariante e covariante sono legati tra loro dalla

relazione

4.1.5. OEFINIZIONE

Oicesi CAMPO TENSORIALE METRICO LIBERO COVARIANTE (risp. CONTROVARIANTE)
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l'applicazione costante (indicata con lo stesso simbolo)

~ E ... E:* ® E:*

data da .[ p ... .[

- -(risp. 9 E ... E® E

data da 9 P'" 9 ) .

Dicesi CAMPO TENSORIALE METRICO APPLICAT~ COVARIANTE (risp. CON-
TROVARIANTE) l'applicazione (indicata con lo stesso simbolo)

~ E ... Tl

data da .9. p ... (p '.9.)

(risp. 9 E ... T2E

data da 9 P'" (p,g) ) ~

4.1.6. Dopo aver ricordato alcune nozioni, introduciamo l'importante

"i somorfi smo di Legendre".

DEFINIZIONE

Dicesi ISOMORFISMO DI LEGENDRE l'applicazione

g: TE ... T*E

data da

dove

g: (p,u) ... (p,~)
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Dunque, tale isomorfismo è una estensione di '~. Tale applicazi~

ne è un isomorfismo di fibrati, ossia induce una biiezione tra le ba

si ed un'isomorfismo tra le fibre.

Lisomorfismo di Legendre viene trasportato, mediante l'applicazione

tangente, agli spazi affini TTE e TT-E. Dunque, abbiamo l 'applicazi~

ne

data da

4.1.7. La metrica induce anche un isomorfismo tra il fibrato dei vet

tori verticali e quello dei covettori orizzontali. Altri isomorfismi ana

loghi potrebbero essere definiti, ma non sarebbero generalizzabili al

caso delle varietà differenziabili.

DEFINIZIONE

Indichiamo con gl'applicazione
~

-g vTTE -? oT TE

data da g : (p,u;o,w) ... (p,u; ~,~)
~

'C
Indichiamo con g l'applicazione inversa

'C _

g o T TE -? vTTE

data da 9 (p,u; ..'!'~) ... (p,u; o,v)

4.1.8. Introduciamo ora la • funzione metrica" g la quale, in Mec

canica, assume il ruolo di "energia cinetica".
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DEFINIZIONE

Dicesi FUNZIONE METRICA l'applicazione differenziabile

9 TE -.. IR

data da 9
l l

(p,u) ~ --- 9 (p)(u,u) = --2- u u
2 -

Dicesi CD-FUNZIONE METRICA l'applicazione differenziabile

'" '"9 :TE-..IR

data da
.,

9
l - l

(p,~) ..,. 2 g(p)(~,~) =-2- ~ u

Dunque, è

Si noti che è

'" "-l9 = 9 o 9

'"9 = 9 o 9

- - -9 (p,u;v,w) = u w , V (p,u;v,w) e TTE .

4.1.9. DEFINIZIONE Sia g: TE -..IR la funzione metrica.

Di ces i DIFFERENZIALE VERTICALE di gl' app l i cazi one

data da

d 9v

.,
TE -.. o T TE

d 9 (p,u)..,. (p,u;~,Q)
v

4.1.10. Le precedenti applicazioni sono legate tra loro mediante
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seguenti diagrammi .

TE
V

TE
d gPTE qTE

!' '\ / \.V
"TTE -lL--- oT-TE

9 II'

"TJE - --+ oT TE
9
~

Il 4- 4- Il
~

9 ". 1<, >
TE ~ T-E

PE \.
IR

l' qE

E

4. l. 11. La seguente proposizione sarà importante perché permetterà

di esprimere, in coordinate, la connessione affine r tramite la me

trica. Inoltre, questa proposizione diventa, nel caso delle varietà dif

ferenziabili, la definizione di "connessione (riemanniana o) metrica':

PROPOS IZIONE

E'

l) D~ = o .

2)901 =0

dove 1 è l'applicazione

1 : TTE .. oTTE

data da

3)90 r =9

1 (p,U;V,w) ~ (p,u;v,o)

dove r è la connessione affine

r : TTE .. "TTE

data da
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- - -r (p,u;v,w) ~ (p,u;o,w)

D.

l) Ovvia, essendo ~ costante.

--- ---
2) (g 01 )(p,u;v,w) = g(p,u;v,o) = Q o = o V(p,u;v,w) e TTE.

3) (g o r)(p,u;v,w) = g(p,u;o,w) = u w = g(p,u;v,w) V(p,u;v,w)eTTE

4.1.12. Continuando il riassunto di alcune nozioni introdotte al-

l'inizio, conformemente alle nuove notazioni, ricordiamo che indichia

mo con

la FORMA VOLUME UNITARIA (se dim E = n) .

4.1.13. Diamo, allora, la seguente definizione

DEFINIZIONE

Dicesi CAMPO TENSORIALE LIBERO DELLE FORME VOLUME UNITARIE l 'applic~

zione costante (indicata ancora con lo stesso simbolo)

E -+ An [.

data da

Dicesi CAMPO TENSORIALE APPLICATO DELLE FORME VOLUME UNITARIE l 'appl~

cazione (indicata ancora con lo stesso simbolo)

E -+ A E
n

data da
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4.1.14. Infine, indichiamo ancora con - l'applicazione

- AE-+A Ep n-p

data da - (p,.!) ... (p,i t .!l )

detta ISDMORFISMO DI HDOGE. Tale isomorfismo gode della proprietà

__ ;: (_l)Jl(n-p) , con p < n .

Inoltre, tale isomorfismo induce delle tecniche di calcolo, indispe~

sabi1i per poter definire alcuni operatori differenziali (per esempio

il "rotore", la "divergenza", ecc ... ) .

Ricordiamo anche la forma volume unitaria

- no e A E

mediante la quale si definiscono i relativi campi delle forme volume uni

tarie liberi ed applicati.
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o INTRODUZIONE

I ll s istemi di coordinate Il servono per interpretare uno spazio affine

come uno spazio numerico: essi svolgono, in esso, il compito svolto dal

le basi in uno spazio vettoriale.

Sia, dunque,

coordinate

E uno spazio affine di dimensione D. Un sistema di

x E -+ IR
n

su E è un lIomeomorfismo", ossia un'applicazione biiettiva e continua,

insieme all'inversa
-l

x Sostanzialmente. ad ogni punto di E. x fa

corrispondere un'unica n-pia di numeri reali e viceversa. Il fatto che

tale applicazione debba essere un omeomorfismo. serve a garantire che la

traduzione in coordinate "rispetti" tutte le proprietà topologiche dello

spazio (aperti. ecc ... ).

Su E è possibile definire~ mediante x, le "funzioni coordinateli

l
x

e le "curve coordinate"

E -+ Ol, ..•.•. ,
n

x E-+IR

Xl : R x E -+ E, ....•• , x
n

R x E -+ E

in numero pari alla dimensione di E. Si osservi che, assegnare il si-

stema di coordinate x è equivalente ad assegnare la n-pIa delle fun

zioni coordinate (x 1 , ... ,x
n
). In base a ciò si scrive anche

_ l n
x (x •••••x)

mettendo così in risalto l'equivalenza tra sistema di coordinate e fun
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zioni coordinate.

Inoltre, se x è differenziabile( e quindi anche le funzioni e le

curve coordinate lo sono), allora esso induce, per ogni punto p dello

spazio, una base

per l vettori di E e una base

lO l n
B - {Dx (p), ... ,Dx (p))

-lO
l'una duale dell 'altra.per i vettori di E ,

Allora, applicando le solite regole algebriche relative a tali basi,possi~

mo rivedere in termini matriciali, per comodità del lettore, tutte quel-

le nozioni che sinara sono state espresse con basi qualsiasi.

In particolare, possiamo dare la rappresentazione matriciale delle

derivate rispetto alle basi
lO

B e B Le matrici di rappresentazione

dei tensori, così -introdotte, acquistano talvolta un interessante signi

ficato legato al sistema di coordinate. Pe"r esempio, le "derivate parzi~

li" di una funzione risultano essere proprio gli elementi di matrice del

la sua derivata.

Et possibile estendere, in modo naturale, il sistema di coordinate

l n
x = (x , ... ,x) allo spazio affine TE, stabilendo una biiezione tra

esso e Riusciamo in questo scopo, considerando l'applicazione
-

tangente di x. In tal modo, ad ogni elemento (p,u) di TE, si fa cor

rispondere le n coordinate x(p) = (xl (p) , ... ,xn(p)) e Rn e le n com

ponenti secondo la base B, indotta da x .
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•In modo naturale si estende x, anche, allo spaZlD affine T E,

mediante l'applicazione cotangente di x .

•Si osservi che su TE e T E Vi sono anche sistemi di coordinate

non provenienti da sistemi su E.

Dunque, possiamo esprimere ln coordinate le equazioni differenziali

del lO ordine, essendo, queste, dei campi vettoriali su E.

Se x è differenziabile due volte, è interessante lo studio del

•le derivate degli elementi di B e B . Infatti, vedremo che tali de

rivate sono espresse mediante i "simboli di Christoffel Il i quali risul

teranno nulli se x è un sistema di coordinate cartesiano, in quanto

tale sistema induce delle basi (costanti punto per punto) .

I precedenti calcoli permetteranno di esprimere, mediante i sistemi

di coordinate, tutte le nozioni date sinara in modo intrinseco.

Ora, se x è differenziabile due volte, è possibile estendere,

ln modo naturale, il sistema di coordinate x ai secondi spazi tange~

ti TTE e •TT E, mediante le 2-applicazioni tangenti TTx
III

e TT x

rispettivamente.

Ancora,in modo naturale, si estende x al secondi spazi cotangenti

•T TE ~ '" . ..
e T T E, mediante le 2-applicazioni cotangenti T Tx e T T x,

rispettivamente.

si osservi che anche sui secondi spazi tangenti e cotangenti di E

VI sono sistemi di coordinate non provenienti da sistemi sU E. Sono an-

che interessanti l sistemi di coordinate indotti da x, sugli spazi

vTTE e
..

oT TE.
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Dunque, possiamo esprimere in coordinate le equazioni differenziali

del 2° ordine, essendo, queste, dei campi vettoriali su TE.

Se E è uno spazio affine euclideo, allora possiamo applicare anche

su g le solite regole algebriche con le basi B
lO

e B, indotte da

x. Dunque, si possono vedere, in termini matriciali, tutte le nozioni

del 4° capitolo, espresse mediante basi qualsiasi di E e
-IO
E .

III quanto servono per l'espressione e per il cal-

Le matrici (go o)
1J

no molto interessanti,

e (ghk), 'o ,che sono l una lllversa deii altra, $0-

colo in coordinate dei

la co-funzione metrica

campi

'"g

.& e g, della funzione metrica g

'", delle applicazioni g e g, ecc.o.o-
e del

Si osservi che la connessione affine r non dipende dalla metrica

(è definita anche se E non è euclideo), ma solo dalla struttura affine,

anche se la sua espressione in coordinate, può essere data in modo tale

da far comparire le matrici (g o o) e
1J

(
hk o o

g ). C'Ò d1pende dal fatto

che i simboli di Christoffel possono essere anche espressi tramite la

derivata delle componenti di un qualsiasi campo tensoriale costante del

2 0 ordine, simmetrico e non degenere.
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SISTEMI DI COORDINATE SU UNO SPAZIO AFFINE

o I "sistemi di coordinateli servono per interpretare uno spazlD af

fine come uno spazio numerico. Essi svolgono, in esso, il ruolo svolto

dalle basi in uno spazio vettoriale.

In generale, sono definiti su aperti dello spazio affine ed hanno come

immagini aperti di uno spazio numerico. Però, per semplicità di notazio-

ni, considereremo solo sistemi di coordinate definiti su tutto lo spazio

e aventi come immagini lo spazio numerico. La facile estensione al caso

più generale è lasciata al lettore.

Concludiamo il paragrafo con le importanti nozioni di funzioni e di

curve coordinate su uno spazio affine.

Sia, dunque, E uno spazio affine di dimensione n.

5.1.1. DEFINIZIONE

Dicesi SISTEMA DI COORDINATE su E un omeomorfismo

x E -> IR
n

ossia, un'applicazione biiettiva e continua, assieme all 'inversa - lx -

La biiettività garantisce la corrispondenza biunivoca tra punti e coor

dinate. Ossia, ad ogni punto p di E corrisponde un'unica n-pla

x(p) di numeri reali e viceversa.

Il fatto che tale applicazione debba essere unbmeomorfismo, serve a

garantire che la traduzione in coordinate "rispetti" tutte le proprietà

topologiche dello spazio (aperti, ecc ... ).
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Consideriamo, dunque, un sistema di coordinate x E ~ ~n

5.1.2. Diamo ora la nozione di "funzione coordinata" di x, sem

plicemente componendo x con una funzione coordinata naturale su ~n.

DEFINIZIONE

Dicesi FUNZIONE COORDINATA I-MA di

i i
X _TI oX

x l'applicazione

E ~ ~

data da

(dove
i n
n:fR~fR è l a

i i
x : p ~ (n o x)(p)

i-ma funzione coordinata naturale (o i-ma

proiezione) del prodotto fRn)

Naturalmente, le funzioni coordinate di x sono n.

Se peE, gli n numeri l nx (p), ... ,x (p) si dicono le "coor-

di nate"di p.

Assegnare un sistema di coordinate è equivalente ad assegnare la n-pla

delle funzioni coordinate. In base a ciò, si scrive anche

l n
x=(x, ... ,x)

mettendo, così, in risalto l'equivalenza tra sistema di coordinate e la

n-pla delle funzioni coordinate. Dunque, il seguente diagramma è commu

tativo.
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l l IRx
~ ?

E
x

IR
n..

n
n

n- """x IR

tinue l'applicazione x e le proiezioni

Si osservi che le funzioni l nx , ... ,x sono continue, perché sono co~

l n
n, .. ,n Però la continuità

di l nx , ... , x non garantisce la continuità di x.

5.1.3. Diamo ora la nozione di "curva coordinata" di E, semplice-

mente componendo -l n
x con una curva coordinata naturale di IR .

Tale nozione, in un certo senso, é"duale" alla precedente.

DEFINIZIONE Si a p e E •

ne

Dicesi CURVA COORDINATA J-MA, passante per p, di

x. IR .. E
JP

E l'applicaziQ

data da

ossia, data da

x.
JP

-l l j n
À ~ x (x (p), ... ,x (p) + À, ••• ,x (p)) ,

(dove c.
JP

-l
X X O c.
jp - JP

è la j-ma curva coordinata naturale di IR
n

, passa~
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c . (o), data da
JP

1 j n
c. (.l,) = (x (p), ... ,x (p)+ À, ••• ,x (p)) , v, err
JP

Il tennine "passante per p" è giustificato dal fatto che per l. = o

è
-1 1 j n

x. (o) = x (x (p), ... ,x (p), ... ,x (p)) = p .
JP

Dunque, la j-ma curva coordinata passante per p assegna, ad ogni

l. e~, il punto di E ottenuto bloccando tutte le coordinate, tran

ne la j-ma ed incrementando questa, di l., a partire da xj(p) .

Naturalmente, le curve coordinate, passanti per p, sono n.

Si noti che le curve sono continue, perché sono con-

ti nue l' app1i cazi one

xlp , ... ,xnp
-1x e le iniezioni clp "" ,cnp

5.1.4. Se c: ~ ~ E è una curva, si ponga

1 1
c -x oC IR~IR,... ,

n n
c -x oc:~~~

Allora, la curva c è detenni nata dalle sue n "componenti"

1 nc , ... , c

Dunque, il seguente diagramma è commutativo.

1c
IR

---- /'1
~

c
E

x
~

'-." \.
n xn

c
IR
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5.1.5. Se poi f E ... IR è una funzione, allora f è determinata

dalla funzione

essendo
-l

f = (f o x ) o X •

Dunque, il seguente diagramma è commutativo

IRn
f o

-l
~ x

E -L --. IR

" ./' - l
-l f o xx IR n

Abbiamo anche

f o c
-l

= (f o x ) o (x o c)
- l l n

= (f o x ) o (c , ... ,c ) .

5.1.6. Possiamo dare una definizione più generale di curva coordi

nata.

DEFINIZIONE

Dicesi CURVA COORDINATA J-MA di E l'applicazione

x.:!RxE ... E
J

data da x.:(À,p) ... x. (À)
J JP
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ossia, data da

-l
x x)

n n
x. - x o S . o (i dR IRxE+lRxlR +IR +E

J J

(dove s. IR x IRn + IR n
è l'applicazione data da

J

l n l j ns.(À; ~ , ... ,~ ) _ (~ , ... ,~ +À , ••• ,~ )
J

5. 1. 7. PROPOS IZIONE Si a p e E.

Per ogni J e R, è

l n n
, V (À;~ , ... ,~) elR xlR) -'-

i
(x o X. )(J)

JP

D. Infatti, V j e IR,

i i
= x (p) + >'6.

J

è

,. i -l l J' n
(x o x. )(,) (( () () À ( ) )A = X X X p, ... , x p + , ••• ,X p =

JP

i -l l j n= TI (x(x (x (p), ... , x (p) + À, ... ,x (p))) =

i i=x(p)+À6.
J

5.1.8. DEFINIZIONE

Un sistema di coordinate nx:E+1R si dice differenziabile (di

classe
-l

se x e x sono differenziabili (di classe ~ k) _

5.1.9. Dunque, la seguente proposizione fa vedere che le funzioni e

le curve coordinate di E sono differenziabi li (di classe 'e k) .

PROPOSIZIONE Sia x E +ffin un sistema di coordinate differenzia-
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bile (di classe

Allora le funzioni coordinate e le curve coordinate di E sono

k
differenziabili (di classe 'è ) .

o. Infatti le funzioni coordinate o le curve coordinate sono ot-

tenute componendo x o x-l con applicazioni di classe ~~ Allo

ra il risultato segue dalla regola della catena
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2 BASI INDOTTE DA UN SISTEMA DI COORDINATE

O Sia E uno spazio affine di dimensione n e sia

l n nx " (x , ... ,x ) : E +IR un sistema di coordinate su E, differenzia

bile.

In questo paragrafo, facciamo vedere che, essendo x differenzia

bile (e quindi, per 5.1.7. lo sono anche le curve e le funzioni coor

dinate), esso induce, per ogni punto p di E, una base di E e

-lO
una di E, l'una duale dell'altra. Più in generale, otteniamo una base

per i campi di vettori e covettori su E.

Tali basi, generalmente, variano da punto a punto. Vedremo, nel ca-

pitala successivo, che se x è un sistema di coordinate cartesiano,

allora esse non dipendono dal punto di applicazione.

5.2.1. Le n funzioni coordinate

lx n
E+IR, ... ,x E +IR

sono differenziabili. Dunque, possiamo considerare le loro derivate

-ot n
E + E , ••• , Dx

e i loro differenziali

E + T*E , ... , dxn

dati da l n np + (p,Dx (p)) , ... , dx : p + (p,Dx (p))

Inoltre, le n curve coordinate
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Xl : IR X E + E , ... , \ ,R x E + c

sono differenziabili. Possiamo, dunGue, ccnsiderare le loro derivate

E -+ E -
. . .. , 6x : E + E

n

date da p + DX1P(0)"'" 6\, p + Dx (o)np

e i loro differenziali

E + TE , .. ' , dX E + TE
n

dati da

Abbiamo, cosi, n campi di vettori ed n c3mpi di covettori liberi

ed applicati su E.

5.2.2. Dimostriamo ora che, per ogni punto p € E, gli n vettori

l n6X,(p), ... ,6Xn(p) e gli n covettori Dx (p), ... ,Dx (p) costituisco-

no , rispettivamente, una base di E e una di ~~, l'una duale dell'altra.

PROPOSIZIONE Sia p € E .

A11 ora

sono basi di ~ e di ~*, rispettivamente Inoltre, l'una è la base dua

le dell 'altra, ossia

i<Dx (p) 6X,(p) > =
J

1
.:; ., ,

'.1 1 :- . .
~ _ 1,J ::: n .
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D. Per la regola della catena, l'applicazione

i
IR -+IRx o x.

JP

data da i i i
x o x. ).. -+ X (p) + )..0.

JP J

è differenziabile ed è

< Dxi (p) • Ox. (p) > = < Dxi (x. (o)) , Dx. (o) >= o~
J JP JP J

Dimostriamo ora che gli n vettori oxl(p), ...• oxn(p) di E e

gli n covettori DX1(P) •... ,Dl(p) di

denti.

Sia
1 n

a (p) oX l (p) + .••+-a (p)oxn(p) = O

Allora, è

i i-
a (p) =< Dx (p), O > = O

Sia

-"E sono linearmente indipen-

1 ncon a (p), ... , a (p) e IR •

Vl~i~n.

Allora è

e.(p) =< o , ox.(p) > = o
J - J

V l ~ j ~n .

Dunque. B(p) e B"(p) essendo costituiti da un numero di elementi

indipendenti. pari alla dimensione di E, costituiscono una base di E
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-.E , l'una duale del1 'altra.

Naturalmente,gli insiemi

e

costituiscono una

tori applicati di

base per i vettori applicati di

•T E, l'una duale dell 'altra

TE e una per i covet
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3 ESPRESSIONE IN COORDINATE DEI CAMPI TENSORIALI

O Sia E uno spazio affine di dimensione n e sia x E ~~n

un sistema di coordinate su E. differenziabile.

Abbiamo visto che se x è differenziabile. esso induce. per ogni

punto di E. una base per i vettori di E e una per i covettori di -.E

l'una duale dell'altra.

Allora, è possibile esprimere, in coordinate. gli elementi di E e-.E mediante tali basi. In particolare, possiamo dare la rappresentazi~

ne matriciale delle derivate rispetto a queste basi. Le matrici di rap-

presentazione dei tensori, così introdotte. acquistano talvolta un inte-

ressante significato legato al sistema di coordinate. Per esempio, le

"derivate parziali" di una funzione risultano essere proprio gli elementi

di matrice della sua derivata.

Sia, dunque. B(p) :{oxl(p) •...•oxn(p)} una base di E e

_ i n -_
B (p) : {Ox (p) •... ,Dx (p)) una base di E. l'una duale dell'altra.

Indicheremo i campi liberi ed applicati con gli stessi simboli.

-5.3.1. PROPOSIZIONE Sia X: E ~ E un campo vettoriale libero su

E e X E ~ [- un campo covettoriale libero su E.

Allora. per ogni p e E, è

iX (p) = X (p) cSx.(p)
1

iX(p) = X.(p)Dx (p)
- 1

l ncon X (p) .....X (p) e ~,

con Xl (p) .... 'Xn(p) e ~.
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dove
i_ <Dx (p) X( p) >

Scriviamo anche

x = Xi 6x.
l

X X. Dxi
=

l

Considerati i campi applicati X E -> TE e X su E,

abbiamo anche le seguenti espressioni

X i
= X dX.

l

X X.dx i
=

l

dove
Xi i i -

- < dx X > - <Dx X > ,

X. - < X dX. > - <X 6X. > .
l l l -

5.3.2. Dunque, l'espressione in coordinate di un'equazione differen-

ziale del l° ordine X : E -> TE su E ,è

iX = X dX.
l

Facciamo, ora, uno studio in coordinate delle applicazioni differen

ziabili più interessanti.
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l) CASO f: IR -+ E

5.3.3. PROPOSIZIONE Sia f una curva differenziabile. Sia À e IR,

f(À)=peE.

Allora, è

Df(À)

ossia
iDf = Df (ox. o f),

D. Assegnare f equivale ad assegnare le n funzioni reali differen

ziabili (5.1.4.)

f i _ xi o f .. IR ~ IR V l <l· < n
~ , ...

Allora, posto

Df(À) l ncon a (À), ... , a (À) e IR,

per la regola della catena, è

i i i i
a (À) = < Dx (p), Df(À» = D(x O f) (À) =Df (À) .

Abbiamo anche
idf = Of (ax i o f)

con
i i iDf _ <dx ,df > =< Dx , Df>

5.3.4. Dunque, possiamo caratterizzare una curva integrale di una

equazione differenziale dello ordine
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PROPOSIZIONE Sia i
X = X aX.

1
un'equazione differenziale dello or-

dine su L. Sia c: ~ ~ E una curva differerlziabile.

Allora c è una curva integrale di X se e solo se è

Xi o c = Dc i

2) CASO f: E ., ~ .

V l~ i~ n

5.3.6. PROPOSIZIONE Sia f una funzione differenziabile.

Allora, per ogni p e E, è

Df (p) =

ossia

(ax ..
l

i
f) Dx (p)

D. Infatti, posto

iDf(p) = B.(p)Dx (p)
l

per la regola della catena, è

B.(p)= <Df(p), 5X.(p» " D(f o x. )(o)=(ax .• f)(p)
l l I P 1

Atbiamo anche

i
df .c (Jx .. f) ex

l

dove

(ax ..
l

f) _ <df, òX.>::< Df, ex.
l 1

>
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5.3.5. Diamo, allora, la seguente definizione.

DEFINIZIONE

Dicesi DERIVATA PARZIALE di f, rispetto alla i-ma curva coordinata

di E. l'applicazione

(ax .. f) E -d~
1

data da

(ax .. f) : p .. D(f o x. )(0)
1 1 P

Ossia. (ax .. f) è la derivata della funzione reale di una variabile
1

reale ottenuta facendo variare in f solo la i-ma coordinata.

5.3.7. Possiamo ora caratterizzare un integrale primo di una equazione

differenziale del l° ordine.

iPROPOSIZIONE Sia X = X ax. un'equazione differenziale del l° ordine
1

su E. Sia f E .. Wl una funzione differenziabile.

Allora, le seguenti condizioni sono equivalenti.

a) f è un integrale primo di X

b) E'

(ax .. f) xi = o • Il 1 < i ~ n
1

,

D.a)#b).

E' <df.X> = o f è un integrale l° di X

inoltre:
i<df,X> = «ax .. f)dx

1
= (ax .. f) xi

1
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5.3.8. Dalla regola della catena segue un interessante risultato.

PROPOSIZIONE Siano c: Il< -+ E ed f E -+ IR due applicazioni

differenzi abi l i .

Allora è

D(f o c )

D. Sia ), e IR, c(>,) " p e E. E'

i
= (ax .• f) o cDc .

1

i
=(ax .. f)(p)Dc (À)

1

, 8X.(p» =
J

3) CASO f:~xE -+E.

5.3.9. PROPOSIZIONE Sia f un'applicazione differenziabile, tale

che f o = i dE'

Allora è

i
8f =(8f )8X .•

1
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dove
i i i6f = <Dx • 6f> =<dx • af >

5.3.10. I casi precedenti rientrano come studio. più gen~rale.di

una applicazione differenziabile tra due spazi affini di dimensioni

fi nite.

Si ano dunque

- E. F due spazi affini di dimensioni n. m. rispettivamente;

- f : E + F un'applicazione differenziabile;

l m m
- y = (y •... ,y ) : F + ~ un sistema di coordinate su F. differen

ziabile;

- P lO E. f(p) = q €F ;

• l m
B (q)={Dy (q), .... Dy (q)) due basi. ri

spettivamente. di -.F e F. l'una duale dell'altra.

Allora sussiste la seguente proposizione.

PROPOSIZIONE

Gl i insiemi

•B (p) (g)B(q)

•B(p)(g)B (q)

_ (Dxl(p) ® 6yl(q) .....DXj(P) ® 6y.(q), ....Dx"(p) ® 6y (q)ì, m
l i m

- {6Xl (p) ~ Dy (q) 6X.(p) ® Dy (q), ,6x (p) ® Dy (q))
J n

costituiscono una base di È-(g)F e di È~F-. l'una duale dell'altra.

Allora è
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Df(p)

dove s i è pos to

i i
- f = y o f : E ~ R,

i i
- (ax .. f )(p) = < Dy (q) , Df(p) (6X.(p))>

J J

Sinteticamente, scriviamo anche
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4 SISTEMI DI COORDINATE INDOTTI SUGLI SPAZI TANGENTI E COTANGENTI

O Sia E uno spazio affine di dimensione n. Sia nx: E ... IR

un sistema di coordinate su E che, per semplicità, supporremo di

cl asse '6 =.

E' possibile estendere. in modo naturale. tale sistema di coordi~

nate allo spazio affine TE. stabilendo una biiezione tra esso e R
2n

Riusciamo nel nostro scopo considerando l'applicazione tangente di

x. In tal modo, ad ogni elemento (p,u) di TE, si fa corrispondere

le n coordinate x(p) = (xl(p), ..• ,xn(p» e Rn e le n compo-

nenti secondo la base B(p) = {6x
l

(p) •... ,6x
n

(p)} di E, indotta da x.

Allo stesso modo, tramite l'applicazione cotangente di x, si dà

•su T E un sistema di coordinate indotto da x •

•Si osservi che su TE e T E vi sono anche sistemi di coordinate

non provenienti da sistemi su E.

5.4.1. PROPOSIZIONE

LÒapp1icazione tangente di x

Tx TE ... 1R2n =IRn x IRn

data da Tx :(p,u) ~ (x(p), <Dx(p),u»

=
è un sistema di coordinate su TE di classe ~

D. L'applicazione Tx è una biiezione, la cui inversa è

Inoltre, Tx e T(x- 1) sono di classe 'e= .

-1
T(x ).
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Si noti che la prima n-pla caratterizza univocamente il punto

p e E di applicazione, tramite x, mentre la seconda caratterizza

univocamente il vettore u e E .

Studiamo le funzioni coordinate di Tx.

5.4.2. Ricordiamo che, dato il fibrato tangente TE =(TE,PE,E) di

E, il rilevamento (~ : TE +~n) di x secondo DE è dato da

v _

x(p,u) _ x(p) per ogni (p,u) e TE.

Inoltre l'applicazione x TE +~n è data da

x(p,u) _ <Dx(p),u > , per ogni (p,u) e TE .

5.4.3. Dunque, abbiamo la seguente proposizione

PROPOSIZIONE

E'
v

Tx = (x x).

Più precisamente è

1 n l ii
Tx !((Tx) , ... ,(Tx) ; (Tx) , ... ,(Tx) (

vl vll.1
= X, ... ,X;X, . n)... , x ,

mettendo così in risalto l'equivalenza tra il sistema di coordinate su

TE 1 2 1 ( vl vn.l x·n)e a n-p a x, ... ,x ; x , ... ,

Allora le funzioni coordinate su TE sono le 2n applicazioni diffe

renziabili
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(TX)
i i l= rr o p o Tx TE + IR

Il l ~i ~ n ,

date da i - i
(Tx) (p,u) = x (p)

i - i-
(Tx) (p,u) = <Dx (p),u>

per ogni (p,u) e TE

(dove Pl '. IRn x IRn
+ IRn 2 IRn IRn IRn l ... d te p: x + sono e prOleZlOnl a e

da
l

p(>-,w)=>-
2P (>-,).1)= ).I

n n
,II (>-,).1) elR xlR ) .

D. Infatti, per ogni (p,u) e TE, è

i -
(rr

i p1 o Tx)(p,u)
i i(Tx) (p,u) - o = (rr o x)(p) = x (p)

i -
(rr i 2

o Tx)(p,u) i - D(rr
i

x)(p)(u)=(Tx) (p,u) - o p = rr (Dx(p)(u)) = o

i -
=<Dx (p),u > .-

5.4.4. Studiamo ora le curve coordinate di TE.

PROPOSIZIONE

Le curve coordinate su TE sono le 2n applicazioni differenzia-

bi l i

"(Tx). '" x. : \R x TE + TE
l - l
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(Tx) '" X. IR x TE -+ TE
~ - 1
1

date da

-l l i n 1 - n-
(Tx).(À;p,u) = (Tx) (x (p), ... ,x (p)H, ... ,X (p);<Dx (p),u> .. ,<Dx (p),u> )

1

- -l l n l - i - n-
(Tx) (À;p,u)=(Tx) (x (p), ... ,x (p);<Dx (p),u>, ... ,<Dx (p),u>H, .. <Dx (P)u>- ,

i

Si noti che il simbolo corretto è (Tx). e (Tx) .' La notazione
1 n+1

\ e Xi è un abuso di linguaggio; però in seguito per semplicità di

notazione, faremo uso solo dei simboli
.
X.

1

.
e x ..

1

Fissato (p,ù) e TE, si hanno le 2n curve coordinate passanti per

(p,ù)

•x - iR -+ TE
i(p,u)

.
x. ( -): ffi -+ TE,

1 p,u

da te da

" x.(À;P,u)x.( -)(À) -l p,u 1

X.( -)(À) - X.(A;p,U)
1 p,u 1

Il À e ffi.
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la i-ma curva coordinata •
xi(p,~) , passante per

(p,u) e TE, assegna, ad ogni À e ~ , il punto (q,~) e TE ottenuto

bloccando tutte le coordinate, esclusa la i-ma ed incrementando qu~

sta di À a partire da ~i(p,~)

Invece la n+i-ma curva coordinata Xi(p,~)' passante per (p,~)

assegna, ad ogni À, il punto (p,v) e TE ottenuto bloccando tutte

le coordinate, esclusa la n+i-ma ed incrementando questa di À a

partire da . i -
x (p,u) .

5,4,5. Poiché le 2n funzioni coordinate
yl .n l n, , d .x , ... ,X x , ... ,X l

Tx e le 2n curve coordinate
ti .... •

xl"" ,xn; xl"" ,xn su TE sono dif

ferenziabili, possiamo definire una base per i campi di covettori su

TE e una base per i campi di vettori su TE, l'una duale dell 'altra,

indotte da Tx.

Dunque, per la regola della catena, le 2n funzioni coordinate di Tx

yi
x ; TE + ~

date da

xi TE + fR

yi
x - i(p,u) ~ x (p)

, i
x (p,~)

i -
~ < Dx (p) ,u >

sono differenziabili, Possiamo, quindi, considerare i loro differenzia

l i

dati da
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- \I i -
>+ (p,u;Dx (p,u)

- -. i -
(p,u) >+ (p,u;Dx (p,u)

L'espressione esplicita di
v i - i-

Dx (p,u) e di D* (p,u) verra data

in seguito (5.5.3.) , (5.5.4)

Per la regola della catena, la 2n curve coordinate su TE

,
x. IR x TE -+ TE

l
*. IR x TE ->-TE

l

sono differenziabili. Dunque, possiamo considerare loro differenziali

,
3*.3X. TE -+ TTE - TE -+ TTE

l 1

dati da

,
(p,u;oX. (p,u)) :(p,u) >+ (p,u;o*.(p,u))3X. (p,u) >+ a* .

l l l l

L'espressione esplicita di

seguito (5.5.6.), (5.5.7.)

, -
ox. (p,u) e di

l
0*. (p,u) verra data in

l

Dunque, abbiamo 2n campi di covettori su TE

... 1 vn{dx , ... ,dx d · 1 d·n,x , •.. , x

e due campi di vettori su TE

-. ,
"X 'y .
\°1""'°·"n

Essi costituiscono (5.2.2.) una base per campi di covettori e di
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vettori su TE , l'una duale dell 'altra.

5.4.6. PROPOSIZIONE Sia f: ~ + E una curva differenziabile.

Allora è

. i ix o df = <dx ,df> _

D. Infatti, 1/ \e IR, è

i
= <dx ,df>(\) _

5.4.7. PROPOSIZIONE Sia f E +~ una funzione differenziabile.

Allora è

" .
f = (ax

i
.f)x

1

O. Infatti, per ogni (p ,u) e TE, è

f(p,u)O'< Of(p),u> = (ax .. f)(p)<Dxi(p),u> =[ (ax.~ f)x i] (p,u)
1 1

5.4.8. PROPOSIZIONE Sia f: IR x E + E un'applicazione differenziabi

le tale che fo = idE .

Allora è

. i i i
x o af = <dx ,af> =0l(x o f)o

D. Infatti, per ogni p e E, è
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i
= <dx , af> (p) _

5.4.9. PROPOSIZIONE Sia F uno spazio affine di dimensione m.

. l m mSla y" (y ,,,.,y) F + IR un sistema di coordinate su F di classe

Sia f

Allora è

E + F un'applicazione differenziabile.

? o Tf = fi
.i ·i).j
y 'Tf = (ax .. f x

J

. i
(y

D. Infatti, per ogni (p,u) e TE, è

. i 
= f (p,u)

i i - i - i -
(y , Tf)(p,u) = Y (f(p),Df(p)(u)) ,,:i (q,Df(p)(u)) = <Dy (q), Df(p)(u» =

i i j -
= (ax .. f )(p)< Dy (q),(Dx (p) 0 oy.(q))(u» =

J 1

i i_
= (ax .. f )(p) <Dx"(p),u

J
'( '.i).j, -)

>= L axj . , X J (p, u

5.4.10. Estendiamo, in modo naturale, il sistema di coordinate x

* 2nallo spazio T E, stabilendo così una biiezione tra esso e IR •

PROPOSIZIONE

L'applicazione cotangente di x

T* . T*E :R 2n. x . -+ r
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data da

T"x (p,~) t+ (x(p), U o
-l

Dx (x(p)))

è un sistema di coordinate su T"E di classe

D. L'applicazione T'\ è una biiezione, la cui inversa è T"(x-
1

) .

"Inoltre, T x e T"(x- l ) sono di classe

Si noti che la prima n-pla caratterizza univocamente il punto p € E

di applicazione, tramite x, mentre la seconda caratterizza univocamente

il covettore -"U € E •

Studiamo le funzioni coordinate di "T x .

5.4.11. Ricordiamo che, dato il fibrato cotangente

di E, i l ri l evamento n " n(x : T E ~ IR ) di x secondo qE è dato da

,
x(p,~) ;; x(p) , per ogni

Inoltre, abbiamo le n applicazioni "i. : T E ~ IR date da
l

i. (p,u) _ <u
l -

5.4.12. PROPOSIZIONE

ex. (p) > , per ogni
l

"(p ,~) € T E .

l i

"Le funzioni coordinate su T E sono le 2n applicazion'i differenziabi

(T"X) i i l "
_TI oP oTx



V l ~i ~n ,

date da

..
(T x) .

n+l
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l) < e., p2 o T"x >
l

..
TE-+IR,

.. i i
(T x) (p,!!.) = x (p)

ox.(p) >
l

per ogni (p,!!.) e T"'E .

Dunque, è

+ * 1 *n * ..T x =((T x) , .. ,(T x) ;(T x)_, .. ,(T x) ) =
l n

mettendo così in risalto l'equivalenza tra il sistema di coordinate su

T"E e la 2n-pla
.\ 1 (In

(x , ... ,X ; xl, ... Xn) di coordinate.

D. Infatti, per ogni .. -(p,!!.)eTE,e

+ l i l ,. i i
(T x) (p,!!.)= n op o T x)(p,!!.) = (n o x)(p), x (p)

.. 2 ,. -l
(T x) (p,!!.)= <e. p T x> (p ,!!.) = <e. , U o Dx (x(p)) > :=- l

o
l -

i

l) Considerata la
x(p) = c. (o)

lp

data da

i-ma curva coordinata naturale di ~n ,passante per

C.
lP

l i n
c. A~ (x (p), ... ,x (p)+A, ... ,x (p))
lp

abbiamo DCip(O) = ei,dove ei è lo i-mo vettore della base canonica di IR
n.



- 218 -

-1 -= u o Dx (x(p))(e.), -1= u o D(x o c. ) (o) = u o 6x. (p)) _, p ,

_ < U 6x. (p) >,

5.4.13. Diamo ora le 2n curve coordinate su T·E

PROPOSIZIONE

Le curve coordinate su T·E sono le 2n applicazioni differenzi abi l i

'" :IR x T"'E -+ T·E(T x). ~ x., ,
(T"'x) i . '"o x. :lRxTE-+TE,

da te da

• '" n+iSi noti che i 1 simbolo corretto è (T x). e (T x) . La notazione,
. i

xi e x è un abuso di linguaggio; però,in seguito, per semplicità di no-

tazione, faremo uso solo dei seimbo1i ." . ix. , x .,

Fi ssa to

(p, u )

;,
(p,u) e T E, si hanno le 2n curve coordinate passanti per

\ (p,!!.) IR -+ T"'E

xi (p '!!.) JR -+ T\
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date da
o o
x. (A) - X.(A;p,u)

l (p ,~) l -

X( )(A) - X. (A;p,u)
l p,~ l -

v ' e IR

Sostanzialmente la i-ma curva coordinata Xi (p ,~) , passante per

lO
(p,~) e T E, assegna, ad ogni AelR,ilpunto ottenu

to bloccando tutte le coordinate, esclusa la i-ma ed incrementando

ques ta di ) a parti re da

Invece, la n+i-ma curva coordinata

assegna ad ogni A e IR, i l punto

""x. ( )' passante per (p ,~)e T t,
l p,~

lO
(p,y) e T E ottenuto bloccando tut

te le coordinate, esclusa la n+i-ma ed incrementando questa di À

a parti re da x. (p,u) .
l -

5.4.14. Poiché le 2n funzioni coordinate ·1 on. .
x, ...x;x"""xn

di

T"x e le 2n curve coordinate Xl, ... ,xn;Xl""Xn
renziabili, possiamo definire una base per i campi

su T"E sono diffe

di covettori su T"E

e una per campi di vettori su
lO

T E, l'una duale dell 'altra.

Dunque, per la regola della catena, le 2n funzioni coordinate di

T"x
"i T"E -> :R X. T"E IRx ..

l

date .' l ida x : (p,~) ... x (p) x. =(p,~) >+ < u, 6\ (p) >
l

sono differenziabili. Possiamo, qui ndi , considerare i loro differen-
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ziali

dati da

L'espressione esplicita di

seguito (5.5.9), (5.5.10.).

e Ox.(p,u) verrà data in
l -

Per la regola della catena, le 2n curve coordinate su T*E

* *x. : IR x T E ~ T E
l

sono differenziabili. Dunque, possiamo considerare loro differenziali

"dX.
l

ax.
l

dati da ax.: (p,u) ~ (p,U;05X. (p,u)), ax.: (p,u) l-+(p,U;05x. (p,u))
1- -1- 1--1-

L'espressione esplicita di

seguito (5.5.12) , (5.5.13).

OX. (p,u) e
l -

ox.(p,u) verrà data in
l -

"Dunque, abbiamo 2n campi di covettori su T E

{d "l d,n d' d' \
X )0'0' x; xl"" xnJ

e 2n campi di vettori su T"E

aX
l

, ... , ax
n
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costituiscono (5.2.2.) una base per i campi di covettori e vet

•T E, l'una duale de 11 'a ltra.

5.4.15. PROPOSIZIONE Sia f; E ~ ffi una funzione differenziabile.

Allora è

x. o df = edf, ax.> ~ 0l(f o x.) ~ aX .. f, , , o 1

O. Infatti, per ogni p € E, è

(i<. , df)(p)
l

= i<i(P,Of(p)) - eOf(p), 5X.(p) > =, < df, ax.>
l

(p)

5.4.16. PROPOSIZIONE Sia f:!R x E .. E un'applicazione differen-

ziabile.

Allora è

o •

f=(6f')x.,

O. Infatti, per ogni
,.

(p ,~) e T E , è

o .

f (p,~) . e~, Of(p» = 5f
i (p)e~,6\(p» =[ (Cf' )i<) (p,~)
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5 DERIVATE DELLE BASI

o Sia E uno spazio di dimensione n. Sia
n

x:E-'>1R un si-

stema di coordinate su E, di classe eoo

• Siano B(p)={6X
1

(p), .. ,oxn(p)

e
.. 1 n

B (p)= (Dx (p), .. ,Dx (p)) le basi di E e -"E , i ndotte da x .

• •Abbiamo visto (1.5.3.) che B (p) ® B(p) e B(p) ® B (p) sono-. - -.
le basi di E ®E e E®E , indotte da B(p) , l'una duale dell'al-

• • -. - .
tra e che B (p) ® B (p) e B(p) ® B(p) sono le basi di E ®E •

" ® F indotte da B(p) l'una duale dell' altra.

Dunque. possiamo esprimere ognl tensore misto di tipo (1.1) ~ ogni

tensore covariante del 2 0 ordine secondo tali basi.

00

In particolare. essendo x di classe ~, possiamo esprimere

tensori -.
Dox (p) .... ,D6x (p) e E ® E

l n

e i tensori
l 2 l n 2 n -.-.

DDx (p) - D x (p), .•• , DDx (p) =D x (p) e E ® E .

5.5.1. PROPOSIZIONE

Per ogni ~i~ n • è

D6X.(p)
k

Dxj(p) ® 6X
k

(p)= r .. (p)
1 lJ

per ogni l :::k~ n • è

D
2

x
k

(p)
k

(p) Dx i (p) ® Dx
j

(p)=
ij
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dove gli
3

n numeri

"~.(p) :: <Dox.(p), (o X.(P),D/(P))>= _<D
2
x

k
(p),(ox.(p),<5x.(P))>::_C k.(P

lJ 1 J 1 J lJ .

si dicono SIMBOLI DI CHRISTOFFEL .

Dunque, è
k kr .. = r ..
lJ Jl

D. Dimostriamo la relazione tra i coefficienti
k

c .. e i simboli di
lJ

Christoffel kr..
lJ

E'
i i

<Dx (p), ox.(p» = O.
J J

Allora, per la regola di Leibnitz, è

=
2 i i

<D x (p),ox.(p» + <Dx (p),Dox.(p)
J J

i r h
,ox.(p»+<Dx (p),r 'h(P) Dx (p) ® oX (p) =

J J r

,i k r i h
=lchk(P)<Dx (p), oXj(P»+rjh(p)< Dx (p), oxr(p) >]Dx (p)-=;

O = Do~ = D<Dxi(p), ox.(p» !)
J J

i h k
= <chk(P) Dx (p) ® Dx (p)

l) E

P

(DXi;lOX.)
... J E- ® E <-I.> IR

, i
... (Dx'(p), òx.(p)) .... <Dx (p),ox.(p».

J J

2) L'uguaglianza è lecita in quanto D
2

x
i

(p) è simmetrica.
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In un sistema di coordinate cartesiano, i simboli di Christoffel

sono nulli.

Ciò è dovuto al fatto che le basi indotte da tale sistema sono

costanti punto per punto.

5.5.2. Ricordiamo che i differenziali delle funzioni coordinate
,i .i d'x ,)( 1 Tx sono i 2n campi di covettori su TE

#i •
dx : TE ... T TE

dati da
,,-; - - .. ; - i - -.1-

dx :(p,u)~ (p,u;Dx (p,u)), dx :(p,u)~ (p,u;Dx (p,u))

Esplicitiamo, allora, le derivate "i - i-Dx (p,u) e Dx (p,u)

5.5.3. PROPOSIZIONE Sia
. i
x TE ... IR la i-ma funzione coordinata

di Tx data da

Allora, è

i - ix (p,u) " x (p) v (p,u) e TE .

.. i - i-<Dx (p,u) , (v,w»= <Dx (p),v> , V (v,w) e ExE

D. Per comodità, rifacciamo la dimostrazione già data in 3.1.8 ..

E'

.. ; - - - ... ; - - vi - -
<Dx (p,u),(v,w» = <DIX (p,u),v> + <D2X (p,u),w> =

i - i
= <D(x o PE oj_)(p),v>+<D(x oPE

u
oj )(u) ,w ' =

p

i - - i-= <Dx (p),v>+<~,w> = <Dx (p),v> .

5.5.4. PROPOSIZIONE Sia xi TE ... IR la n+i-ma funzione coordi-
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nata di Tx data da

i - i-
X (p,u) = <Dx (p) ,u >

Allora è

v (p, u) e TE .

V(v,w)eExE

D. Per comodità rifacciamo la dimostrazione già data in 3.1.8 .. E'

i - --
<Dx (p,u) ,(v,w» =

i - 
<Dlx (p,u) , v>

i - -
+ <D

2
x (p,u) ,w> =

i 
=<DxJp),v>

U

i--l)2i -- i-
+ <Dx (u),w> = <D x (p)(v),u> + <Dx (p),w > =

p

i j - k - i-= -:jk(P) <Dx (p),u> <Dx (p),v> + <Dx (p),w>

5.5.5. Ricordiamo che i differenziali delle curve coordinate

,.
x. ,x. su TE sono i 2n campi di vettori su TE

l l

,
ax. TE ... TTE

l

Dx i -
la) E... i=:" :;"'Z>IR

i i-
q t+ Dx (q) ... < Dx (q),z>

,ax. TE .. TTE
l

Dunque, è i . i 2 i - D' i< ,z > o Dx - x- ~ <D x (q), z> = x- (q)
z z

lb) E <D«q),> IR

z ... <Dxi(q),z>

Dunque, è i . i i - i -
<Dx (q),> - X ;> <Dx (q),z> = DXq (z)

q



dati da

- 226 -

a~.:(p,u) ~ (p,u;ox.(p,u)) , ax.:(p,u) ~ (p,u;oX.(p,u)), , , ,

Esplicitiamo, allora, le derivate oi.(p,u) e ox.(p,u), ,
,

5.5.6. PROPOSIZIONE Sia x. : ffi x TE ~ TE la i-ma curva coordi,
nata su TE.

Allora è

«v,w), ox.(p,u) >- - ,

-'" -'"V (~, ~)€ E x E •

D. E'

+< ~, ox.(p»,,

. - -1 l i n 1 - n-
x.(\;p,u)=(Tx) (x (p), .. ,x (p)+A, .. ,X (p);<Dx (p),u>, ... ,<Dx (p),u- ) =,

-1 1 i n 1 - n -
=(Tx) (x (p), .. ,x (p)H, .. ,X (p);<Dx (xi(>.,p)),v>, .. <Dx (xi (À,p)),v" l.

Dunque, determiniamo quel vettore v, nel punto trasformato

x.(À,p), avente le stesse componenti di u, nel punto p.,
Per ogn i 1~ j ~ n, è

l) Sia f ~ ~E'" un'applicazione differenziabile. Allora, è

f(o+À) = fIo) + Df(o)À + o(o,À)

Nel nostro caso si è posto f = Dx j
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j - j k-
= <Dx (p),v> Àtik(P) <Dx (p),v> + o(o,À)

Dunque è

h k-
V =u+ Àfik(P) <Dx (p),u> OXh(p) + o'(o,À)

Allora è

e quindi

da cui l'asserto -

5.5.7. PROPOSIZIONE Sia x. : IR x TE -+ TE la n+i-ma funzione coordi
l

nata su TE.

Allora è

< ( v , ~),

D. E'

ox.(p,U»
l

=< ~, ox.(p»
l

-. -.V( .::'.'~) e E xE

. - -l 1 n l - i - n-x.(À;p,u)=(Tx) (x (p), .. ,x (p);<Dx (p),u>, .. ,<Dx (p),u>+À, .. ,<Dx (p),u> )=
l

2) Calcolando la derivata, si vede che l'infinitesimo o'(o,À) tende a

zero più velocemente di À.
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-1 1 n 1 - i -
= (Tx) (x (p) .... x (p);<Dx (p).UHoX.(p» •..• <Dx (p).UHoX.(p» •...•, ,

n -...• <Dx (p).u+Àox.(p» ) =,

= (P. U + ÀOx.(p» .,

e quindi

= (o • ox.(p) ) .,

Dunque. è

«v.w).ox.(P.U»=< v.o> +< w.ox.(p» =< w • 6X.(p»
--, - -, - l

5.5.8. Ricordiamo che i differenziali delle funzioni coordinate

~i .x. di T*x sono i 2n campi di covettori su T*E,
i

dx

dati da

dx.,

dx.: (P.u) ....(p.u;Dx. (P.u)
l - -,-

Esplicitiamo allora le derivate

5.5.9. PROPOSIZIONE Sia
.\; .
x :TE-+IR la

e Dx.(p.u) ., -

i-ma curva coordinata

di T*x data da

Allora è

,.; i
x (P.~) = x (p)

li'
.V(p •.!!.)eTE.

i 
= <Dx (p).v> V(v

-li'
) e E x E .
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D. Per comodità, rifacciamo la dimostrazione già data in 3. 1.8 .. E'

=<D(xio qEo j )(P),V>+<D(XioqEOjp)(~)' w> =
!!

i - - i-=<Dx (p),v>+<o, w> = <Dx (p),v> .

5.5.10. PROPOSIZIONE Sia x. T*E ~ R la n+i-ma funzione coordina
1

ta di T\

Allora è

<Dx.(p,u),(v,w»
1 - -

k .
= r .. (p)<DxJ(p),v>< U,6X

k
(p»

1J -
+< w ,6x.(p» ,

1

- -*V (v, ~) e E x E •

D. Per comodità, rifacciamo la dimostrazione già data in 3.1.8 .. E'

<Dx.(p,u),(v,w» = <Dx. (p),v> + <Dx. (u), w > l)
1 - - 1U 1p -

ex. <:;l,>

la) E ~1 E ~ R
q ~ 6X.(q) ~ <v,6x.(q»

1 - 1

Dunque, è

x. = <.;>,,>0 6x. =:> Dx. (q) = < v,D6X.(q) > .
1'\1 1 1v-l<,6x. (q»

l b) [.. ~ 1 R

\! t+ <\I

Dunque, è

,6X. (q» .
1

x. = < ,6x. (q» ~ Dx. (v) =< v,6x. (q»
1q 1 1q - - 1
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=<Dox.(p),(u,V»+ <W,OX.(p»
l - - l

5.5.11. Ricordiamo che i differenziali delle curve coordinate su T*E

sono 2n campi di vettori su T*E

,\ .... *' *'ax. : T E .. TT E ax. : T E .. TT E
l l

dati da a~.:(p,u) "'(p,u;o~.(p,u)), ax.:(p,u) .....(p,u) ox.(p,u))
1- -1- 1- - 1-

.
Esplicitiamo allora le derivate ox.(p,u) e OX.(p,u)

l - 1-

5.5.12. PROPOSIZIONE Sia

*na ta su T E

Allora è

,., *x. : IR x T E .. T E
l

la i-ma curva coordi-

-* VI !,w) e E x E

D. E'

* -l l i n=(T x) (x (p), .. ,x (p)+A, .. ,x (p);<w,oXl(X.(A,p))>, .. <w,ox (x.(. ,pl)
- l - n l

Dunque. determiniamo quel covettore ~ , nel punto trasformato X.(A,p),
l

avente le stesse componenti di u, nel punto p.

Per ogni
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< w,OX.(X.(À,p)p.=< w,OX.(p»+< w, Dox,.(p)(ox,.(p)(ox,.(p))À> + o{o,-) :
-J' -J -_

k
=< w,oX.(p»+Àf .. (p)< w,oxk(p» + o(o,À)

- J J' -

Dunque è

k h
w = u -H hi(P) <u ,OXk(p» Dx (p) + O'(O,À)

Allora è

k
= (x.(À,p) , u -Àf.h(P) <U, -,

e qui ndi

~)ox.(p,u)= Dl~'(o;P,u) (ox.(p)
, - l - ,

da cui l'asserto -

i "'.5.5.13. PROPOSIZIONE Sia x ; ~ x T E ~ T E la n+i-ma curva

d· T·Ecoor ,nata su

Allora è

i i-
«.-:,w) ,ox (p,!!.» = <Dx (p),w>

D. E'

• -1 1 n i i
=(T x) (x (p), .. ,x (p);<!!.HDx (p),oxl(p»,··,<uHDx (p),OXi(p)

l)Calcolando la derivata, si vede che 1 'infinitesimo o' (o,À)tende a zero
più velocemente di ,.

, .. ,

:
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i
ADx (P),6X (p»)

n

i
= (p, u + À D x (p) ),

e quindi

éX.(p,U)= Dlx.(o;p,U)
1 - 1 -

Dunque. è

i
= (o, Dx (p)

i -
= <Dx (p),W >

Tali risultati serviranno per esplicitare le funzioni coordiante

sui secondi spazi tangenti e cotangenti di E, indotte da x.
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6 CALCOLO DELLE DERIVATE SECONDE

O Sia E uno spazio affine di dimensione n. Sia x

un sistema di coordinate su E, di classe eoo
•

Facciamo uno studio delle derivate seconde di alcune applicazioni
00

differenziabili che, per semplicità, supporremo di classe e (è suf-

ficiente che siano differenziabili due volte).

Nel caso di una funzione si ritrova il classico teorema di Schwarz

sull'invertibilità dell'ordine di derivazione.

Si noti, come talvolta si possa ottenere un interessante

significato legato al sistema di coordinate.

In questo paragrafo, ci interessiamo anche al calcolo delle deriva

te dei campi differenziabili di vettori e covettori e, più in general~.

di un campo tensoriale r volte controvariante ed s volte covariante.

Siano, dunque, B = {exl , ... ,exnl * l ne B ={Dx , ... ,Dx) l e bas i, i n

dotte da x, per i campi di vettori e di covettori su E, rispettivame~

te, l'una dua le de 11 'alt ra.

Calcoliamo le derivate seconde di alcune applicazioni eoo

1) CASO f

5.6. l. PROPOSIZIONE Sia f una curva
00

t . Consideriamo la deri-

vata Df: R • E, ossia l'applicazione

iDf = Df (ex. o f)
1

00

t data da

con

Allora è
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b)
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2 2i i . k
Df= [Df +(r'kOf)D~Df J(ox.of)

J ,

2 i, 2i.
d f = Of (ax. o df)+ O f (ax. o df), ,

2
c) r o d f=

D. a), Infatti, per le regole di Leibnitz e della catena, è

2 ; i
O f (ox.of) + Df (Dox. o f)(Df) =, ,

b). Posto df" g,

2 i . . k
= O f (ox.o f) + Of' [ r~k Dx ® ox.)of] (Of) =, , J

2 ; . i k
= O f (ox;o f) + (r~k o f)Df Of (ox

j
o f) =

=[02 f i + (r;k o f) OfjDf
k

](ox; o f)

_; . (ij)
(x , x

J
) "y ,allora;l risultato segue da..!.

la nota relazione

i
dg = Dg (ay. o g),

i i
con g "y o g .

c) E'

(r ° d2 f ) = (f,Of) ; o, 02 f

l'x,; ( - 2 ). r ; - 2 ~
=, ° f,Of;o,O f) (axiodf)+[x o(t,Df;o,O f J(dx;odf I

, ,
=<Ox

o(f ,Of ; ;,02 f )J(ax. o df) =,
f 2. I 2 i; j k, •

• ,O f>(ax. o df)= O f +(f.
k

o f)Df Of I(~X.
, J 1

ud f) .
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= {

La relazione c) si può ottenere, più semplicemente, tenendo prese~

te l 'isomorfismo canonico

vT( -) TE ~ T Ep,u 'V P

Infatti, tale isomorfismo si traduce, in un sistema di coordinate,

ne l .fatto che le componenti, secondo la

di v T( -)TE, di (p,u;o,w)p,u

la base {axl(p), ... ,axn(p)} di

sono le

T E
P

base {aXl(p,U), ... ,aXn(p,U)l

componenti di (p,w) , secondo

Il termine r o if gioca un ruolo importante, nella Meccanica Ana

litica.

2) CASO f: E ~ R .

5.6.2. PROPOSIZIONE Sia f una funzione differenziabile almeno

due vo lte. Si a Df : E l'applicazione differenziabile data da

iDf = (ax .. f)Dx
1

con ax.. f _ D(f o x.) : E ~ R .
1 1 '

Allora è

D. Posto aX .. f _ Q., allora per la regola di Leibnitz, è
1 1
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l
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i 2 i
= Da. ® Dx + a. D x =

l l

e j. Dunq ue, è

j i i Dxh "" Dxk=(axj .a
i

)Dx ® Dx -ai f
hk

IQI =

j i k i j
=(ax .. ax .. f)Dx ®Dx - r .. (axk.f)Dx ®Dx =

J l l J

k i j
=[(ax .. ax .. f) - f .. (axk.f) ]Dx ® Dx .

l J l J

L'ultima relazione è dovuta alla simmetria della forma bilineare

D
2
f, permettendo così lo scambio degli indici

(ax .. ax .. f) = (ax .. ax .. f)
l J J l

che esprime appunto il noto teorema di Schwarz dell 'Analisi Classica.

5.6.3. Calcoliamo ora la derivata di un campo di vettori su E, dif

ferenziabile.

-
PROPOSIZIONE Sia X E ~ E un campo vettoriale differenziabile

dato da

Allora è

OX.
l

D. Per la regola di Leibnitz, è

i i + xiDX = D(Xox.) = DX 0ox. Dox. =
l l l

i j k XiDxj ® oX
k= (ax .. X )Dx ® ox. + f .. =

J l lJ
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5.6.4. Calcoliamo ora la derivata di un campo di covettori su E,

differenziabile.

PROPOSIZIONE Sia X E +E~ un campo di covettori differenziabile

dato da

l
X = X.Ox

l

Allora è

OX = [ (ax .• X.) - r k .Xk1 Ox
j

® Ox i
- J 1 lJ

O. Per la regola di Leibnitz, è

OX
i

OX. ® Ox
i

X.0
2
x

i
= O(X.Ox ) = + =

1 1 l

j i i j k
= (ax .• x.)Ox ®Ox r 'kX'Ox ® Ox =

J 1 J l

5.6.5. Più in generale, diamo la derivata di un campo tensoriale dif

ferenziabile.

PROPOSIZIONE Sia
r -

t : E + ® E un campo tensoriale
s

r va 1te con tra

variante ed s volte covariante, differenziabile dato da
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Allora le componenti di Dt E -+ ® ;+,E sono de' tipo

+ 000 +

h
-r o kJ,

h
-r. k

J s

til .. oir

j, .. ojç,h



- 239 -

7 SISTEMI DI COORDINATE SUI SECONDI SPAZI TANGENTI E COTANGENTI

O Sia E uno spazio affine di dimensione n. Sia x E -+ IR
n un

~

sistema di coordinate su E di classe t .

E' possibile estendere, In modo naturale, tale sistema di coordinate..
al secondi spaZl tangenti TTE e TT E, stabilendo così una biiezione

tra eSSI e
4n

IR

Riusciamo nel nostro scopo, considerando le 2-applicazioni tangenti

•TTx e TI x, rispettiyamente.

Ancora, In modo naturale, SI estende x ai secondi spaZI cotange~

•ti T TE
"'li- • • •

e T T E mediante le 2-applicazioni cotangenti T Tx e T T x,

rispettivamente.

Sono anche interessanti i sistemi di coordinate, indotti da x, sugli

spazi
..

vTTE e oT TE

Si osservi che anche sui secondi spazi tangenti e cotangenti di E VI

sono sistemi di coordinate non provenienti da sistemi su E.

5.7. l. PROPOSIZIONE

La 2-applicazione tangente di x

TTx TTE -+ IR 4n

data da

è un sistema di coordinate su TTE di classe t~
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V(p,u;v,w) € TTE

5.7.3. Abbiamo visto (5.4.3.) che assegnare il sistema di coordinate

Tx su TE è equivalente ad assegnare la 2n-pla ,l -n. l .n
(x , ... ,X ;X , ... ,X ).

Abbiamo, dunque, la seguente proposizione.

PROPOSIZIONE. E'

TTx = ((Tx)

Più precisamente, è

(Tx)
,

= (~
. ,
x; x, x)

- l . n v n+l • 2n . l . n . n+ l . 2n
((Tx) , .. ,(Tx) ,(Tx) , .. ,(Tx) ;(Tx) , .. ,(Tx) ,(Tx) , .. ,(Tx) =

~ l ~n ':"1 }l'n vl t,n ... l ··n
-= (x ,ooX ,x ) .. ,X ; x , .. ,X , x , .. ,X )

o. Per ogni (p,u;v,w) € TTE, è

:i - - - i i
x (p,u;v,w) - (x o PE oPTE)(P,u;v,w) = x (p)

:i - - 
x (p,u;v,w) (

. i
.. x o

l 
= COX (p),u>

,:. i - - - "i - -- l \ i -x (p,u;v,w) - cOx (p,u),(V,\·i) > = / cOx (p) ,v>

.. ; - - - - i - -- ?,)x (p,u;v,w) - cOx(p,u),(v,w) >

I j - k·· i-
= -rjk(p)<Dx (p),u><Ox (p),v>+ eOx (p),w>

Si ritrovano così le reL'zioni (*) _.

1) (5.5.3.).
2) (5.5.4.).
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5.7.4. Dunque, possiamo esprimere ogni elemento (p,u;v,w)é T( -)TEp,u

tramite la base

di T( -)TE.p,u

PROPOSIZIONE

E'

D. Posto TE "F, (p,u;v,w) _ (q,z)eT F
q

risultato segue dalla nota relazione

(q,z) " <Dyi (q),z >ay. (q)
l

(
oi .i)_ i
X,x =y , a11 ora i l

5.7.5. Dunque, possiamo dare l'espressione in coordinate di

r : TTE ~ vTTE.

PROPOSIZIONE

E'

~i ~i
x o r = x

':'; :i
x o f = x

~;
x o r = o

"ix o r "i ~i .j~k
= x + f

jk
x x

O. Le prime tre relazioni sono ovvie. Inoltre, è
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(~io r)(p,u;v,w) = <Dxi(p),w> = -r~k(p)<DXj(P),U><DXk(p),V>+<DXi(p),W> +

+ r~k(p)<DXj(P),U><DXk(p),V> =

V(p,u;v,w) e TTE _

5.7.6. PROPOSIZIONE Sia F uno spazio affine di dimensione m.

( 1m) ..c Rm
Si a y ". Y , .• ,y : F ~ un sistema di coordinate su F, di classe

Sia f E .... F un'applicazione differenziabile almeno due volte.

Allora è

"yi TTf
~;

- o = f

"v. ,
i ~j. l

TTf- Y o = (ax .. f ) x
J

~i
TTf

~ ; .:.j
-y o = (ax .. f )x

J

" "
i TTf

v i ~k ~j v i "j
-y o =(axk.axj.f )x x + (ax .. f )x

J

D. Segue immediatamente dalla proposizione 5,4,9.

Facciamo ora uno studio in coordinate delle e.d.s.o.

5.7.7. Esprimiamo in coordinate la Pl'oposizione 3.3.2. che caratte

rizza le curve basiche.

PROPOSIZIONE Sia I c R. Sia c I ..,. TE ~

una curva e e sia
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y - PE o c I -..E.

A11 ora c è una curva basica se e solo se è

•i i Dc i
D(X

i
c) D(x

i o y)x o c - c = - o = -

5.7.8. Esprimiamo in coordinate il teorema 3.3.4. che caratterizza

una e.d.s.o ..

PROPDSIZIDNE Sia X TE -.. TTE un campo vettoriaìe e~ dato da

- i '"X = X ax.
1

Si a, dunque

~; - oli
x X = x

-
i .

+ X ax.
1

': i ~ ix o X = x

Allora le tre condizioni seguenti sono equivalenti.

a) X è una e.d.s.o.

b) E'
- . i ax. Xi ax.X = x +

1 1

c) E'
~i - . i .. i - Xix o X = x x o X = .-

5.7.9. In particolare l'espressione della e.d.s.o. geodetica, è
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5.7.10. Esprimiamo in coordinate il teorema 3.3.6. che caratterizza

le soluzioni di una e.d.s.o.

-
)( =

i v i .
una e.d.s.o. e siaPROPOSIZIONE Sia X ax. + )( ax.

l l

00
Y I .. E una curva t .

-
A11 ora y è una soluzione di X se e solo se è

2 .
D (xl o y)

5.7.11. Esprimiamo in coordinate la proposizione 3.3.10. che carat-
- -

terizza un integrale primo di X, mediante X .

PROPOS IZIONE.

una funzione 1;00

Sia
- i v i ~X = X ax. + )( ax.

l l
una e.d.s.o .. Sia f TE .. IR

Allora f è un integrale primo di X se e solo se è

. i ... i.
x ax .. f + X aX .. f = o

l l

O. Segue da 3.3.2. e 3.3.10.
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5.7.12. Diamo ora il sistema di coordinate su TT*E.indotto da x.

PROPOSIZIONE

La 2-applicazione tangente di x

data da * - * * -n x:(p.~;v.w) ....(T (x).D(T x)(p.~)(v.w))

è un sistema di coordinate su TT*E di classe ~w

Per ottenere l'espressione esplicita di TT*x. in termini di funzio

ni coordinate. procediamo nel modo seguente.

5.7.13. PROPOSIZIONE

il sistema di coordinate

Allora è

. * * l * n * •Sla T x=(T x) •..• (T x) ;(T x) l (T x)2 )n+ :t ••• , n

su T·E. indotto da x.

v

n*x = ((T·x) • (T*x) ) =

Xl xn ~ ~ ~1 ~n
= (x •..• x .xl x; x •..•x • xl.··. xn ) ., .• , n

Dunque. le funzioni coordinate di n*x sono le 4n applicazioni

differenziabi l i

v

(TT*x)i = (T*x)1 = ~i

v
• .. v ..

(TT x)n+i=(T x)n+i = xi : TT E

(TT*X)2n+i=(T.x)i = ~i : TT*E

-+ fR

-+ fR
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li' li' TT"'E ->- lR(TT x)3 . = (T x) . = x.n+1 n+1 1

date da

v •..... , - i
x (p,!!.;v,w) = x (p)

v

X.(p,u;v,w) = <u,ox.(p»
1 - - - 1

~i - i-
x (p,!!.;v,."'.) = <Dx (p),v>

xi(p,!!.;v,."'.) = r~j(p) <Dxj(P),v><!!.,oXk(P» + < w

D. E'

·. i in1 -
(x PTlfE) (p ,!!.; V,."'.)x (p,.l.!.;V,."'.) - aqE a = X (p)

•· -x.(p,u;v,w) - (i<. a PT·E)(P,!!.;V,w) = <u, OX.(p»1 - - 1 1

,Ox.(p» ,
1

- ..
5.7.14. Dunque, possiamo esprimere ogni elemento (p,u,'/,w)eT( )T E- - p,!!.

nella base

{aXl (p'.l.!.),' ,axn(p,.l.!.);di<l (p,~), .. ,ai<n(p,.l.!.)}

di T( )TlfE
p,.l.!.

1)(5.5.3. )
2)(5.5.10. )
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PROPOSIZIONE

E'

= <Dxi(p,V> a~.(p,u)+r~ .(P)<DXj(P),V><U,oXk(p»ax.(p,u) +
l - lJ - 1-

+ < W,ox.(p»ax.(p,u)
l 1-

•D. Posto T E 5 F , (p,!;V,W) _ (q,z)e T F
q

~i . i
(X,X.)5Y,

l
a11 ora

il risultato segue dalla nota relazione

(q,i) i 
= <Dy (q), z> ay;(q)

5.7.15. Diamo ora il sistema di coordinate su T·TE, indotto da x.

PROPOSIZIONE

La 2-app1icazione cotangente di x

data da • - - -1-T Tx:(p,u;v,w) ~ (Tx{p,u),{~,w) o D(Tx) (Tx(p,u)))

•T Tx, i n tenni ni di funzi o

è un sistema di coordinate su T·TE di classe eoo

Per ottenere l'espressione esplicita di

ni coordinate, procediamo nel modo seguente.

1 n n+1 2n5.7.16. PROPOSIZIONE Sia Tx =((Tx) , .. ,(Tx) ;(Tx) , .. ,(Tx) )

il sistema dkoordinate su TE, indotto da x.

Al10ra è
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• ~ l ~ 2n .
T Tx = ((Tx) , .. ,(Tx) ;(Tx)l , .. ,(Tx)2n) =

Dunque, le funzioni coordinate di

differenziabili

•T Tx sono le 4n applicazioni

" .v1
= X

(T·TX)2 . l) (Tx). ~) ~.
n+1 l l

(T·T ) 1I(T·X).x 3 .n+1 n+1

date da

~) ..
X.

l

.
(Tx) . (V l ~ i ~2n) è ottenuto eseguendo l' operazi one "." su
proi~zione i-ma su !T~), perchA (T~) non ha significato.

:i - i
x (p,u;~.~) = x (p)

~; - i-
x (p,u;~,~) = <Dx (p),u>

l) Si osservi che
(Tx). e non la

l . .
2) La notazione corretta è (Tx). e (Tx) .,

l n+1 invece il simbolo x.
l

e X.
l

v
è un abuso di linguaggio, in quanto x. non dipende solo da "v" e

l

. i
x non dipende solo da " "
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v _

x. (p,u;v,w) =
1 --

x.(p,u;v,w) =< W ,<SX.(p»
l - - - l

( - ) e T"TEV p,u;i.'w

D. E'

:i - ) (xix (p,u;i.'w -

oi -.i i -
x (p,u ;i.,w) :(x o qTE)(P,U;i.'w)=< Dx (p),u >

x.(p,u;v,w)
1 --

_ «v,w),<sx.(p,u»=
- - l

k .
=f .. (P)<DXJ(P),u><w,<sxk(p» + < v,<sx.(p»

lJ - - 1

X.(p,u;v,w) _ «v,w),<sX.(p,u» = <w, <sx.(p»
1 -- -- 1 - l

- li'
5.7.17. Dunque, possiamo esprimere ogni elemento (p,u;v,w)€ T ( -)TE- - p,u

nella base

v1 - n - .1 (- .n(-){dx (p,u), •... ,di (p,u);dx p,u), .. ,dx p,u)

di
li'

T ( _)TE.p,u

PROPOSIZIONE

E'
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D. Posto
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.; 
5x. (p»dx (P.u),

( ) ( ) T- F ( vi . i ) i 11 . lTE =F. P.u;~,~ = q.~ € q • x.x =y • a ora'

risultato segue dalla nota relazione

(q .~)
i_ <z.5y. (q» dy (q)- ,

5.7.18. Diamo ora il sistema di coordinate su T-T-E. indotto da x.

PROPOSIZIONE

La 2-applicazione cotangente di x

data da

T-T-x - - . - -) - l - ):(P •.!!.;~.w) >+(T x(P •.!!.).(~.w)oD(Tx (T x(P •.!!.)

è un sistema di coordinate su
.. ~

T T E di classe ~

Per ottenere l'espressione esplicita di -.T T x. in termini di fun-

zioni coordinate. procediamo nel modo seguente.

5.7.10. PROPOSIZIONE. E'

('\ " " " 2n_ • l _ n. . T. .. ... • n+ l •
-((T x) •..• (T x) .(T x)n+l'(' x)2n.(T x)l .... (T x)n.(T x) •..• (T x) )

Dunque. le funzioni coordinate di
• ;l'

T T x sono lE 4n applicazioni
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differenziabili

"
(T.T.x) i (T·x) i ~i

= = x

~

(T·T\) . • ~

=(T x) . = x.
n+l n+l l

.
(T·T·x) .l) • ~) •

(T x). x.
2n+l l l

.
(T·T·x)2n+i l) (T\)n+i ~) ~;

~ i - i
x (p,~;~,w) = x (p)

"
Xi(P,~;~,W) =< ~,oxi(P»

" -X. (p,U;\I,w)
l --

k .
= -r. .(P)<DXJ (P),W><U,6X

k
(P» +< \I,6X.(p) >

lJ - - l

.. i - i-
x (p,~;~,w) =< Dx (p),w > ,

"( ) e T·T·E• P,~;~,w

l '?perazi one

•(T x) non ha

è ottenuto eseguendo

•(T x), poiché

.
1) si osservi che (T·x). (1/ l~ i ~2n)

l•"." su (T x). e non la proiezione i-ma su
significato. l .

• •2) La notazione corretta è (T x). e (T x) ., invece il simbolo
l n+l

" .. ix. e x
l

~i
è un abuso di linguaggio, poiché x non dipende solo da Il Il

"
.

e x.
l

non dipende solo da "'''.
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D. E'

~ -x. (p,u;v,w). _
l --

k .
= -f .. (P)<DXJ(P)'~><U,6Xk(P» +< v,6X.(p»

lJ - - l

_ «_V,W), 6X.(p,U» ~) <DXi(p),~>
l -

-. .5.7.2D. Dunque, possiamo esprimere ogni elemento (p,~;~,w)eT (p,~)T E

nella base
o l "n

{dx (p,~), .. ,dx (p,~); dXl(P,~), .. , dXn(p,~)}

di
.. .

T ( )T E
p,~

PROPOSIZIONE

E'

i -+ <Dx (p),w> dx.(p,u)
l -

• •D. Posto T E _ F ,(p,~;~,w) _ (q,~)e T qF

l) (5.5.12.)

2) (5.5.13.)

"i . ;
(x,x.)=y

l
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allora il risultato segue dalla nota relazione

i
(q,z) " <z,6y. (q» dy (q)

- - 1

5.7.21. E' interessante lo studio del sistema di coordinate su

vTTE, indotto da x.

PROPOSIZIONE

L'applicazione
~

3vTTx "p o TTx o j vTTE -+- TTE -+-1R4n -+-1R3n

00

è un sistema di coordinate sullo spazio verticale vTTE di classe e
~

(dove p3 : ,én -+- 1R3n
è l I app l i cazi one data da

e dove j vTTE -+- TTE è l'inclusione naturale) .

D. L'applicazione vTTx così definita è una biiezione, la cui inversa
~

è (vTTx}-l = j-l o (TTx}-l o(p3}-1 : 1R3n -+- vTTE

-l 00

Inoltre, vTTx e (vTTx) sono di classe e ,essendo le relative

composizioni costituite da applicazione di classe eoo
•

Dunque, le funzioni coordinate di

differenziabili

vTTx sono le 3n applicazioni

~l ~n ~l ~n ··1 .. n
(x , .. "x "x" .. ,x , X t". ,X )
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date da

v • ivl - - -
x (p,u;o,w) = x (p)

v . i -• 1 - - -
x (p,u;o,w) =< Dx (p),u >

.. i - - - i -x (p,u;o,w) =< Dx (p),w >

- - -
Il (p,u;o,w) e \iTTE

- - -
5.7.22. Possiamo, quindi, esprimere ogni elemento (p,u;o,w) e \iT( -)TEp,u

ne 11 a base

di \iT( -)TE.p,u

Dunque, da 5.7.4. segue che

--- i -. -
(p,u;o,w) = <Dx (p),w>ax.(p,u)

1

5.7.23. E' interessante anche lo studio del sistema di coordinate su

oT"TE, i ndotto da x.

PROPOSIZIONE

L'applicazione

" 4 T"'T .*'oT Tx _ P o x o J

è un sistema di coordinate sullo spazio orizzontale
,

(dove p4: 1R4n ~1R3n è l'applicazione data da

,.,. 00

oT TE, dl classe e
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e dove J.•.. oT·TE ~ T·TE . l' l.. t l)~ e app lcaZl0ne na ura e .

D. L'applicazione oT·Tx così definita è una biiezione, la cui inver
~

• - l • l • - l 4 - l 3n •
sa è (oT Tx) = (j)- o (T Tx) o (p) : IR • o T TE •

• • -l ~
Inoltre oT Tx e (oT Tx) sono di classe e ,essendo le rela

m

tive composizioni costituite da applicazioni di classe ~

Dunque, le funzioni coordinate di

differenziabili

date da

: i - ;
x (p,u;~,~) = x (p)

":; - i
x (p,u;~,~) =< Dx (p) ,ii >

x.(p,U;\I,o) =< \I,ox.(p»
1 - - - 1

•V(p,u;~,~) e o T TE .

..
oT Tx sono le 3n applicazioni

- .
5.7.24. Possiamo, quindi, esprimere ogni elemento (p,u;\I,o)e ·oT ( _)TE- - p,u

ne 11 a base

u l - ...n-
{dx (p,ul,. ,dx (p,u)l

di •OT( .)TE.p,u

Dunque, da 5.7.10 segue che

(p,U;\I,o) = \I,ox.(p) > dxi(P,u)
- l
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8 CALCOLO DELLA METRICA

o Sia E uno spazio affine euclideo di dimensione n. Sia

B - {QX1, .. ,<sx }. n

campi di vettori

x
~

un sistema di coordinate su E, di classe e e siano

'" l ne B ={Dx , .. ,Dx} le basi, indotte da x, per

e di covettori su E, l'una duale dell 'altra.

Possiamo applicare anche su ~ le solite regole algebriche con le..
basi B e B. Dunque si possono rivedere, in termini matriciali,

tutte le nozioni del 4° capitolo, espresse mediante basi qualsiasi.

. . () ( hk) . . dLe matr1c1 g.. e g date, qU1nd1, a
1J

g .. _ <Sx.· <Sx.
1J 1 J

h k h kg _ Dx • Dx

che sono l'una inversa dell'altra, sono molto interessanti poiché

sono utilizzate per l'espressione e per il calcolo in coordinate dei
-

camp1 ~ e g, della funzione metrica g e della co-funzione metrica

..
g , delle applicazioni ~ e '"g, ecc ...

Si noti che la connessione affine r non dipende dalla metrica (è

definita anche se E non è euclideo), ma solo dalla struttura affine,

anche se la sua espressione in coordinate, può essere data in modo tale

da far comp arire le matrici (g .. ) e (ghk). Ciò dipende dal fatto che
v 1J

i simboli di Christoffel possono essere espressi anche tramite la de-

rivata delle componenti di un qualsiasi campo tensoriale costante del

2° ordine, simmetrico e non degenere. La simnetria permette lo scambio

degli indici delle matrici (g .. ) e (gh
k

) , la proprietà "non degenere"
1J

permette il passaggio dalla matrice (g .. ) alla sua inversa.
1J



- 259 -

-l!f -l!f - -
5.8.1. PROPOSIZIONE Sia g: E -+ E ®E e 9 E -+ E®E

il campo tensoriale metrico covariante e controvariante, rispettivame~

te.

Allora è
i Dx j

9 = gi}X ®

hk
®9 = 9 eXh eXk

dove
g.. O'g(ex.,ex.)_ex. ex. E-+fR

1J - 1 J 1 J

hk - h k
9 _ g(Dx ,Dx ) E-+fR.

In termini di campi tensoriali applicati, abbiamo anche

Jl. = g.. dxi ® dx
j

1J

hk
9 = 9 aXh ® a\

dove

E-+fR

g.. = g(ax.,ax.) _ ax.
1J - 1 J 1

hk - h k
9 = g(dx ,dx )

Dunque, è anche

ax. =ex. . ex. : E -+ fR
J 1 J

dx k = Dxh . Dxk

A i j
9 = g.. dx ® dx

1J

5.8.2. Allora, poiché ~ e 9 sono simmetrici ricordiamo i seguenti

ri sultati .
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COROLLARIO

E'

hk khg .. ; g .. 9 ; 9lJ Jl

Ino ltre è

(ghk) -l
; (ghk)

(g .. ) ; (gij)-l .
1J -

5.8.3. Scriviamo ora le relazioni che permettono di esprimere

ogni campo vettoriale in forma controvariante o in forma covariante.

Scriviamo, inoltre, il prodotto scalare di due campi di vettori e di

covettori.

PROPOSIZIONE Si considerino i campi X,V e 'E, !,! e *E

dati da

- i X dx
j

X ; X ax. X ;

1 j

- h kV ; !.. aX h
V ; V, dx

K

A11 ora è

Xi i j X; 9 .
J

X. i
; g .. X

J Jl

Ino ltre è
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x y i h
= gih X Y

X Y =
gj k

X/ k .-

5.8.4. Ricordiamo che è

n = Idet(g . . )
lJ

dove il numero reale non nullo I det(g .. ) è la misura orientata del
lJ

poliedro costituito dai vettori, nell ~rdine, aX
l

, ... ,ax
n

.

Ossia è

I det(g .. ) = n(axl, ... ,ax )
lJ - n

'"5.8.5. Esprimiamo ora in coordinate le applicazioni ~ e g.

PROPOSIZIONE Si considerino le applicazioni

li!
9 "TTE -> oT TE
'"

date da 9 :(p,u;o,w) o-+(p,u;~'Q)' g:(p,u;~'Q) 0-+ (p,u;o,v)
'"

Allora è

v • i "j
9 = g.. dx <lì> dx

1J

"v vji
9 = 9

v •

ax. <lì> ax.
J 1

O. Il seguente diagramma
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vT( -)TE -+ T Ep,u P

g + .9.
"-

" T" EoT ( -)TEp,u p

dato da

g
"-

(p,u;o,w)

(p,u;~,s>.

,-+ (p,w)

è commutativo. Inoltre, poiché è

allora, per gli isomorfismi canonici

vT( -)TEp,u

è anche

. i v

<dx ,ax.> = o
J

... ; v i
<dx ,ax.> = 6.

J J

Ora, essendo

"oT ( -)TEp,u

. i . i<dx ,ax.> = 6.
J J

v i .
<dx ,ax.> = o

J

"- T'" E
"- p

--- i - . -
(p,u;o,w) =< Ox (p),w> ax.(p,u)

1
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(p,u;~,E.) =

proviamo l'asserto. E'

g(p,u;o,w)
'V

E'

<w,6X.(p» d~j(p,u)
- J

= gji(p)< W,6x.(p» ax.(p,u) =<
- J 1

i _. 
Dx (p),w>ax.(p,u)

1

5.8.6. Diamo o,a l'espressione in coordinate della funzione metrica

9 e della co-funzione metrica •9

PROPOSIZIONE Si consideri la funzione metrica

9 : TE -+ IR

data da

Allora è

- 1 - - 1
g:(p,u) ~ --2-- ~(p)(u,u) =2 u u

9 =
1 v • i . j

2
g .. X X
lJ

Si consideri la co-funzione metrica

. '"9 :TE-+IR



data da

Allora è
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.. 1 - =_1_
9 :(p,~)~ -2-g(P)(~'~) - 2 u· u

.. 1 "hk. .
9 = -2- 9 xh \

D. Per ogni (p,ii) e TE, è

g(p,u) = (-21 g .. (p)Dxi(p) ®Dxj(p))(ii,ii)~21g .. (p)<Dxi(p),u><Dxj(p),ii> =
lJ lJ

1 "·i·j -
= (-2- g .. x x )(p,u)

lJ

Per ogni '"(p ,~) e T E, è

5.8.7. COROLLARIO

E'
.~ ~ i .. j

+ g .. x x
lJ

D. E'
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5.8.8. La seguente proposizione è importante perché fornisce le rela

zioni tra le funzioni coordinate di Tx e le funzioni coordinate di T*x.

PROPOSIZIONE

v ~ ~ n, è

( "i ~ vi ( v i "-l "ix o 9 = x x o 9 = x
(a) ,

(b)
. " v • J • •i '-l 1\ i j . •i . gli<X. o 9 = g.. x =èX .• g x o 9 = 9 X. =èX
1 lJ 1 J

D. Dimostriamo le relazioni (a). Per ogni (p,~) € TE, è

i
= x (p)

vi -
= x (p,u)

· ~ _ j _ v.j _
(x. o g)(p,u) =<u,ox.(p» = g.. (p)<Dx (p),u> =(g .. x )(p,u)

1 - 1 lJ lJ

inoltre, derivando l'espressione di g, è

· l v • j l c' • i
è\.g = -2- gi/ + -2- gi/ =

. . j
g.. x
lJ

*Dimostriamo le relazioni (b). Per ogni (p,!:!.) € T E, è

Il; A-l i !"Ii
(x o 9 )(p,!:!.) = x (p) = x (p,!:!.) ,

·i ~-l i - ij "ij'(x og )(p,_u) = <Dx (p),u> = 9 <u,ox.(p» =(g x.)(p,u)
- J J-

inoltre, derivando l'espressione di *g, è

· i * l" i j • l" i j . " i j .
èX.g = -2- 9 xj + -2- 9 xi = 9 x

j
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5.8.9. La seguente proposizione è importante perché fornisce le

relazioni tra le funzioni coordinate di TTx e le funzioni coordi-

nate di
..

TT x.

PROPOSIZIONE

Il 1 :: :: n, è

v. , .nl n 'lX O Tg = X
v

~ ~ j .
V

(a)
.

Tgx. o = g.. X =(ox .. g)
; l l J l.

';i
Tg

':'i
X o = X

, , ." . k V·.,
Tg

, .J ' "Jx. o = (O\.g .. )X x + 9..X
l lJ lJ

(
,.

n-l v.
'l Al
X o Tg = x

v

)
~ì n-l " . . , .i ..n1J .
X O Tg = 9 x. =(oX .g )

J
(b) !

, i n-l ..
nl, X O Tg = X

I

l'~i
.'
" "n-l ij ; k~ nij ..

oTg =(O\.g )x Xj + 9 x.
J

Cl) i m
D. Sia f: E -+ F un'applicazione e Sia y : F -+fR un si-

stema di coordinate su F, di classe eoo Ricordiamo le relazioni

(c) J
vi vi
y o Tf = f v

\ ; i o Tf = (o X •• f i )~j
J
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A11 ora le re l azi oni (a) si ottengono da (c) ponendo

A i ,,; .
f - 9 e y - (x ,x.); invece

1

f A-l i Il i . i
- 9 e y - (x ,x ) .-

le relazioni (b) sono ottenute ponendo

5.8.10. Concludiamo questo interessante paragrafo con 1'espressi~

ne in coordinate dei simboli di Christoffe1 .

PROPOSIZIONE Si consideri il generico simbolo di Christoffe1

kr.. _
lJ

Allora è

kD6x.(Dx ,6x.);
1 J

2 k
D x (6X.,6X.)

1 J

k 1 kh
r .. ; -2- 9 (ax··gh· +ax··g· h -axh·g··) .
lJ 1 J J 1 lJ

Tale relazione è detta UGUAGLIANZA DI CHRISTOFFEL .

D. Sia .[;

del 2° ordine,

i jg.. Dx ® Dx i 1 campo tensori a1e metri co cos tante
lJ

simmetrico e non degenere. Allora, è

h i j i h x~· j i h ko; D.[; (axh.g .. )Dx ®Dx ®Dx - g.. rhkDx ® D.Dx~ .. rhkDx ®Dx ®Dx =
lJ lJ lJ.

Dunque è
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(a)

Posto

(forma covariante)

poiché ~ è non degenere, è anche

k kh
r .. = 9 rh · .1J ,1J

Dalla relazione (a) segue

(forma controvariante) .

(b) r. h· + r h .. = axh·g··J,l ,1J lJ

e permutando gli indici è anche

(c)

(d)

r ..h + r. = axJ··ghi1,J J,hi

r h .. + r. ·h = ax··gh· .,1 J 1,J 1 J

Queste tre relazioni esprimono la condizione affinché risulti

D~ = o.

Dunque, sommando algebricamente le relazioni b),c),d) e ricordan

do che ~ è simmetrico, è

1
rh .. = -2- (ax·· g

h · + ax··g· h -axh·g·· ),1J 1 J J 1 lJ
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ovvero

Si noti che la connessione affine r non dipende dalla metrica

(è definita anche se E non è euclideo), ma solo dalla struttura af

fine, anche se la sua espressione in coordinate è stata data in mo

do da far comparire le matrici (g .. ) e (ç/"'k). Ciò dipende dal fatto
lJ

che i simboli di Christoffel possono essere espressi anche tramite

la derivata delle componenti di un qualsiasi campo tensoriale costan

te del 20 ordine, simmetrico e non degenere.
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9 CAMBIAMENTO DI COORDINATE

O Sia E uno spazio affine di dimensione n. Siano

e due si stemi di

coordinate su E, di classe ~oo. Siano,

"' l nB ;; {Dx , ... , Dx }

inoltre, B;;{6X
l

, ... ,6X
n

},

B'"'- D l D n} b' ., ={y, ... ,y aSl,n

i
(ax. o y )

J

spettivamente, per i campi di vettori e di covettori su E, indotte

da x e y, le une dua li de 11 e altre.

Parte di questo paragrafo è stato svolto, più in generale, prece-

dentemente (5.3.). In tal caso daremo, semplicemente, i risultati.

Sono molto interessanti le "matrici jacobiane"(ax.oyi)
J

(ay .. xJ ) l'una inversa dell'altra, che permettono il passaggio da un
l

sistema di coordinate all'altro. Più precisamente, la matrice

lega gli elementi delle basi

menti delle basi B e B'.

•• J
B e B' , mentre (ay .. x ) lega gli ele

l

ecc. .. .

Dunque, possiamo

•Tx e Ty, di T x

dare le relazioni tra le funzioni coordinate dl

•e T y

Molto interessante è la relazione che lega i simboli di Christoffel

dati nei due sistemi di coordinate x e y.

Si noti un meccanismo pratico mnemonico.

5.9. l. PROPOSIZIONE

E'
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i i jDy =(ax ..y )Dx
J

jey. =(ay .. x )ex.
l l J

Dunque, è anche

dyi i j
= (ax ..y )dx

J
jay. = (ay .. x )ax.

l l J

dove

i <Dyi <dyi . i
dyi

DI (y
i x. )ax ..y = ,eX.> = ,ax.> = y ax. = X· o oo J -

J J J J J o

j =<Dx j ey.> d j - .j
ay. dx

j
D (x

j
o Yi)oay .. X = < X ,ay. > - x o = y. o - .

l , l l l l -

Le matri ci

l(ax ..y )
J

j
(ay .. x )

l

sono dette MATRICI JACOBIANE dei cambiamenti di coordinate relativa

mente alle basi indotte da tali coordinate.

Si noti che tali matrici sono l'una inversa dell 'altra perchA i due

cambiamenti di coordinate sono l'uno inverso dell 'altro.

Nel capitolo successivo daremo le loro espressioni esplicite nei

vari sistemi di coordinate cartesiano,sferico, cilindrico.

5.9.2. Dunque

di nate xl ,.. ,xn

possiamo dare le relazioni tra le n

di T x e le n funzioni coordinate

funzioni coor-

. l .n
y , .. y di T y.



- 271 -

PROPOSIZIONE

E'
v

xj
= (ay .• x

j )yi
l

~

. i i . j
Y = (ax ..y )x

J

5.9.3. Dunque possiamo dare le relazioni tra le n funzioni

coordi nate di T'\ e le n funzioni coordinate

Yl'···'Yn di •T Y .

PROPOSIZIONE

E'

r> i .
x. = (ax .. y )y.

J J l

j .
y. =(ay .• x )x.

l l J

dinate

5.9.4. Dunque possiamo dare le relazioni tra le 3n funzioni coor

~ l ~n ~ l ~n .. l ..n
x , ... x , x , ... x , x , ... x di TTx e le 3n funzioni

coordinate n ~ n ;, l ~ n ..l ..n dl'
y , ... ,y , y , ... ,y , y ... ,y TTy .

PROPOSIZIONE

E'I v,
. l
Y

:'i
Y

1

~ 'y i

v
" ; "j

+ (ax .. y )x
J

D. Infatti, per 09ni (p,u;v,w)e TTE, è
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v.
i - i <Dxj(p) ,u> =

., - - -
y (p,u;v,w) = <Dy(p),u>= (ax ..y )(p)

J
, .

i 'J ] (p,u;v,w)= [ (ax ..y )x
J

':"i - - - i - i <Dx
j

(p) , -y (p,u;v,w) = <Dy (p), v> = (ax ..YJ(p) v> =
;:: i ;,j J

= [ (ax ..y )x ] (p,u;v,w)
J

i -
+ Dy (p)(w) =

i k j -- i 2j --
=((axk.ax ..y )(p)Dx (p) (ii) Dx (p))(u,v)+(ax ..y )(p)D x (p)(u,v)+

J J

Studiamo ora alcuni casi di applicazioni differenziabili.

l) CASO f: ~ ~ E.

5.9.5. PROPOSIZIONE Sia f una curva differenziabile.

Allora è

D(y i o f) = (ax.)) o f D(x
j

o f)
J

D. E' un caso particolare di 5.3.8.

2) CASO f: E ~ IR .

5.9.6. PROPOSIZIONE Sia f una funzione differenziabile.
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Allora è

i
aX .. f = (ax .•y )(ay .. f)

J J ,

D. Infatti è

i
ax .• f = (ax .. f)(ay .•y )

J J ,
i

= (ax .. y )(ay .• f)
J ,

5.9.7. Troviamo ora la relazione che lega i simboli di Christoffel

nei due sistemi di coordinate .

PROPOSIZIONE Si considerino i generici simboli di Christoffell

Allora è

D. E'
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j ~ m i
+ (ax .. y )(aYh.x )(ayk.x )06x (Ox ,6x ) =, ~ m

Si noti che la trasformazione dei simboli di Christoffel (che sono

le componenti di r) non è lineare, in quanto r non è untensore su

E ma su TE.

5.9.8. Concludiamo il paragrafo con la relazione tra le matrici

della metrica nei due sistemi di coordinate.

PROPOSIZIONE Si considerino

g"'J' = g(6y.,6y.)= 6y.· 6y.- , J , J

Allora è

h k
g " .=(ay .. x )(ay .. x )ghk

,J' J

O. Infatti è

=
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o INTRODUZIONE

In questo capitolo facciamo uno studio dei più importanti sistemi

di coordinate, applicati frequentemente in vari campi della Matemati

ca e della Fisica.

Possiamo, quindi, rivedere tutte quelle nozioni del capitolo pr~

cedente espresse in un qualsiasi sistema di coordinate.

Il primo sistema, che andiamo ad introdurre, è un sistema di coor

dinate "cartesiano ortonormale ll definito su uno spazio affine eucli

deo E di dimensione 3.

La facile estensione ad uno spazio di n dimensioni è lasciata

al lettore.

Tale sistema rispetta la struttura affine ed è senza dubbio il più

semplice, perciò è molto usato per studiare problemi che presentano o

meno~ simmetrie particolari.

Si vede inoltre che le basi indotte da questo sistema sono costan

ti.

Dunque, i simboli di Christoffel sono tutti nulli.

Introduciamo poi un sistema di coordinate "s ferico ll su E il qua

le, a differenza di quello cartesiano, non è definito in tutto lo sp~

zio: in caso contrario una delle sue funzioni coordinate non sarebbe continua.

Tale sistema rispetta la simmetria sferica, pertanto Vlene privile

giato per lo studio di problemi a simmetria sferica; anche se esso è

meno semplice di quello cartesiano.

Un altro sistema di coordinate interessante è quello I1 c ilindrico tl
,

il quale non è definito in tutto lo spazio E: in caso contrario una delle sue fun
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ziorii coordinate- non sarebbe continua.

Inoltre. tale sistema rispetta la simmetria cilindrica, pertanto viene

privilegiato per lo studio di problemi a simmetria cilindrica.

A differenza di quello cartesiano, quest'ultimi due sistemi di coordi

nate inducono delle basi non costanti.

Dunque i simboli di Christoffel. (relativi al sistemi cilindrico-sfe

rico) non sono tutti nulli.

Un sistema di coordinate sferico o cilindrico, ristretti al plano equ~

toriale, danno luogo ad un unico sistema di coordinate detto "polare ll
•

Diamo, infine, una rappresentazione grafica dei tre sistemi di coordina

te (dim E = 3), individuati da un punto e da una base ortonormale assegn~

ti, precisando così le relative funzioni e curve coordinate.

Si tenga presente che esistono infiniti altri sistemi di coordinate.
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SISTEMA DI COORDINATE CARTESIANO ORTONORMALE

O Sia E uno spazio affine euclideo di dimensione 3.

La facile estensione dei seguenti risultati ad uno spazio di n di

mensioni è lasciata al lettore.

Cominciamo questo paragrafo definendo su E un sistema di coor-

dina te cartesiano ortonormale che, senza dubbio, è quello più frequen-

temente applicato l~ell 'analisi classica. Tale sistema, che è anche

il più semplice, rispetta la struttura affine.

Si osservi che su E è possibile definire infiniti altri siste-

mi di coordinate (cartesiani e non cartesiani),

Definito un sistema di coordinate cartesiano ortonormale

E -+ R3 , possiamo precisare le basi, 1 t una duale deII'altra, per i

campl di vettori e di covettori su E, osservando che esse sono co-

stanti. Pertanto possiamo rivedere tutte quelle nozioni del precede~

te capitolo, espresse in un qualsiasi sistema di coordinate. Consegue~

temente, si vede che le matrici della metrica danno luogo ad un'unica

matrice che è quella unità (o~).
J

Inoltre si vede che i simboli di Christ9ffel sono tutti nulli,

poiché le basi, indotte dal sistema cartesiano, sono costanti.

- - -6.1.1. DEFINIZIONE Sia oeE un punto di E e sia B={e l ,e2,e
3

)

una base ortonormale di E

Dicesi SISTEMA DI COORDINATE CARTESIANO ORTONORt~LE individuato

da (o,B), il sistema di coordinate

3
(x,y,z) : E -+ IR
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dato da

)
x(p) - (p -o) . el

y(p) - (p-o) e2i

"- z(p) - (p-o) e
3

li p e E .-

Tale applicazione è biiettiva, poiché ogni vettore (p-o) ha

un'unica decomposizione secondo la base B.

In base ai teoremi di esistenza delle basi ortonormali in uno

spazio vettoriale euclideo, si osserva che esistono infiniti siste

mi di coordinate cartesiani ortonormali in uno spazio affine euclideo.

In seguito, per semplicità, indicheremo con (x,y,z) un sistema

di coordinate cartesiano.

6.1.2. PROPOSIZIONE

Le tre funzioni coordinate E +IR del sistema cartesiano sono da

te da

( x(p) l
,(p-o» (p-o)= <e = el

), y (p) 2
,(p-o» (p-o)= <e = e2

lz(p) 3
,(p-o» . (p-o)= <e = e3

avendo posto
i •g(e. )e - - l

li P e E

, V l~ i ::3

Le tre curve coordinate ~xE + E su E sono date da
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, V(>.,p) € rR x E

Si osservi che, con abuso di linguaggio, si è indicato con la

stessa notazione le funzioni coordinate e le curve coordinate.

6.1.3. Dunque, possiamo determinare i tre campi di covettori e i

tre campi di vettori su E, indotti da (x,y,z).

PROPOS IZ IONE

E'

Dx
l Dy 2 Dz 3

= € = € = €

8x = el
8y = e2

, 8z = e3

D. Infatti, poi ché (x,y,z) è differenziabile, è

l l l - l
x(p+h)=<~ ,p-o >+< € ,h> = x(p) + <€ ,h > =;, Dx = €-

y(p+h)=<~
2 2 - y(p) 2 ,h> ~ Oy 2,p-o> +< ~ ,h> = + <€ = €-

z(p+h)=<
3 3 h z(p) 3 ,h> ~ Dz 3€ ,p-o >+ <€ >= + <€ = €-

Inoltre, è

8X(p) = °lx(o,P) = el

8y( p) ~ D1Y(o,p) = e2

8z(p) = °lz(o,P) = e3
.-
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Dunque, il sistema di coordinate cartesiano (x,y,z) induce la base

- - -
costante {e l ,e2,e

3
} per i vettori di E e la base costante

l 2 3 -lO
{ ! ,!,! } per i covettori di E , l'una duale dell 'altra.

6.1.3. COROLLARIO

E' k
V l ~i ,j , k 3.r .. = o , ~lJ

E'

ij !l se = j
9 =g .. = 6.. =

lJ l J i t j V l~ i ,j~ 3.o se

D. I simboli di Christoffel sono Tlulli perché è

D6x = D6y = D6z = o
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2 SISTEMA DI COORDINATE SFERICO

O Sia E uno spazio affine euclideo di dimensione 3.

Diamo in questo paragrafo un altro sistema di ~oordinate, più indic~

to a trattare problel\li a sir.nnetria sferica a~che se meno semplice di

quello cartesiano. Tale sistema, detto sferico, non è definito in

tutto lo spazio, 'THlrché, in caso contrario una sua funzione coordinata

(~) non sarebbe continua.

Osserviamo, poi, che le basi indotte dalle relative funzioni e cur

ve coordinate di E sono solo ortagonali e, inoltre, variano punto

per punto; sicché occorre specificare, di volta in volta, il punto di

app licazione.

Dunque,possiamo calcolare le matrici jacobiane dei cambiamenti di

coordinate, relativamente ad un sistema di coordinate cartesiano e

sferico.

Concludiamo, calcolando i simboli di Christoffel , i quali non so-

no tutti nulli poiché le basi, indotte da tale sistema, non sono cGstanti.

- - -6.2.1. DEFINIZIONE Sia o e E un punto di E. Sia B={e l ,e
2

,e
3

} una
base ortonormale ordinata di E. Sia S c E il semipiano

S = {p e E / (p-o).è2 = o '(P-O).èl~ o} .

Dicesi SISTEMA DI COORDINATE SFERICO individuato da (o,B) l'appll

cazione

(r,e, T)

dato da

E - S ->
3(0,00) x (0,n)x(0,2n) c fR
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r(p) - IIp-oll

e(p) - arcos [ (p-o).e/llp-oll]

t
arcos [ (p-o).el/llp-oli ]

t(p) - arcos [ (p-o).e/Ilp-oll] ,VpeE-S .-

6.2.2. Dare l'espressione esplicita delle curve coordinate in que

sto sistema è alquanto difficoltoso. Al riguardo il lettore può legg~

re 6.5.2.

6.2.3. Diamo ora, le relazioni che legano le funzioni coordinate dei si

stemi cartesiano-sferico.

PROPOSIZIONE

E'

I
/x2 2 2x = r senecos.. I r = x +y +z

y = r senesen't e = 1x2 2 2arcos(zl x +y +z )

!xV't =!arcsen(yl x +y ) se x>-o
. z = r cose l arcsen( -Yllx2+y2 ) se x ~ o -

6.2.4. Utilizzando le precedenti relazioni, esplicitiamo ora le ma

trici jacobiane dei cambiamenti di coordinate relativamente alle basi

indotte da tali coordinate. Si fa osservare che, con abuso di linguag

gio, si è indicato le funzioni coordinate e le curve coordinate con la

stessa notazione.

Dunque, è



- Z24 -

/dr. x dS.X d'P' X \ I senecos.- r cos 8COSy -r sen8sen f \l

(J 1Z) p(3r.y de.y d'f'Y i ( senesen]> r C,JS8Seny r senecos .. l,
'''p. z r )ar.z d e, Z cose -r sene o

(

dX' r

~ dX. e

ax·f

dy.r

dy. e

dy· •

dZ r \ (senecos r senese'n l'

dz:e )\ = cosecosf/r cosesenr/r

dZ.~ -senr/r sene cos?/r sene

Conseguentemente, osservato che è
-l

= (J
1Z

) , abbiamo

Z
= r sene

di

Z
det(J

Z1
) = l/r sene

6.Z.5. Siano {lir,lie, or} e {Dr,De,D'f} le basi, indotte da (r,e,f)

-li'
E e E , l'una duale dell 'altra.

Possiamo riscrivere le relazioni, date in 5.9.1., nei siste

mi di coordinate cartesiano-sferico.

Allora, è

or=(dr.x)el+(dr.y)ez+~ r.z)e3=sene(cosrel + sengez)+cosee3

Oe=(d e.x)e1+(d e.y)e
2

+(d 8.z)e
3

= r{ C093( cos'fe
l

+ sen'fe
z

) - sene e)

0~=(d~.x)el+(d~.y)ez+(df.Z)e3= r sene(-senyel+cosrez)

l) L'indice l di J1Zè riferito al sistema di coordinate cartesiano; in

vece l'indice Z è riferito al sistema di coordinate sferico.
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( (ax. r).!:
l 2

(az.r).!:
3 = sene(cosr.!:l 2 3Dr = + (ay.r).!: + + sen~.!: )+cose.!:

I l 2 3 l 2 3! De = (ax.e).!: + (ay.e).!: + (az.e).!: =l/r[ cose(cos~ .!: +seno .!: )-sene.!: ]I
'.

f el=ox=(ax.r)or+(ax.e)oe+(ax.")o~ =COS'r(sene or+cose/r oe)-sen~/r sene o~

, -
\ e2= oy=(ay.r)or+(ay.e)oe+(aY''1')o~=sen<r(seneor+cose/r oe)+cos,!,/rsene OT

!
~ e3= oz=(az.r)or+(az.e)oe+(az.~)o.= cose or - sene/r oe

le =

2
e =

3
\.!: =

Dx=(ar.x)Dr+(ae.x)De+(a".x)D~= cos~(sene Dr+r cose De)-r sene sen~D,

Dy=(ar.y)Dr+(ae.y)De+(all'.y)D'l' = sen'l'(sene Dr+r coseDe)+ r sene cos"D

Dz=(ar.z)Dr+(ae.z)De + (aT.z)D~ = cose Dr - r sene De.

6.2.6. Dunque, è

Ilorll - (or· or)~ =

Il oe Il - (oe· oe)~ = r

- 110<> Il - (Of .o~)~ = r sene

con la relazione d'ortogonalità della base (or,oe, or)

or· oe = or· o~ = oe • &1' = o
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In termini matrici ali , è

o o

(gi j )
2

= o r o

2 2
o o r sen e

o

o o

Facciamo, allora, le seguenti osservazioni.

a) E'
-l

= (g .. )
1J

b) E'

2/ det(g .. ) = r sene,
1J

2
= l/r sene

6.2.7. Tenendo presente l'uguaglianza di Christoffel

diamo, dei 36, i 9 simboli di Christoffel non nulli. Il lettore farè

un utile esercizio verificandone i risultati.



- r

- 2&7 -

2
= r sen 8 1/r

2 1
28

3 3
1/rf 33 = - - sen f

13
= f 31 =

2

Dunque, poiché fj,hk
i

è anche- 9j / hk

3
f

32
= cos8/sen8 .

f 1 ,22=-r f 1,33
2

= r sen 8

f 2,33

2
r

= - -2- sen 28
2

= r sen 8
2

r
f 3,23 =f 3,32= 2 sen2e ,



3. SISTEMA DI CDORDINATE CILINDRICO

O Sia E uno spazio affine euclideo di dimensione 3.

Il sistema di coordinate che andiamo a definire, detto cilindrico, è

un "misto" di quello cartesiano e sferico. Si fa uso di tale sistema per

lo studio di problemi a simmetria cilindrica.

Il sistema di coordinate cilindrico, come quello sferico, non è defi

nito in tutto lo spazio, altrimenti una sua funzione coordinata (~) non

sarebbe continua.

Si osservi poi che le basi, indotte da questo sistema, non sono costan

ti.

Dunque, possiamo determinare tutti i simboli di Christoffel non nulli.

Inoltre, precisate le matrici jacobiane dei cambiamenti di coordinate,

relativamente ad un sistema di coordinate cartesiano e cilindrico, possia-

mo scrivere le relazioni che legano gli elementi delle basi, indotte da

questi sistemi.

-6.3.1. DEFINIZIONE Sia o e E un punto di E. Sia B = {e1,e2, e31

una base ortonormale ordinata di E. Sia S c E il semipiano

S _ {p e E / (p-o)'e
2

= o , (p-o)' e
l

~ 01.

Dicesi SISTEMA DI COORDINATE CILINDRICO individuato da (o,B), l'appli-

cazione

data da

(p ,-: ,z) 3
E - S ~(o,oo)x(o,2n)x(-oo,oo)c R
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,- li - 2 - 2p(p) " [(p-o)'e l ] +[ (p-o)- e21

'j'( p)
arcos [ (p-o).el/1Ip-oll ]

-
arcos [ (p-o)-e/llp-oll ]

z(p) - (p-o)'e .
3 -

6.3.2. Dare l'espressione esplicita delle curve coordinate in questo

sistema è alquanto difficoltoso. Al riguardo il lettore può leggere

6.5.3 ..

6.3.3. Diamo ora le relazioni che legano le funzioni coordinate dei

sistemi cartesiano-cilindrico e cilindrico-sferico.

PROPOSIZIONE

E'

se x ~ o

x = pcose

y = psene

z = z

Inoltre, è

p = !x2+/
!22arcser(yI Ix~+y~)

'1" .

arcsen(-YI!x2+y2)

z = z

p= r sen9, '1'= 'f, z = rcose

se x:" o

6.3.4. Utilizzando le prime due relazioni precedenti, otteniamo le

matrici jacobiane dei cambiamenti di coordinate cilindriche-cartesiane

relativamente alle basi indotte da tali coordinate. Si osservi che, con

abuso di linguaggio, si è indicato le funzioni coordinate e le curve coor
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dinate del sistema (p,t,z) con la stessa notazione.

f'
k.X az.X \ ( cos'-\, -pseny o \\

(J 13 ) ap .y a'f.y az.y . =
\s:n?

pcos 'c
O)

n.z)

,

ap . z a1" z o

aX.p ay.p az.p , cos T sen ~ o ,, ,
\

I \.
1) ax. " ay. '!' n 'r =

,
-seny/p cOS<f/p o

(J 31 )
,

,
, ò x~ z ay. z az.Z o o /

Conseguentemente, osservato che è(J
31

)

det(J
13

) = p ,

det(J
3l

) = l/p.

- l
= (J

l
) , abbiamo

di

6.3.,5. Siano {6p, 6",,6z} e {Dp, D'!',Dz} le basi, indotte da (p,'!',z)

- -*E e E , l'una duale dell 'altra.

Possiamo riscrivere le relazioni, date in S.i. 1. , nei siste

mi di coordinate cartesiano-cilindrico.

Allora, è

l) L'indice l di J
12

è riferito sempre al sistema di coordinate cart~

siano; invece, l'indice 3 è riferito al sistema di coordinate cilindrico.
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(op=(ap.x)é l +(ap.y)é2+(ap.z)é3 = cos'fe l + sen'f é2

~ of=(a'f. x)é l+(a'f.y)é2 + (af· z)é3 =p(-sen'fél + cosfé2)

I - -l. oz=(az.x)e l + (az.y)e2 + (az.z)e3 = e3

\ DP=(aX'P)~~

~ D1'= (ax. 'f )~

lDZ=(aX.Z)~l

2 3+ (ay.p)e + (az.p)~ = cos'f~

2 3 2.
+ (ay.'f)~ +(aZo<f)~ +coS<j'e )

2 3 3
+(ay.z)~ + (az.z)~ = ~

2
+ sen'l'~

\ él~x=(ax.p)op+(ax.~)O'f+(ax.z)oz = cos~op- sen'f/p 01'

i e2=oy=(ay.p)OP+ (ay.~)o~ +(ay.z)oz= sen'l'0p+ COSf/p 01'
\
i -
\e3=Oz=(az.p)OP+(az.,\,)0,\, +(az.z)oz = oZ = e3

l
~ =Dx=(ap.x)Dp +(a'f.x)D'1' +(az.x)Dz = cos'\' Dp -psen1'D'f

I
/ ~2=Dy=(ap.y)Dp+(a'f.y)D'1'+(aZ.y)DZ = sen'T' Dp + pcos'1' Dr
ì
j 3 3
l~ =Dz=(ap.z)Dp+(a'l'.z)D'f+(az.z)Dz = Dz = e .

6.3.6. Dunque, è

- Il op Il = (oP' op) ~ =

- Il 0'1'11 = (o'f • o,?) ~ = p

- Il oZ Il = (oz oz)~ =

con la relazione d'ortogonalità della base (op, 0'1"oz)
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OP • o'f=op • OZ= 0'1' 'OZ = o

In termini matriciali, è

(g .. )
l J

o

o

o

Facciamo, allora, le seguenti osservazioni.

- E'

E' /det(g .. ) = p,
lJ

lciet(gn)= l / / det(g .. ) = l/p
lJ

6.3.7. Nel sistema di coordinate cilindrico, i simboli di Christoffel

non nulli sono 3. Più precisamente, è

l
1'22 = - p

Dunque, anche

2
l'

21
= l/p

1'2,12 = ['2,21 = p .
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4 SISTEMA DI COORDINATE POLARE ( dim E = 2)

O Sia E uno spazio affine euclideo di dimensione 2.

i sistemi di coordinate sferico o cilindrico, ristretti al plano

equatoriale, danno luogo ad un unico sistema di coordinate, detto p~

la re.

- -
6.4.1. DEFINIZIONE Sia o € E un punto di E. Sia B 'Ole

l
,e

2
1 una

-
base ortonormale ordinata di E. Sia

s ={p € E / (p - o)· e
2

= o

s c E la semi retta

,(p-o)' e l , > al

Dicesi SISTE~1A DI COORDINATE POLARE individuato da (o,B), l'appli-

cazione

data da

(p,.):E-s 2
+(0,00) X (0,2n) c IR

arcos [(p-o)'e/lip-oll ]

arsen [(P-o)'€;2 IIp-oll]

6.4.2. Dunque, è

x = pcos?

y = psen '"

_. 2
o = Ix 2

+ y
12 2

arcos (x / Ix + y

~ arqen(y; !x2 + i

6.4.3. Allora, le matrici jacobiane dei cambiamenti di coordinate
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cartesiane-polari, relativamente alle basi indotte da tali coordinate,

sono

I op. X

-'=\ aD .y

a .x ,
\
i =a .y I,,

,I cos

\ sen

-psen

pCOS I

l ax. p

~-, ax.
ay. p .)

dy· .
=

I COS
(
\ -sen/
\ p

sen

cos/ p

. l
Conseguentemente, osservato che è (J

21
) = (J

12
), è

det(J
21

) = l/p

6.4.4. Siano (op, o ) e {Dp,D} le basi ,indotte da (p,), di E

e di -"E , l'una dua l e de 11 'a ltra.

Allora, le relazioni 6.2.5. e 6.3.5. si riducono alle seguenti l) .

6p = (ap.x)e
l

+ (ap.y)e
Z

= cos,' e
l

+ sen'( e
Z

-S" = (a~.x)el + (a,;,.y)e
Z

= o (-sen,e
l

+ cosfe
Z

)

Dp (ax.O!~
l

(ay,p )~
Z l Z

= + = COS .. € + sen '. €

(ax. )~
l

(ay.,·)
2

l/o(-sen" ~
l 2

D.. = + € = + cos~, ~ )-

l) Si osservi che, con abuso di linguaggio, si è indicato le funzioni

coordinate e le curve coordinate su E con la stessa notazione.
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el =ox = (ax.p)op+ (ax.'1')o;-= cos'fop - seny/p o~

6.4.5. Dunque, ricordiamo che è

Il op Il - (op . op)~ = l

- Ilocdl - (o r . o\)~ = p

con la relazione d'ortogonalità della base (op,~)

op . 6 ~ = o
I

In termini matrici ali. è

l
,
" o

o
2

p

Dunque, è

-l
= (g .. )

lJ

- / det(g .. ) = D
lJ

/ det(glJ) = l/p

6.4.6. Concludiamo questo paragrafo ricordando che i simboli di

Christoffel sono quelli dati in 6.3.7.dove, appunto, manca la terza

coordinata.
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RAPPRESENTAZIONE DEI SISTEMI DI COORDINATE (dim E 3)

o Diamo ora una rappresentazione grafica dei tre sistemi di coordi-

nate, individuati da (a,B), specificando così le relative funzioni e cur
-

ve coordinate. Concludiamo indicando le basi per i vettori di E,indotti

da tali sistemi.

r•

(::l" r l- ,,~ .

o ?---1~.'-t__. "_
'-)., -;'.1".,

. .l.
I.l - ~ l' -( )

- Le funzioni coordinate x,y,z assumono valori costanti su dei piani.

- La funzione r assume valori costanti su delle sfere, e su dei coni

e 'f su dei semi pi ani.

La funzione p assume valori costanti sulle superfici laterali dei ci

lindri.

Intersecando queste"superfici" otteniamo

dinate.

6.5. l. Si s tem a di coordi nate cartesiano

"sostegni" delle curve coor

- La curva coordinata c. (Vl' i' 3) ha per sostegno la retta parall!
l p

la ad e passante per p.

6.5 .2. Sistema di coordinate sferico

- C, ha per sostegno la semi retta uscente da o e passante per p;
'p
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- C
2
p ha per sostegno la semicirconferenza di raggio r(p),centro

o e passante per p,

- C
3
p ha per sostegno la circonferenza (escluso un punto) di raggio

p(p), ortogonale ad e
3

e passante per p.

6.5.3. Sistema di coordinate cilindrico.

- c Pl
ha per sostegno la semi retta ortogonale ad e3, uscente da un

punto della retta (o,e
3

) e passante per p;

- c2p ha per sostegno la circonferenza (escluso un punto) di raggio

p(p), ortogonale ad e
3

e passante per p;

-c P3
ha per sostegno la retta parallela ad e3 e passante per p.

6.5.4. Diamo, infine, una rappresentazione grafica per le basi

{or,M,o'!' J e (op,o'j',ozJ, indotte rispettivamente da (r,e,'l') e(p",z).

,
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