
CAPITOLO Il

ElEMENTI DI TEORIA

2.1. FORMULE VARIAZIONALI

DELLE GEODETICHE

Sia M . .., .
una varleta rlemannlana

(.)
completa.

2.1.1. DEFINIZIONE. Diremo che un'aeplicazione w: [a,b ] + M è un

cammino differenziabile a tratti se esiste una suddivisione a = t <t < ... <t =b
o l k

dell'intervallo [a,b] tale che w sia continua in [a,b J e differenzia-

bile sui segmenti [ t., t. l]
l 1+

• •per ognl l.

Denotiamo con n(p,q;M), o semplicemente con n quando non sorgono •equlvo

ci, l'insieme dei cammini differenziabili a tratti w: [a,b J + M tali che

w(a) = p e w(b) = q.

Ad possiamo dare una struttura di spazio metrico ponendo

b

d(w
l
(t),w

2
(t)+ (f (1IW1(t)II-IIW2(t)II)2dtJ!

a

con la topologia indotta da d'assomiglia ad una varietà di dimensione

infinita. Ci proponiamo di trasportare a questa situazione le tecniche classi

che dello studio dei punti stazionari per le funzioni reali differenziabili

definite su una varietà (di dimensione finita).

(u)
•

Sia F : n .. una funzione continua. Per definire il differenziale di

F cominciamo con l'introdurre qualcosa di simile allo "spazio tangente".

(.) Da questo momento consideriamo sempre varietà complete.

(••) Indichiamo, al solito, con d la distanza indotta in M dalla struttura

• •rlemannlana.
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2.1.2 DEFINIZIONE. a) Sia w. n ; è naturale definire curva in n passan-

~r w o variazione di w (mantenente gli estremi fissi) una aEplicazio-

ne continua

n : ( -E,. E ) X [ a, b J ... M

tale che, se indichiamo con s la variabile in (-E, E) e t guella in

[ a,b ] e se {t,l, O è
l l c , •••• ,k

una suddivisione di [ a, b ] 'pc;:e.=.r-..::c:..:u:..:i_

Wl [t t ] risulti differenziabile, si abbia:., , l -1 1+

l) n(O,t) = w(t)

2) n l ]
(-E ,E) X [t. ,t, l

1 1+

3) n(s,O) - p n(s,l) = q

per ogni t ~ [ a,b ]

è differenziabile per ogni i = 0,1, .. ,

per ogni s C (-E, E).

b) Naturalmente il "vettore velocità di

.po variazionale sarà il campo di vettori dato da

•n ln w" o cam­,

an
W(t) - (-::":as=--)(o,t) = (dn)(O,t) ( as ) •

c) Per •spaZlO tangente a •ln intenderemo

lo spazio vettoriale dei campi di vettori W continui lungo w differenzia­

bili sugli intervalli [t. ,t. l J i = O, ••• ,k-l tali cioé che
l 1+

E, r (w I
[t"t. l])'

l 1+

OSSERVAZIONE: 1) Dato W E T n
w

, . .
eSiste una varlaZione a di w tale che

(.) Le notazioni sono le stesse della definizione 2.1.1.
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aa
as )(o.t)· 3asta coasiderare a(s.t) - eXPw(t)(SW(t».

•
2.1.3. DEFINIZIONE.Diremo differenziale di una funzione F:Q + Il. •1n w-

l'apylicazione (dF)
w

•• T Q +
w

definita ponendo

(dF) (W) • [
w

d (F(a(s»)]
ds s = o

(1)

dove a è una variazione di w avente W come campo variaziona1e e a(s)

è la curva, a(s)(t) = a(s.t).

Osserviamo che a priori il differenziale di F così definito (che in-

dicheremo anche con può non esistere o comunque potrebbe dipendere da

che non è

F )•
univocamente determinata da W. In ogni caso però la seguente

definizione. che è poi quella che ci interessa, è corretta.

2.1.4. DEFINIZIONE. Diremo che è critico p~e~r__~F__~s~e~per ogni va-
• •r1aZ10ne di- F(a(s» è una curva differenziabile in Il. e-

[ d

ds
F(ii(s»] = O

s·o

Ritornando al concetto di variazione. possiamo generalizzarlo nel modo

seguente.

2.1.5. DEFINIZIONE. a) Sia B
n

= {u • Rnj I lui I < E}; diremo variazione
E

n-dimensionale di •1n un' aeplicazione •cont1nua

tale che

a : B
n

x [ a, b J + M
E

per ogni t t [a.b]1) a(O.t) - w(t)

2) a(u.O) = p a(u.l) = q •per ogn1
n

u.B
E

x [ t .• t. 1]
1 1+

è differenziabile per ogni i • O••••• k-1.

d
(1) Se F(a) : (-E. E) + Il. è differenziabile. (F(Ci» H ( ) R.ds s·o F w
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b) Se- sono coordinate in si definiscono

i campi variazionali di

W.(t) - (
l

(l CL

aX.
l

)
(o, t)

• (cl CL) ( ) (o,t
a )

alli •

Possiamo definire a questo punto l'analogo della "derivata seconda".

2.1.6. DEFINIZIONE. Siano
•

w ,w «T n
1 2 w

e-
2

CL : B x [a,b ] ~ M
E

una va-

riazione di dimensione due tale che W.(t) = (
l

Poniamo allora

F (W, W
2

) = (
•• 1

2
a F(1i'(X1,X2»

aX
1

aX
2

aCL )
ax. (o, t)

l

) (0,0)

(Anche qui vanno fatte le riserve già avanzate nel caso di F ).•
Vogliamo ora cercare delle forumu1e esplicite per F e F• •• nel caso che

F sia la funzione lunghezza o energia. Ricordiamo che si definisce, per w f Q

b k-1 t.
L(w) = J Ilw(t)11 dt = .E t+1 llw (t) Il dt

1=0
a t.

l

b
k-12 t. 2

E(w) = J Ilw(t)11 dt = .E t+1
1Iw(t) Il dt.

1=0
a t.

l

E: Q ~ R

definita

2.1. 7. LEMMA.

dalla distanza d'

è continua rispetto alla topologia indotta

11 '' .. d' f (..)a lnlzlo l questo paragra o.

su

(-) Come nel caso l-dimensionale, la formula CL(x
1

,x
2
,t) • eXPw(t) (x

l
W

1
(t) +

+x
2

W
2

(t» ci assicura l'esistenza di almeno una tale variazione.

(..) Questo l~mma giustifica l'introduzione del termine integrale nella defi-

nizione di d' rispetto alla solita definizione che contiene solo il ter-
•mlne

valenti.

sup d(w (t), w
2
(t». In ogni caso le due topologie sono equi-

t t [a,b] 1
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Dimostrazione. Tenendo presente che

si ha

se w , n

..
IE(Wl) - E(wz)1 ~ 1\

o.

cioé E è continua in ogni wl-.

2.1.8. LEMMA. La funzione

me delle geodetiche minimali.

E assume i suoi minimi relativi sull'insie-

- (b - a) E (w)

1 b 2 b
dt}<Illwll dt I dt

-o. 4- -

e vale l'uguaglianza se e solo se w - .e parametr1zzata con parametro propor-

zionale alla lunghezza d'arco (cioé I I~I I - cost).

Supponiamo che y sia una geodetica minimale da w(a) - p a w(b)· q

E(y) -
2

L (rL.
(b-a)

<-
2

L (w)
<

(b-a)
E(w). Quindi E(y) è minimo per E. Inoltre vale

il segno di uguaglianza se e solo se w è anch'essa una geodetica minimale ••

Vogliamo ora studiare i cammini critici per le funzioni E ed L. Suppor

remo tutti i caJmlini parametrizzati in [0,1) .

2.1.9. TEOREMA. (l~formula vari azionale) • Sia w~ n (p,q;M) e

a :(-E,E) x [0,1 ] + M una variazione di w con vettore variazionale

Ovviamente /:, w + O solo nei punti in cui w non è Cl e quindi (w
t

a tratti) in un insieme finito di punti.

..
è C

aa

Ii(t) = <-a-s-') (O, t) . Sia /:,
t

o

•w • w(t +)-w(t -) - lim ~(t)-lim w(t) . (-)
o o t +t+ -

o t + t
o
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Risulta allora

l
2

[ dE(5(s»
ds

l
] = - E (w(t), à w(t» + I

8·0 t t
O

~(t) , •

l

Dimostrazione.
l [ d E(a(S»] _ l [ d (I aa aa) dt) ] -

at '2 cl S SDO 2 ds o at s=o

1 l 1
l [I a ( aa aa )

] sco=
l [I 2( o aa aa)dt] _ [I (a~ aa aa)dt]= at dt2 as at' 2 ds at' at s-o as 'at 900

O O O

integriamo allora per parti ricordando che

a
at (

aa
as'

o aa aa
- (-""'--="::'

at as' at
) + (

a a
a s '

o
at

e quindi

l
d E(5(s»] • U a (
ds s=o at

o

aa
as'

1
aa )dtJ _[J(aa,
at sco as

o

o aa)d
at at t ]s=o -

- E. [(
1.

aa
as'

aa) Jt i +l l o l
at s-o -I(w(t) ,....=.- w(t)it = -E (W(t) ,à w(t»-I(W(t>; dO W(t»dt ••

t. dt t t t
l o o

2.1.10. COROLLARIO. w f a è
• •

cnt~c:? J'er E se e solo se w è Ima geodetica.

Dimostrazione. Chiaramente se w iF una geodetica à w(t) - O
t

•per ognl

t~[O,l] e D w(t) _ O
dt

e quindi per ogni variazione a risulta

[ d E (a(s»] = O
ds a=o

e quindi w è critico per E.

Viceversa supponiamo che w sia un cammino critico per l'energia; se •w è

La sommatoria va estesa a tutti i t •per CUl •
à w '" O.

t
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consideriamo una funzione C~f: [0,1 ] ~~

tale che f(t.) - O, f(s) > O se s; t .• Consideriamo una variazione a
1 1

di w associata al campo di vettori
~ ..e cr1t1CO:

f (t)
D

dt
w(t); risulta, poiché w

O =
l

2

l

I :s E(à(s» Js=o = -f f(t) I I ~t
o

2
w(t)11 dt

e quindi
D •

w(t) - O negli intervalli
dt [t. ,t. l J e w è una geodetica

1 1+

su tali intervalli. Scegliamo ora una variazione -a tale che r aa .1
l---:rs-J -O (t. )­s l

= li
t.

1

•w(t.) •
1

Avremo

O - ~ [ d E(n(s» J
ds s=O

= E l/Il Òl(t.)//2
t. t. 1

1 1

w(t. )
1

da cui Il W(t.) - O per ogni
t. 1

1

della geodetica per ogni

i e quindi la tesi segue dall'unicità

con velocità

OSSERVAZIONE: 2) Notiamo come il valore di [ d
ds

•eS1ste

e non dipende dalla variazione ma soltanto dal campo variazionale W(t)-

= ( aa
as ) (O, t)

e quindi resta ben definito indipen-

dentemente dalla riserve formulate per la definizione 2.1.3 ••

2.1.11. TEOREMA (2-formula variazionale). Sia w E- il, a • B
2

x [ 0,1 ] ~ M•
E

• • • (
aa

(
aa

) (O, t)
una Var1&Z10ne a due parametr1 e Wl = ax

l
)(O,t)'W2 - aX

2

i campi variazionali associati. Se w è una geodetica risulta
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2

~ (---ax~:~ax2E(a(Xl'X2»)(O'O)=

f, D
t dt

1

wl(t» - !(W2(t),
o

D

2
dt

Dimostrazione. E' un calcolo analogo a quello fatto per la l-formula

variazionale. Notiamo soltanto che interviene il tensore di curvatura R

poiché dobbiamo usare, durante il calcolo, non solo la 1.1.9. ma anche la

1.3.2•••

OSSERVAZIONE. 3) Notiamo che
1

2

2

(a E(a(x
l

,x
2

» dipende non da
ax

l
ax

2

a ma solo dai campi ( aa )
Wl ~ aX

l
(O,t)

aa
e W

2
- (-=--')

aX
2

(O,t)'

Considerata ora la geodetica y ~ n, definiamo un operatore:

EY : T n x T n
.. y y

ponendo

2
dt

D
- E (W

2
, f,

t t dt

y
E••

2.1.12. COROLLARIO. E è simmetrico e bilineare •••
Dimostrazione. E è chiaramente bilineare; inoltre è simmetrico••

in quanto per la 2.1.10. si può interpretare come derivata seconda mista ••

(.; Spesso scriveremo solo E••
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La 2A formula variazionale permette inoltre di provare il seguente

2.1.13. COROLLARIO. Se y- è una geodetica minimale da y(O) = p a-
y(l) = q allora E't è semidefinito positivo •••
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2.2. PUNTI DI TAGLIO E PUNTI CONIUGATI.

Abbiamo visto come una geodetica minimizzi localmente la funzione lun-

ghezza e quindi l'energia. D'altra parte (globalmente) una geodetica non

è in generale una curva di lunghezza minimale tra tutte le curve che con-

giungono due dati punti; abbiamo in particolare visto che condizione ne-

cessaria affinché ciò avvenga è che risulti semidefinito positivo.

Lo scopo che speriamo di raggiungere in questo paragrafo è, fissata

una geodetica y : [O,~) ~ M uscente da un punto, percorrere y e vede-
re quando e perché cessa di essere minimale.

Sia X • T M, Il X Il = l. Poniamo
p p p

m(X ) = sup {t, R U{~}1 t ~ exp (tX )
p o p p

è minimale tra p ed exp (t X)}.
P o P

2.2.1. DEFINIZIONE. Diremo punto di taglio lungo la geodetica

t * y(t) - exp (tX ), t ~ O, rispetto a p
p p

m(X )E IL
p

il punto exp (m(X )X )
p p p

se

Diremo anche che m(X)X E T M è il punto di taglio rispetto a p lungo
p p p

il raggio {tX }
p t > O.

In generale è utile avere un procedimento analitico per la determinazi~

ne di m(X ).
p

Abbiamo visto come una geodetica minimale è tale che E••
•n-
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sulta semidefinito positivo. D'altra parte la 2-formula variazionale mostra

che, a meno del termine di discontinuità, E ha per nucleo vettori che so~
"lO

disfano la condizione J" + R(w,J)w = O Questo ci suggerisce la idea di cer-

care una stima di m(X) mediante campi di vettori lungo w verificanti una
p

tale equazione.

2.2.2. DEFINIZIONE. Diremo che un campo di vettori J lungo una geodeti­

ca y è un campo di vettori di Jacobi se

J" + R(y,J)y m O

Prima di discutere anche le più elementari proprietà dei campi di Jacobi

diamo una proposizione che chiarisce un po' quanto sopra affermato.

2.2.3. PROPOSIZIONE. Sia y : [0,1 ] ... M una geodetica; J f r (y) un

campo di Jacobi non identicamente nullo e tale che J(O)=O, J(t ) = O
o

g,ualche t E(O,l). Allora y non è minimale.
o

Dimostrazione. L'idea è di costruire, partendo da J, un campo di vettori

"J t r (y)
- ..,

tale che E (J,J) < O.
"lO

Indichiamo con J
l

il campo così definito

-

-
t < l

-
t <
o-

O < t < t
o

O

J(t)
=\ (t)

J
l

è allora un campo differenziabile a tratti e J' è discontinuo solo in
l

t .
o

Essendo

•
~n t

o

J(t) la soluzione di un'equazione

e non identicamente nulla, risulta

differenziale del 2° ordine,

J'(t -) = J'(t ) ,; o. (..)
100

nulla

(.. ) Riprendiamo l'argomento in seguito.
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Sia ora X, r (y) di classe C= in [0,1 ) e tale che X(O) = X(l) = O

\\J'(t -)\\
l o

e

-
J~(to )

X(t ) = -=-----:::.--­
o

. Sia ancora
N

J (t)
-l

= c J - cX
l

con
+c, R . Risul-

ta allora

l ,.. N

- E (J,J) - -(-cX(t ),
2 aa o

l
-l - J -l (. ).) d-c J' (t »- (c J -cX,-cR y,X Y t =

l o l
o

l
= - l - J (J

l
, - R(y,X) y)dt -

o

Ma

2 l
c J

o

• •(X,R(y,X) y)dt.

l
lJ (J

l
, - R(y,X)y)dt = 2

o

(:, X ') =
t

l

2
- l

Scelto c tanto piccolo che
2

1
I c J (X,R(y,X)y)dt I < 2

o

risulta
N N

E (J ,J)
aa

< O da cui segue che non è un minimo per E, quindi per L'I

Visto allora come i campi di Jacobi (ed in particolare i loro zeri) ci pos-

sono essere utili in quanto vogliamo fare, diamo alcune definizioni e propri!

tà elementari.

Sia y : [0,1 ] ~ M una geodetica.

2.2.4. DEFINIZIONE. Diremo che y(t) è coniugato a y(O) lungo y se
o

esiste un campo di Iacobi J, non identicamente nullo,tale che J(O) = O

è di Jacobi a tratti e quindi la parte integrale va a zero.

(a) E-­
(a.) J

l

m

è simmetrica. Inoltre X è C •
cont~nua.
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J(t ) - o.
o

OSSERVAZIONI: l) Dalla 2.2.3. segue che il punto di taglio lungo y

precede sempre il primo punto coniugato a y(O) lungo y. In questo se~

so la posizione del primo punto coniugato ci dà una stima per eccesso di

m(y(O».

2) Per i soliti teoremi sulle soluzioni delle equazioni

differenziali ordinarie un campo di Jacobi J. r (y) è univocamente de-

terminato dalle condizioni iniziali J(O) e J'(O). Pertanto lo spazio

vettoriaIe dei campi di Jacobi lungo y ha dimensione 2m.

3) Se

po di Jacobi lungo y.

(a, b) (
2­

R - {(O,O)}, (at + b) è un cam

4) Se p è coniugato a q lungo y, allora q è coniu-
gato a p lungo y percorsa nel verso opposto. Analogo discorso si può

fare per i punti di taglio.

Diamo ora una caratterizzazione più geometrica dei campi di Jacobi.

2.2.5. DEFINIZIONE. Se- y: [0,1 ] + M è una geodetica, per • •varlaZlO-

ne di attraverso geodetiche intenderemo un'aEglicazione differenziabile

Cl. : (-E,E) x [ 0,1 ] + M tale che

l) a(O,t) = y(t)

2) a(s ,t) è una geodetica
o

Vtfò[O,l]

Y s .. (-E, E) •
o

2.2.&. PROPOSIZIONE. -,U",n=--,c""ampo di •vettorl. J" r (y) è di Jacobi se e

solo se esiste una variazione a di y attraverso geodetiche, tale che

J(t)
aa

= ( as )(O,t) = (da)(O,t)

Dimostrazione. Se a è una variazione come in 2.2.5. risulta
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,
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D

dt

D

ds

aa aa
+ R(~-,""':";'-')

as

=
D

ds
D

dt
- O (t ... a(s ,t)

o
è una geodetica).

Viceversa, s~a J un campo di Jacobi lungo y ed li un intorno di y(O)

tale che due suoi punti qualsiasi siano congiungibili dA un'unica geodetica

di lunghezza < E . Consideriamo o > O tale che y(t) ~ li e,se t~[ 0,0 ~,

sia c: (-E,E) + li una curva tale che c (O) = y(O) e é (O) = J(O)
o o o

e cl (-E,E) li tale che cl(O) = y (o) e é
l

(O) = J(o).

Se V's ~ (-E,E) • ha che a(s) [O, o ] -+-M - l'unica geodetica di lun-s~ • e•

ghezza • di congiungente ( s) cl (d), otteniamo • •mlnore C e una varlaZ1O-
o

ne di
Y[O,oJ attraverso

(li)
geodetiche a : (-E,E)X[ 0,0] -+- M ponendo

o.(s,t) = a(s)(t).

Proviamo ora che un campo di Jacobi lungo

terminato dai suoi valori in 0, e o.

è univocamente de-

Infatti se ":l(y) =
•

{J E r (y) IJ è di Jacobi} consideriamo l'applicazione

data da r(J) = (J(O),J(o». Chiaramente r è lineare; inoltre l'argomento

precedente permette, fissato J(O) e J(o), di costruire la variazione a

tale che
aa

(as )(0,0) - J(O) e
aa

( as )(0,0) = J(o).

(li) a è differenziabile poiché le geodetiche suddette dipendono differenzia-

bilmente dai dati iniziali.
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è un campo di Jacohi (per la l~parte della proposizione) e

r« òa
òs ) (O,t» = (J(O) , J(o» e quindi r è suriettiva.

Essendo gli spazi J(y) e T x T
y(O) y(o)

entrambi 2m-dimensionali ne

segue che r è un isomorfismo e ciò prova l'asserzione.

Estendiamo allora a ad una variazione definita in (-E,E) x [ 0,1 J
(ricordiamo che M è completa). Il campo variazionale - ,..

COS1 ottenuto, J •

è allora un campo di Jacohi lungo y e per quanto sopra visto coincide

[0,0 ]. '" '"con J in In particolare J(O) = J(O) e J' (O) = J' (O) .Ne se-
~

gue dunque J(t) = J (t) ••

Risulterà estremamente utile in seguito la seguente caratterizzazione

dei punti coniugati.

2.2.7. PROPOSIZIONE. Sia y: [0,1 ] ... M una geodetica. y(t )
o

- .e conlU-

gato a y(O) lungo y se e solo se expy(O) è singolare in •t y(O).
o

La dimostrazione è a questo punto un facile esercizio ricordando le conside-

razioni fatte per ottenere la 1.3.4.

2.2.8. DEFINIZIONE. Sia y(t) coniugato a y(O) lungo y. Diremo che
o

w(t) è coniugato di ordine k se lo spazio vettoriale dei campi di Jacohi
o

lungo y che si annullano in O e- t
o

ha dimensione k. Questo equivale

in termini della 2.2.7 al fatto che I<er (dexpy(O)\ y(O)
o

ha dimensione k.

A priori l'ordine di un punto coniugato soddisfa la relazione l < k < m-
poiché m è la dimensione dello spazio vettoriale dei campi di Jacohi nulli

in un punto.
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Ma abbiamo osservato che •
t Y(t) è un campo di Jacobi, lungo

y e si annulla soltanto in t= O. Quindi esistono al più m - l

campi di Jacobi indipendenti che si annullano in 2 punti distinti.

Esempi. 1) Consideriamo R
m

con la metrica usuale. l campi di

Jacobi lungo le geodetiche {tX} O sono allora le soluzioni dell'
t>-

equazione x"(t)=O e quindi non si annullano che in t = O. Non esi

stono dunque coppie di punti coniugati.

2) Sia M una varietà di dimensione m e tale che la

curvatura sezionale ~ sia costante per ogni 2-piano del fibrato

tangente ad M.

Facendo uso delle proprietà di simmetria del tensore R è facile

vedere che risulta

2.2.9. (R(X,Y)Z."W) = «X,Z)(y,W) - (Y,Z)(X,W) K.

Siano allora y : [0,-) ... M una geodetica, {P.}.
11.-1, ......• m

una

base ortonormale in e {P.()L l
l t l = 'o •.•.• ,a

la base in

go y.

ottenuta trasportando p.
l

parallelamente lun-

Supponiamo y parametrizzata con la lunghezza d'arco (I Irl I - l)

Poniamo J.(t) = a(t) P.(t).
l l

Risul ta allora
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J".(t) - a"(t)P ..
1 1

J. è allora di Jacobi se e solo se risulta
1

J". (t) = a"(t)P. = - R(P ,J.)P = - a(t) R(P
l

,P,,)P
l1 1 111

cioé se a(t) soddisfa l'equazione a"(t) + Ka(t) = O; infatti da (2.2.9)

segue R(Pl,P.)P = KP.
1 l 1

(i f l).

Ne segue allora che se K ~ O non vi sono punti coniugati in quanto le s~

luzioni non nulle dell'equazione a"(t) + Ka(t) = O sono funzioni che si an-

nullano al più in un punto.

Se k > O. si ha la soluzione a(t) = sen(tlK) e quindi i campi di Jaco­

bi J. = sen(tlK)P.(t).
1 1

In tal caso i punti coniugati sono i punti
mr

(y( IK ) z I e tutti hanno
nE

ordine m-1.

3) Nel caso M = Sm (sostanzialmente lo stesso di

K = cost > O si può ragionare anche più geometricamente osservando che le

m-l rotazioni indipendenti attorno ad un asse {~~} ci danno m-l variazio-

ni "indipendenti" di una geodetica congiungente x e - x e quindi m-l cam-

pi di Jacobi indipendenti.

molteplicità m-l.

Ovviamente detti campi si annullano in

< 1T}

e p0E.

proietti {llxll
m

S - {-x}

x e - x e quindi due qualsiasi punti

m
exp : T S

x x

in modo diffeomorfo su

go ogni geodetica che li congiunge, con

Osserviamo esplicitamente come

antipodali sono tra loro coniugati, lun-

-li'

ti {llxll· 1T} su {-xL
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Terminiamo questo paragrafo dando una ulteriore proprietà dei campi di

Jacobi.

2.2.10. PROPOSIZIONE. Se-
ra-

sono campi di Jacobi lun~ y aUo-

(J ,J') - (J',J ) = costo .
l 2 l 2

Inoltre se = J (t ) = O
2 o

per qualche t
o

Dimostrazione.

2.2.11. COROLLARIO.(J{,y(t)) = Cl'
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2.3. LUOGO DI TAGLIO E LUOGO CONIUGATO.

In questo paragrafo ci proponiamo di approfondire maggiormente le re-

lazioni tra punti di taglio e punti coniugati. Esamineremo anche la stru~

tura dell'insieme dei punti di taglio e dei punti coniugati(considerati

nello spazio tangente) senza però entrare nei dettagli di tutte le dimo-
strazioni in quanto, per le applicazioni che daremo, la situazione sarà

molto particolare e dette dimostrazioni immediate.

1.3.1. PROPOSIZIONE. Sia y : [ O,~ ) ~ M una geodetica e y(t ) il
o -

funto di taglio (rispetto a y(O)~ Allora è verificata almeno una delle

~guenti condizioni:

a) y(t) è il primo punto coniugato lungo y (rispetto a y(O»;
o

b) esistono almeno due geodetiche minimali tra y(O) e y(t).
o

Dimostrazione. Sia {t
k

\ E N •una succeSSl.one strettamente de-

crescente che converge a t
o

e 11~11=1 e

O < t < b
k

una geodetica minimale tra y(O) e • •
~potes~

fatte risulta ~; X - y(O),

< t
k

e lim
k ~ =

b = t
k o •

•

sono due geodetiche minimali distinte come

~ = .

t *y(t)

k

Ilxll - l} è compatta

X
k
~ Y per

expy(O) (t Y) e

•poss1amo supporre

Se Y" X, t ....

,
••,

•..
•••,.'

•

nella b).
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Supponiamo X - Y. Allora y(t )
o

è coniugato a y(O) lungo y. Infat-

ti se cosi non fosse esisterebbe (PROP. 2.2.7.) un intorno U di t Y
o

tale che sia un diffeomorfismo. Ma questo è as-

surdo poiché per k abbastanza grande bkX
k

e tkX apparterrebbero ad

per k > k
o

che contraddice X
k

"X essendo

OSSERVAZIONE: l) La condizione b) caratterizza i punti di taglio nel

sono congiunti da due geodetiche minimalisenso che se p e

Y2 distinte allora

q

q è- di taglio rispetto a p

e-

Infatti supponendo e parametrizzate con la lunghezza d'arco e

y,(O) - P y,(l) - q (i = 1,2), se
1 1

è ovvio che e

, . .
non m1n1m1zzano per allora per E < 1,

quindie

•

non è minimale; analogamente

€),

+ €)) < l + € da cui risulta che

Y21
[O,l+€J

per

••••
,/

•,
5~(N),~//7

l'

(w) Da Y
l

(1) ". -y
2

(1) segue che la curva a: [ 1 -E,l+€ ] ~ M che per

[1 -€,1 ] vale Y1(t) e per t .. [1,1+€ ] vale y2 (t) -t non e una

geodetica e quindi L(a) = 2€ > d(Y1(1 - €)'Y2(1+€)).
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Ricordando le definizioni del paragrafo 2.1 , poniamo

K(p) = {m(X)XIX t T M, Ilxll = l e m(X) ER}= luogo di taglio (rispetto
p

a p) in T M
P

'" .R(p) = exp (K(p»
p

- luogo di taglio (rispetto a p) in M

c(p) = {X, T MI exp è singolare in X} = luogo coniugato (rispetto a p)
p p

in T M
P

esistono esattamente due geodetiche minimali

è un punto di taglio a distanza mi-

M

t < l}

p) in

k}

pertX

ha dimensione

q f K(p)

è regolare in

-

""C(p) = exp (C(p» = luogo coniugato (rispetto a
p

Cl(p) = {X t C(p) l exp
p

Ck(p) - {x f r1o)! Ker( d exp )
p X

C~(p) = Cl(p) ~k{P)'

2.3.2. PROPOSIZIONE. Se

nima da Le ~ q;'C(p)

congiungenti p ~ q e tali che,yosto r -d(p,q),risulta

Dimostrazione. Per 2.3.1. esistono almeno due geodetiche y! e Y2

minimali congiungenti p e q. Se •S1a a :(-E,E) .. M

una geodetica tale che a(t )
o

è contenuto nell'immagine di intorni U.
l

di •r·y.(O)
l

tali che exp Ip U.
l

sia un diffeomorfismo. Esistono allora

e •1n e rispettivamente tali chet"'(exp tX.) = c.(t).
p 1 l

Sia una geodetica minimale congiungente p e a(t ).
o
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,
•

•••
" I•-, I•

/,,
" '~,

",
/,

•

/e, ..,,
.'

I,
I

. "

p
( in M)

e t < m(Y)} ottenendo una curva ~

poiché 0(0)

•ln

forma un angolo acuto con

E • {tY Il YIl = l
p

•y, (r)
l

possiamo sollevare

Klp)

( in T M)
P

e quindi c,
l

ha lunghezza minore di r. Ma allora a(t )
o

è un punto di

taglio rispetto a p, a distanza minore di r da p••

Cominciamo ora a studiare un po' in dettaglio la struttura di K(p) e

C (p) •

+
sia m: S ~ R U{~} l'applicazi~

p

ne che ad x ,
aSSOC1a m(X) definito all'inizio

(.)
del paragrafo 2.3. e

,
Sla

Q(M) • {X, T(M)! IlxlJ = l} e m(X) < ~ }(..)

(~) Indichiamo tale applicazione sempre con m, qualunque sia il punto p di M.

(~) Quando la determinazione di p non ci interessa, indichiamo con X gli
elementi (p,X)E T(M); indicheremo inoltre con exp l'applicazione

Exp : T(M) ~ M x M composta con la proiezione p U~ M
2: """" ~ .
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definiamo una applicazione

f : Q(M) ~ M

ponendo per ogni X E Q(M) (\ T M
P

f(X) = exp (m(X)X).
p •

Ovviamente f(X) è il punto di taglio di p lungo la geodetica

t exp (tX).
p

2.3.3. PROPOSIZIONE. f: Q(M) M è continua.

Dimostrazione. Proveremo che per ogni successione {X. ) .
l 1& N

conver-

gente a X in Q(M) (siano X. E T M e X( T M) eSiste il limite della
l p. P

l

successione f(X.) ed è uguale a f(X).
l

Poniamo m. = m(X.), m = m(X). q. = f(X.). q = f(X)
l l l l

per ogni t > O, i E Ny.(t) = exp (tX.), y(t) = exp (tX)
l p. l P

l

ed osserviamo che per goni t > O y(t) = lim
•l .... ~

y. (t)
l

Poiché l'applicazione esponenziale è continua, se esiste lim
•l .... ~

m. .::: m
l

•n-

sulta che

exp(lim m.lim X.)=exp(mX)=f(X).
. l. l
l + <:o l -+cxl

m. X.)=
l l•l .... ~

exp(m.X.)=exp(lim
l l

limlim f(X.) ­
l•l .... ~

3

Basta provare dunque che lim
•l ... ~

m. - m
l
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tim sup m.
l

= m' > m, considerato un numero

l
.. (,.)

rea e pOSltlVO

gente

E < m' - m esisterebbe una sottosuccessione conver

{m. ). N
l. J E

J

di tale che m. > m + E
l .

J

•per ognl j t N •

Essendo l. (m. )
l • l •

J J

il punto di taglio di P.'.J
ed essendo le l.

l •
J

rametrizzate per lunghezza d'arco risulterebbe allora per ogni

m + E = d(d(p. ,l. (m + &»
l . l •

J J

quindi

•
J

m + E: • tim
J.... ..

d (p. ,
l •

J

Y. (m + &)=d(
l •

J

tim p. ,
l.

J

tim
J-

l. (m+E»=d(p,l{m +E».,.
J

Ciò è assurdo perché l non può essere minimale tra p ed un punto che

• •Sl ottlene per t > m.

Dunque tim sup
•l ......

m. < m.
l -

Si può allora supporre, a meno di considerare una sottosuccessione di x. ,
l

Supponiamo per assurdo che sia m < m; allora q ·y(m) non è coniugato

che tim
-

m.• m' R; ci resta da provare che
l

m > m-
- -

(.) Se m'· .. ,E sarà un numero reale positivo qualunque.
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a p lungo y , cioé per la proposizione 2.2.7. (dexp)mx è non singola-

re; quindi
-

exp è un diffeomorfismo di un intorno U di mX in TM su
--

un intorno di (q,p) in MxM.

Supponiamo che i termini della successione {mi} i« N siano tali che

,
ogn1 m,X.

1 1

. ,
st1a l.n

Poiché exP 1u è un diffeomorfismo, il punto di taglio di

,
ogn1 p.

1
non può essere coniugato a p,

1
lungo Y. e dunque, per la pr~

1

posizione 2.3.2. vi è un'altra geodetica minimale da p. a q .• Per
1 1

,
Ogn1

•
1 tale geodetica undividua un unico vettore Y. in

1
S , Y.~ X., tale che
p. 1 1

1

exp (m.X,)
p. 1 1

1

• exp (m, Y, )
p, 1 1

1

e risulta m,Y, t U.
1 1

(..) -
Posto Y - lim Y, , yrs risulta ancora mY, U.,

, 1 P1 -+ '"

Ne segue che

exp (mY)
p

- exp (lim m.Y,)
p, 1 1

1-+ '"

- lim (exp (m.Y.)) =
. P. 1 1
1+ 00 l

• lim (exp (m.X.))
p. 1 1

1

= exp (lim m.X.)
p. 1 1

1-

- exp (m X).
p

'r la geodeticaSe indichiamo quindi con

geodetiche minimali distinte tra p ed

t -+ exp (tY), y e t sono
- p -

exp (mX) = exp (mY) e dunque
p p

(-) Ci si può mettere comunque in tale situazione escludendo un numero fi-

nito di termini della successione m,.
1

(--) L'esistenza di tale limite si prova come per il limite di {x.l, N'
1 1 E
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nessuna delle due, in particolare y, è minimale tra p

-
m > m ; ciò è assurdo poiché per ipotesi y(m) = exp (mX)

p

ed exp (mX),
P

è il punto

di taglio di p lungo y .•

+
2.3.4. COROLLARIO. La funzione m: S + R U{~}_già definita è con­

p

tinua.

Dimostrazione:Si è già provato, nella dimostrazione della proposizio-

ne 2.3.3. che m Is () Q(M)
P

è continua e si può osservare che considerata

la funzione g definita da g(exp m(X)X)- m(X)
p

risulta

Se si considera allora un vettore unitario X in T M tale che
p

m(X) - ~ e se in ogni intorno di X •ln S
p

esiste un vettore Y per

cui m(Y) < ~, considerata una successione di tali vettori {X. L ta
1 1~ N -

X. ) .
l

lim• co:m(. f (X. )
1

- Hm gHm m(X.)
1

risultaX.-X
1

Hmle che

Hm X.)
1•1 + ~

g.f(sarebbef(X.) = c < ~
1•

1 + ~

Infatti se fosse lim g .

e ciò è assurdo poiché X J Q(M) ••

2.3.5 COROLLARIO. Sia- E = {tY I YES.
P P

t <m(Y)}

Allora l) E - . T Xe un aperto 10
p P

2) exp è un diffeomorfismo di E su un aperto di M
P p

...
3) M è unione disgiunta di exp (E ) e exp K(p) = K(p).

p p p
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Dimostrazione. La l) segue da 2.3.3. immediatamente. La 2) segue dal

fatto che exp è non singolare in
p

segue sempre il punto di taglio) ed

E ( in quanto il l° punto coniugato
p

è globalmente biunivoca per l'osse~

'"e dalla 2.3.1 (exp E fI K • (Il) ••
p p p

•vaZ10ne l) . La 3) viene dalla completezza della varietà (M - exp E V ~(P~
P P

2.3.6. COROLLARIO. M è compatta se e solo se m(Y) < ~-per ogni Y t S •
P

Dimostrazione. Se M è compatta il diametro di M è finito quindi

m(X) < ~ •per ognl X ES.
P

Viceversa se m(X) < b •per ognl X t S (m è
p

continua ed S è compatto) allora M = exp (B)
p p

(B • { H T M I Il X Il
p

< b})- è compatta••

ESEMPI. l) Sia M = Sm. Allora

C(p) - C (p) = {XfT M Ilxll= k1t
m-l p

l l IK(p) = C (p) - C (p) - {XC T M Ilxll=1t).
m-l p

per qualche k intero positivo).

2) Sia M = IU"&_ lo spazio proiettivo reale con la me-

1t
2

)

3) Sia M = Cpm lo spazio proiettivo complesso.

Allora

con Cl (p) = {xI11xll-(2k+l)1t} e C (P)={X'TMI 11 x ll =2k1t).
m-l p

4) Sia M- il toro "piattot' • La suriezione canoni-
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la curvatura sezionale è identicamente nulla) e se

ca

-
... è un rivestimento. Ovviamente

-
C(q) • "

•per Ognl

p • <l.D

2
R.con

-
p. q> (p) allora J:(p) • aQ dove Q è il quadrato in

(0.0).(0.1).(1.1).(1.0) avendo identificato T- T
2

P

-
e

di vertici

Per quanto riguarda la struttura di C(p) si intravede la possibili­

tà che .~ una sottovarietà differenziabile di T K in quanto definito
p

mediante gli zeri di soluzioni di equazioni differenziali. Ma se da una

parte sembra abbastanza prevedibiie un risultato sulla dIpendenza diffe­

renziabile dei punti coniugati dalla direzione. dall'altra ci si con-

vince facilmente che. se l'ordine k non è costante sulle componenti

connesse di C(p) si avranno dei "rami" per cui non si potrà conclude-

re che C(p) è una varietà topologica.

è il luogo coniugato regolare e

lare. Diremo che il luogo coniugato è regolare se

u

•
Slng~

S
C (p) quello
S

C (p) • 0 .

-{X ~ C{p) -, 3 un. intorno

_, ordine Y· ordine xl .

R
C (Il)Seguendo Warner defini~ allora

di X in C(p) tale che per ogni Y *
Poniamo inoltre CS(p). C(p) - CR(p).

R
Diremo che C (p)

2.3.7. TEOREMA. 1.
R

C (p) è aperto e denso in C(p)

Per la dimostrazione rimandiamo a Wamer.

R
2. C (p)

...
è una sottovarietà di classe C di- T K.

P

In questo articolo si dà una descrizione molto particolareggiata di

C(p) ed inoltre si dimostra un fatto molto interessante a proposito del

lo spazio tangente a
R

C (p) •e preclsamente

2.3.8. TEOREMA. Se
R

X , C (p) e- ordine X > 2- allora
R

T C (p) E! Ker(dexp )
X pX
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Ci si può domandare quanto sia restrittivo richiedere che

•818 vuoto.

S
C (p)

Purtroppo la risposta è che una simile richiesta è estremamente

• •reatn.ttlva.

A. Weinatain [:n ] ha dato un teorema che illustra significativamen-
te questa affermazione.

Per concludere questo paragrafo enunciamo un'ultimo teorema che lega

lt(p) e C(p). In \Ina forma IIIOltO più blanda dimostreremo un teorema del-

lo stesso tipo in seguito.

2.3.9. TEOREMA. Sia- K una varietà semplicemente connessa compatta,

e p (K. 9Jpponiamo che una delle seguenti condizioni sia verificata:

a) Per ogni X e
l

C (p) oIlli (X) > 2-
•e Ogni

l
X t C (p) ha modulo X· costante.

Allora K(p)~C(p).


