CAPITOLO |

VARIETA RIEMANNIANE

1.1. CONNESSIONI SU VARIETA' RIEMANNIANE,

Richiamiamo alcune nozioni di geometria riemanniana sopratutto per

fissare le notazioni.

Per "differenziabile" intenderemo sempre differenziabile di classe

Q0
C; se M €& una varieta di dimensione m 1indicheremo con T M, p €M,
P

lo spazio tangente a M 1n p e com T(M) 11 fibrato tangente. I'(M)
sard 1' algebra dei campi di vettori su M e G(M) 1'anello delle
funzioni differenziabili a valori reali. Se X € '(M) 1indichiamo con

Xp 1l valore di X nel punto pé€¢M. Se f : M+ N, con M ed N

varieta di-“ferenziabili, é un'applicazione differenziabile, indichere-
mo con ' f) l'insieme dei campi di vettori lungo £, cioé le appli-

cazioni X : M - T(N) differenziabili tali che nN-x = f essendo

ﬂN : T(N) - N 1la proiezione canonica del fibrato tangente su N.

1.1.1. = DEFINIZIONE. Per me;ripa_riemanpiana su M intenderemo una

famiglia di forme bilineari, simmetriche e definite positive

{(,b) /pe€M e (,) : T MTM +R}
P P P P

tale che se X,Y€I'(M) 1'applicazione p™> (XP,YP) & in ‘¥(M) cioé

€ differenziabile.

La coppila costituita da una varietd e da una metrica riemanniana sul-



la variet: sari detta varieta riemaqﬂiana.

Indiche remo con ||Xp|| y per Xpl’Tp M, la norma del vettore tangente

rispetto alla metrica riemanniana definita sulla varietd,cioé I]Xp]l =

_ 3

- (K ,X ) .
P P

Se f : M> N & una applicazione differenziabile sia

df : TM =T N 11 suo differenziale. Nel caso M= R se —
P P f(p) ds

€ la sezione standard di T R definiamo vettore velocitd di f 1in

o d
t € R il vettore tangente su N, f(t ) =df (—— ) €T
0 O t ds

£t ) N.
0 0

Se {xl, ceeeeey X } @& un sistema di coordinate locali in un intorno
m

di f(to) e se fi(t) sono le coordinate del generico punto f(t) ri-

. m dfi ,
sulta ovviamente f(t) = I €——) .
21 dt t Bxi

Sia ora M una variet3d riemmanniana e y : (a,b) * M una curva dif-

: : . . : b
ferenziabile. Ricordiamo che si definisce la lunghezza di v, La (v) ,

b . b"""E .
ponendo La (v) =Elimﬂ Ia+gl\ y(t)||dt.

b . .
E' ben noto allora che La (Y) non dipende dalla particolare parame

trizzazione e che &€ ben definita anche quando Yy & solo continua in (a,b)
e differenziabile nel complementare di un insieme finito (cioé differen-

ziabile a tratti). Inoltre se denotiamo con Q(p,q) l'insieme delle curve



Y [ 0,1 ] + M differenziabili a tratti e tali che y(o) = p e

v(1) = q la funzione

1
d(p,q) = inf LD (v)
Y € 2(p,q)

é una distanza in M compatibile con la topologia di M.

A : . k
Se M € una sottovarieta di R , X € T M e Ye€TI'(M), ha senso con
D L

siderare la derivata direzionale di Y rispetto a X nel modo usuale.
I1 vettore che si ottiene non € in generale tangente a M; se perd compo
niamo dettz operazione con la proiezione sul piano tangente otteniamo una

applicazione

V:T MxT(M)>-T M
P P P

che gode delle seguenti proprieta:

1) ¥V 3 R-bilineare, cioé Va,b €R, X ,X'€T M e Y,Y'€T(M)
P P P P
risulta
V (X, a¥+b¥') = a V (X ,Y) +b V(X ,Y")
P P P P P P
V(aXP + bX',Y) =a V(X ,LY) +b 9VX',Y)
P P P P P P
2) V(X ,fY) =X (£f) Y + f(p) V(X ,Y) Ve M), X e T M,YET(M).
P P P P P P P

(Xp(f) € la derivata direzionale di f rispetto a Xp)



3) Se X,Y €T(M) 1'applicazione M > T M data da p-+lp?(XP,Y)

€ un campo di vettori (differenziabile) su M.

Le considerazioni precedenti permettono allora d'introdurre un concet

to formale di derivazione di campi di vettori per varietd, non necessaria

mente immerse, nel modo seguente.

l1.1.2. DEFINIZIONE. Sia M una varieta differenziabile. Diremo connes-

sione su M una applicazione

V:TI'(M) xIT'(M) - TI'(M)

tale che
1') vV & R-bilineare

2') v & Q(M)-lineare nel primo argomento (cioé V (£fX,Y) = f V(X,Y)
per X,Y ¢I'(M) f e ’F(M))

3') WX, fY) = X(f) Y + £ V(X,Y).

Indicheremo in seguito con ?xi 11 campo di vettori V(X,Y) e si chia
mera anche derivata covariante di Y rispetto a X. Naturalmente data
una famiglia {p?}p di operatori verificanti le 1) 2) 3) si pud defi

¢M

nire una connessione affine tale che (?X Y)p = p?(xp,Y) e viceversa @&

facile vedere che per un'applicazione V che verifica la definizione 1l.1.2.

(?x Y) dipende solo dal valore di X in p e quindi V definisce una

famiglia { p‘? }pEH di applicazioni verificanti le 1) 2) 3).

l1.1.3. DEFINIZIONE. Se M €& una varietd riemanniana diremo che una con-



nessione V su M é compatibile (o riemanniana) se risulta VX,Y,Z ¢ (M)

( %) C o o~ :
a) ?X Y - ?Y X = [X,Y ] cioé V & simmetrica.

b) X(Y,Z2) = (vx Y,Z) + (Y, ?X Z).

Si ha allora il seguente teorema (per la dimostrazione si consulti un

qualunque testo di geometria riemanniana).

l.1.4. TEOREMA. Se M & una varieta riemanniana esiste una ed una so-

la connessione su M verificante a) e b).

In seguito quando parleremo di connessione su una varietd riemanniana

ci riferiremo sempre a quella riemanniana la cui esistenza é assicurata

dal teorema precedente.

Se vy : (a,b) * M & una curva differenziabile, avremo in seguito ne-
[ ]

cessitd di ''derivare'" un campo di vettori V € I'(y) rispetto a ¥y

Questo sara possibile a norma del seguente teorema di cui omettiamo la di

mostrazione.

1.1.5. TEOREMA. Se M €& una varieti riemanniana con cnnnesgiﬂne rie-

manniana V, e Yy : (a,b) = R @& una curva differenziabile, esiste un

unico operatore

D
= : ' (y) » T (v)
tale che se V,W € T(y)
D D
1) e (V + W) e (V) T (W)

(%) [, ] indica l'operatore parentesi di Lie cioé [ X,Y 1 € 11 cam

po di vettori che su £ ¢ SKM) vale X(Y(f)) - Y(X(f)).



D df D
2) se fé€ %((a,b)), dt(fV) = (Et—-) V + £ T (V)
3) se YeTM) e Y = V(t) YV t € (a,b)
y(t)
D
allora (—EE'(VIL = ??(s) Y YV s ¢ (a,b)

D DV

\' sara spesso indicato con — O
dt ( )! p dt_ ,

I1 campo di vettori lungo Y,

quando non vi sia possibilitid di equivoco, con V',

A volte pud essere utile avere un'espressione in coordinate locali di

D . . .
V e P Sia allora p €M e {xl, coees x$ un sistema di coordina
.. : : : 0 3
te locali in un intorno U di p. Sia { — , ..... . } la base as
dX 0xX -
1 m
sociata in TM|U e poniamo
k d 0
1.1.6. r.. = (Vv ’ )
1) 0 X Bxk
90X, ]
1
.. Kk : :
Le funzioni rij determinano completamente V in U.
S S R B
Infatti se X =i£1 X o= e Y = jEI y7 ij’ usando le proprieta
1

formali di V s1 ottiene facilmente

= " 3 k. Ok 3 3
1.1.7. VY=23 (.5 X ( (YD) +.2. Tovy) :
X k=1 1=1 3xi 1=l 1] axk



Analogamente se y: R > M & una curva differenziabile
- 3
vie) = (Tl(t)’ ce ey Iét)) e V =i£1 Ui(t)(-gzg)Y(t) € un campo di vet

tori lungo y .

m dV m dy. (t)

k k
1.1.8. = I + I I, t)V.
dt _l(dt = dt 1] € ).f

"

Una situazione 1n cul ci troveremo spesso € la seguente:

sia S : R - M una "superficie parametrizzata', cioé una funzione

differenziabile, e V €Tr(S). Se X,y sono le coordinate correnti 1in

R e {—-, -5—}' la base ad esse associata possiamo definire la deriva-

: 0 o
ta di V lungo 0 nel modo seguente.
X Yy
: 2 :
Fissato (x ,y ) € R sia S ¢+ R M 1la curva S (t) = S(x ,t).
0" "0 X X o
0 0
. DV DV D -
Definiamo allora ( ) = ) ove —— & l'operatore
dy (X ,¥ ) dt “t=y dt
o "o 0
introdotto precedentemente.
DV . .. :
Analogamente per ( A ) . 51 definisce allora per ogni (xo,y )
X 0
(x ¥ )
una coppia di vettori in T M.
S(Ka’ya)

Usando la 1.1.8. e facile vedere che le applicazioni



( ) . DV
RsY 3X
DV
(x,y) —
oy

definiscono campi di vettori lungo S( cioé sono differenziabili).

1.1.9. PROPOSIZIONE. Se una cmqnqssiqpe Y verjfica la ﬁ) della

definizione 1.1.3. e S: R > M & una applicazione differenziabile,

allmr%_

(*)

X oy dy dX

Dimostrazione. In termini di coordinate locali mediante la 1.1.8 si

ottiene
3 S 0S. 85
D 3S o i 5 0 i %5 k3
- = +. 1, - T
dX oy 1=]1 9dxXoy Bxl 1,],k=1 oy 09x 1] axk
avendo posto S(x,y) = (Sl(x,y),...,Sm(x,y)h analoga espressione Ss1 tro-

va per 11 secondo membro dell'uguaglianza.

Ma per la a)

k Vv d 0 v 3 0 o
P_: . = +
1] (23 X X ) ( 9 X [ X . Sx} ’
dX ] Kk axj 1 1]
1
g J k
=(v8 3 ) = T
_3_- Bxi axk 1
X,
J
35S o
("« ) (— )




quindi s1 ha la tesi.

1.2. PARALLELISMO E GEODETICHE - APPLICAZIONE ESPONENZIALE

: C e s , D : A :
Si1a M una varieta riemanniana, V e TS gli operatori di deri-

vazione associati alla metrica introdotti nel paragrofo precedente.

1.2.1. DEFINIZIONE. Se vy : (a,b)»M & una curva differenziabile e
DV
dt

Vel(y) , diremo che V & parallelo lungo Yy se = 0

Intuitivamente nel caso che y € una curva su una superficie M e
"facciamo rotolare M su un piano lungo y'" un campo di vettori lungo
Y risulterd parallelo se 1l corrispondente campo di vettori sul piano

indotto dal "rotolamento" & un campo parallelo nel senso ovvio.

1.2.2. PROPOSIZIONE. Se Yy : R > M & una curva differenziabile e

Kp ¢ TM, p = v(o), allora esiste un unico campo di vettori X € T (y)
P

tale che:

1) X & parallelo lungo vy

2) X(o) = X .
P

DX
dt

Dimostrazione. L'equazione 0 in coordinate locali € una

equazione differenziale lineare del 1° ordine (vedi 1.1.8.) per cui i

ben noti teoremi sulle soluzioni delle equazioni differenziali ordinarie
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cl assicurano la tesi. -

1.2.3. COROLLARIO. Se Yy : R =+ M & una curva differenziabile e se

ac

t.,t, € R, 1l'isomorfismo T che al vettore

: T M T M
t Y(tl) Y(tz)

X
Y(tl) associa il valore in t2 dell 'unico campo X parallelo lungo

Y tale che X(t.) =X € una 1sometria.
- - 1 Y(tl) e

Dimostrazione. Osserviamo intanto che per la proposizione preceden-

C

: : 2 .. . . e g D
te 1'applicazione Tt € biunivoca e che dalla R-linearitd di it
1
©2
segue che T € lineare; inoltre se X & parallelo lungo vy
t
1
d 2 . DX
— .4 = X,X) = 2 X) =0
It (X Y(t)( »X) ( it ° )
©)
dunque Tt conserva la norma ( e quindi il prodotto scalare). -
1

Un'osservazione che ci sard particolarmente utile nei calcoli in segui

to €& la seguente. Sia vy : (a,b) -+ M una curva differenziabile e

a <c<b. Sia {Pl,...P } una base ortonormale in T Trasportando

m Y(C)M'

parallelemente {Pi} lungo Y si determina per ogni t € (a,b) una base

t
{Pi(t) = Tc(Pi)) che & ancora ortonormale. Se X €T (¥) si pud scrive

m

re X(t) = i£1 Xl(t)Pi(t) con Xl(t) é.’a((a,b)). Risulta allora
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m 1
P.E{__ (t) =.z (EX_

dt i=1 'dt (t))Pi(t) )

1.2.4. DEFINIZIONE. Diremo che una curva y :(a,b) » M & una geodeti-

ca se vy(t) & parallelo lungo Y.

1.2.5. PROPOSIZIONE. Sia peéeM e X €T M. Esiste allora ¢€>0 ed
o e e 22 - % Tp | ————— —_—

un'unica curva y:(- g, €) > M tale che

1) Y é una geodetica
2) v(o) =p
3)  Y(o) =X
P
] [ ] " ] D ¢ [ L a L]
Dimostrazione. L'equazione c y(t) €& (in coordinate locali) una

equazione differenziale ordinaria del 2° ordine. I teoremi ricordati nel

la dimostrazione della proposizione 1.2.2. ci assicurano allora la tesi.'

[ L 2 * 3 [ ] - il
OSSERV#Z;OEE; 1) Se M & una superficie di R ritroviamo 11 concet
’ " - - . LY D' -
to di1 geodetica come curva 11 cuili vettore accelerazione Yy =-E%' é per

pendicolare ad M.(si ricordino le considerazioni fatte prima della defi

nizione 1.1.2.).

2) Dalla dimostrazione del corollario 1.2.3. segue che
se Y & una geodetica ||y(t)|] = c € R per ogni valore del papametro

S
S
t e pertanto L (y) = [ cdt
o
o

sc. Quindi una geodetica € sempre para-
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metrizzata con parametro proporzionale alla lunghezza d'arco.

Sia peM e X €T M. Esiste allora un'unica geodetica
P P

Yy : (-2¢,2€) M con condizioni iniziali y(o)=p e y(o) = Xp. Sia

€, <€ e |t| < 2; allora |t €,] < 2e e quindi Y(e ,t) & definita

per |t| <2 e a(t) = y(e;t) & una geodetica con condizioni iniziali

a(o) = p e a(o) ='EIXb definita nell'intervallo (-2,2). Poiché le solu

zioni di un'equazione differenziale dipendono differenziabilmente (se le
funzioni che intervengono nell'equazione sono differenziabili) dalle con

dizioni iniziali, esiste € > o tale che per ogni vettore X 1in un op

P
portuno intorno di O 1la soluzione con dati iniziali p,X & definita
P
in (==, €) con € 1indipendente da X . Se ne conclude che esiste Elb 0
P
tale che se ||X || < €, la geodetica con dati iniziali p,X & defini
P P -

ta in (=2,2),

S1 ha allora la seguente

1.2.6. PROPOSIZIONE. L'insieme Np dei vettori Xpe;TpM tali che la

eodetica con dati iniziali p e X é definita i1in un intervallo del
geodetrica con aarl —  Th e

parametro contenente 1 €& un 1ntorno di 0 €T M,

P
%
Se XG.TPM( ) indichiamo con ¥y 1la geodetica di dati iniziali p,X.
1.2.7. DEFINIZIONE. Definiamo, per X € Hp, expr = yk(l).
Epr : Np +~ M s1 dice applicazione esponenziale.

(®*)Quando il contesto non crea ambiguitd indichiamo semplicemente con una

lettera X,Y,...... un vettore tangente in un punto della varieta.
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I1 nome deriva dal caso classico del gruppo lineare GL(m, R).

In tal caso infatti se I & la matrice 1identica T GL(m, R) = M(m, R)
I

e la geodetica uscente da I con vettore velocitd A € M(m, R) & 1l sot

tA c e
togruppo ad un parametro e e quindl risulta
A A : - Ak
ex = g = — .
1 k!
k=0

1.2.8. PROPOSIZIONE. exp é un diffeomorfismo di un intorno aperto di
b - Sl ;

O in T M su un intorno aperto di p 1in M.

— p —_— —_— e —maae— e ——

Dimostrazione. Poiché le soluzioni di un'equazione differenziale di

pendono differenziabilmente dalle condizioni iniziali e N é un intor
D -

-

no di O allora exp & differenziabile in un intorno di O. Inoltre,
P

previg l'usuale identificazione TpM = TD(TpM)’ (d exp )U(X) = X VXA&TPM
P

in quanto il segmento {tX|-1<t<l} & mandato sulla geodetica Yy © quin

di (d expp)OX € 11 vettore tangente a TX in O cioé X. La conclu-

sione segue dal teorema delle funzioni inverse..

Se U € un intorno di OéT M taleche exp | sia un diffeomorfismo,
P P|U
ExPP]U ci fornisce un sistema di coordinate locali, dette normali, in un
intorno V==ecxp (U)di p in M.
%

Un tale sistema di coordinate realizza formalmente l1l'idea intuitiva di
proilettare localmente lo spazio tangente sulla varietad facendo corrispon

dere alle rette per l'origine di TPM le geodetiche per p su M. Inol

tre € un tipo di coordinate particolarmente utile nei calcoli locali in
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quanto, detta :x ,-"gx } la base naturale associata alle coordinate
1 m
. . , d
normali (Xl’ .....,xm) 1n T(M)[V risulta ('*?3 — ax.)q= 0 VqeV
3%, ]
i
d

"

OSSERVAZIONI : 3) Dato XPE T M, la curva t » exp (tXp) e la geo-
o P P

detica di dati iniziali p e X
P

4) Se +y(t) = exp (tX ) allora per ogni valore del pa-

P P
‘ ~ (%) < . ,
rametro t,||y(t)||=||X|]| .’Ne segue allora che exp & un isometria lun-
P
go 1 raggi, cioé se X e Y sono vettori paralleli in T M, cioé se
% P P
X = KY |, allora |[X -Y || = d(exp X , exp Y ).
p P P P PP PP

. . . . . m
Estendiamo ora 1l'applicazione esponenziale al fibrato tangente TM - M.

Sia N={XeT (M)/exp X @& definito}.
T (X)

Possiamo allora definire

Exp : N> M x M, Exp(X) = (n(X), exp )’

ﬂ(x)X

N €& ovviamente un intorno della zero sezione in T(M) e Exp & una appli

(#) 1infatti | ?(t)l| = | ?(ﬂ)|\= \l Xp\\ per 1'osservazione 2).
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cazione differenziabile.

1.2.9. PROPOSIZIONE. Exp € un diffeomorfismo di un intorno della zero

sezione 1in T (M) su un intorno della diagonale in M x M.

Dimostrazione. Chiaramente se p #q, X € T M, X €T M allora
= p P q q
Exp X # Exp Kq. Inoltre se (xl,....., xm) € un sistema di coordinate
. : : d d _
locali in un intorno di pé¢M e { sesesee . —} la base associa-
Bxl me

ta in T(M) e se un vettore in T(M) wvicino al vettore nullo in T M ha
P

coordinate (X.,.ce0.. x + V.,e... V) e risulta
1 m 1 m
m
E ’» y ] vV ’ !v = g v o o0 3 _I V' =
xp(xl * 1 m) (Kl " exp(x . X )i=1l 1 9x. )
1 m 1
= b 9 3 ) 9 = f b J » ? b | * ) b | b ] b  J b 4
(xl X yl y ) ( 1(x1 xm VI V) f (x1 X
v greeee ’ s V. V), y ° : » * 9 ’
V)3 gl(xl % 1 ) ’gm(xl xm Vl Vm)
allora ovviamente
of. of .
(@) (——) =35 (b) (————) =0
X, . o 1] oV . 0
J J
)
(c) ( Bgi ) = 8 (d) (._fi___o = & :
Bxk o ik avk o ik ’

la (a) e (b) sono ovvie, la (c) viene dal fatto che exp O = p quindi

per V=20 g, = X, la (d) viene dalla dimostrazione della proposizione
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1.2.8. .

La tesi segue allora dal teorema delle funzioni inverse essendo

(d Exp) non singolare.
P (p30) g u

Procediamo ora ad uno studio "locale' del comportamento delle geodeti-

che uscenti da un punto

1.2.10. TEOREMA . Per ogni peéM esiste un intorno U di p e € > o0
o p — =

tale che ogni coEpia di_Punti in U = congiunta da un'unica Eeudetica
T 3 i P

¥ .
di lunghezza minore di E( 2 Inoltre questa Eeodetica diEende differen
. (%)

zialmque dai due punti .

Dimostrazione. Per 1.2.9. esiste un intorno U di (p,o) € T(M) tale

che Exp[U € un diffeomorfismo su un intorno aperto di (p,p) 1n MxM.

Possiamo ovviamente supporre che U sia della forma

{(q,V)lqé in un intorno di p e ||V|| <€ }.

S1 ha allora la tesi non appena si ricordi che la lunghezza del vettore

tangente ad una geodetica € costante e dunque

1 1
d

[ 1] T equ tv]|de =[ ||V]]|dt < ¢ -

O O

Caratterizziamo ora le geodetiche mediante una proprietd di "minimalit3

locale''.

(%) Sarebbe possibile dimostrare che per un'opportuna scelta di e, tale geo-

detica & completamente contenuta in U , cioé che U & un "intorno convesso'.
P P

(#%) Esplicitamente questo significa che 1'applicazione di U xU 1in U xTM
P P P U
P

,Y(0)), dove vy & la geodetica in questione da q_ a

data da (q 1

>
129, ¥ (q,

q2, € differenziabile.
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1.2.11. TEOREMA. Siano € e Up come in 1.2.10 e Yi[ 0,1 ] -+ M

una geodetica di lunghezza minore di €. Sia inoltre w: [ 0,1 ] + M

una curva differenziabile a tratti congiungente Y(0) e vy(1).

Allora L(y) < L(w) e L(y) = L(w) se_e_solo se

()| t e [0,1 1) = {w(e)|tefo,1]3¢®)

Premettiamo due lemmi che insieme costituiscono il cosidetto '"lemma

di Gauss'. In essi useremo le stesse notazioni del teorema enunciato sopra.

1.2.12. LEMMA. Consideriamo 1in Up per ogni rDG (o,e) 1l'insieme

zr = {exp_ V| [|v]|] =r ]

o P 0

(%)

Allora le geodetiche uscenti da p sono curve ortogonali a Erﬂ

(%) I1 teorema si pud eneunciare intuitivamente dicendo che le geodetiche
sono caratterizzate, a meno di un cambiamento di parametro, dal fatto che

minimizzano la lunghezza tra tutte le curve che congiungono due punti abba-

stanza vicinil.

(#*)Poiché exp | € un diffeomorfismo e Ir = exp (S ), S
P Up O P rﬂ rO

={ V € TPM | vl = rﬂ}, X r_ € una ipersuperficie di M.
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Dimostrazione. Sia X : R +-TPM una curva differenziabile con

| |X(t)]]| = 1 per ogni t € R e definiamo una superficie differenziabile

F : [: o,e) XR - M ponendo
F(r,t) = expp(rx(t)).

Dall'osservazione 3) segue che, per t fissato in R,r = F(r,t ) & un
0 0

arco dell'unica geodetica uscente da p e passante per il punto

q_ = exp (rGX(tD)) che al variare della curva X e di tO descrive la

Lpersuperficie Ir .
o

Bisogna dunque provare che la geodetica rr+-F(r,tﬂ) € ortogonale alla

curva t & expp(rﬂX(t)) qualunque sia X : R > T M tale che X(tﬂ) =q_.
P

per questo basta verificare che

(37 » 5 =0 VeeR , ref o,e).
. . 0 d : . .
(Ricordiamo che se T’ ot sono 1 vettori della base standard 1in
2 oF 0 oF d
R = dF = - .
* 3r T ¢ ot dFC =3¢ )
Ora
0 ( oF oF ) = D oF oF Y 4 ( oF D OF
or or dt or dr 3t or = dr t
D F

ma r+> F(r,t) per t fissato € una geodetica e quindi - -



rnoltre per la 1.1.9. 3 ot - ot . e quindi
JdF D oF 1 0 oF oF
(Br > 9r ot ) = 2 dt ( or  ’ or ) = 03

infatti ancora, per t fissato, r + f(r,t) & una geodetica e quindi

oF
— = costante =X(t) =1
or
d oF oF
d fr ] * - - - -
In definitiva a ( "t ' ot ) o e poiché F(o,t) P YteR
: : oF oF oF JF
tt ,t = = :
St ORtiene Vr (ar ’ Bt) ( or ’ 2Jt %‘=u M

1.2.13. LEMMA. Sia w : { a,b j +(Up -{p}) differenziabile a tratti; allora

b
. * ‘ ‘
£ |l @ || dt > |r(a) - r(b) I( ) e 1'uguaglianza vale se e solo se r(t) &

*
monotona e X(t) & costante ( ), essendo X : R+ TM come nel lemma pre-
—_— - ki p ome ne. ‘emma pre

cedente.

Dimostrazione. Sia, come sopra, F(r,t) = exp (r X(t) ) allora
P

_ ¢ _ dw _ aF g oF
w(t) = F(r(t),t) e w It ( =7 ) r' + "
C oL oF oF _ oF _ _
Poiché ( . ; ™ ) = o0 e || ™ I| 1 s1 ha
o | = (et + [| =[] > [r' ()]

(%#) Ciascun punto w(t) pud scriversi in modo unico come w(t) =

= expp(r(t) X(t)) con o < r(t) < e e [[X(t) [| = ],
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e vale 11 segno di uguaglianza se e solo se |\—§%{| = o cioé X(t) = o.
b b

Quindi [ || @(t)|] dt > [ |r'(t)| dt > |r(b) - r(a)]
a a

e vale 11 segno di uguaglianza se e solo se r €& monotona e X = X(t) é

costante.

m
Dimostrazione del teorema 1.2.11. Sia vy : [ 0,1 ] -+ M una geodeti-
ca e sia X = ——iigl———. Consideriamo un cammino w da p a q = exp (rX)€U
MO p p
con O < r = [ v (0) || < g. Per ogni &6 > 0 11 cammino conterria un tratto

congiungente un punto di 25 con un punto di Zr e glacente sulla corona

circolare Er - EG' Per 11 1lemma 1.2.13., essendo lle‘ = 1, 1la lunghezza

di questo tratto sara maggiore o uguale a r - § e quindi facendo tendere

6 a zero L(w) >r = L(y). Se poi

{w(t)| t e [0,1 1} = {expp tX| t e [O,r ]}(*)

allora dall'ultima asserzione del lemma 1.2.13. segue L(w) =1 = L(Y)..

Come ovvia conseguenza si ottiene

1.2.14. COROLLARIO. Supponiamo che w :[ 0,1 ] » M sia un cammino para-
metrizzato proEurzionalmente alla lunghezza d'arco e minimizzante la lunghezza

.. .. : : . . (=
tra tutti 1 cammini congiungenti w(0) e w (1). Allora w & una geodetica )

(#) Si ricordi che expp(t?(O))= y(t) Vi e [,0:1] se y: [ 0,1 J > M

é una geodetica ed exp @& definito in vY(0).
P

(*%) Si ha,in particolare, che w & differenziabile.
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Per terminare con queste prime considerazioni vogliamo solo notare espli-

citamente che se il concetto di lunghezza di un cammino differenziabile a

tratti non dipende dalla parametrizzazione, il concetto di geodetica dipen-
(¥)

de dalla parametrizzazione

Gid da questi primi fatti appare evidente 1'utilit3d di un'applicazione qua-
le 1'esponenziale; ma senza ulteriori ipotesi un argomento sul quale inter-
venga 1'esponenziale pud essere portato avanti solo per problemi di natura
locale. Vediamo ora brevemente che tipo di ipotesi sono necessarie perché

l'esponenziale sia definito globalmente e quanto esse siano restrittive.

1.2.15. DEFINIZIONE. Diremo che una varieta riemannianq' M e completa se

lo é risEetto alla metrica introdotta nel paragrafo precedente. Diremo che
M & gemdeticamente completa se ogni 5eodetica_é dgﬁinita per tutti 1 valori

reali del parametro.

1.2.16. TEOREMA di HOPF-RINOW. Sia M wuna varieti riemanniana connessa.

1) Le seguenti condizionli sono equivalenti:

a) M é completa

b) M & geodeticamente completa

c) Esiste p ¢ M tale che expp é definito su tutto TPM

d) Exp & definito su tutto T(M)

e) Ogni sottoinsieme di M chiuso e limitato é compatto.

2) Se M & completa, per ogni coppia di punti p,q € M esiste una geode-
tica y : [ 0,1 ] > M tale che vy(o) =p, v(1) = g e L(y) = d(p,q)

(esiste cioé una geodetica minimale congiungente p e ().

(%) Un facile calcolo in coordinate locali mostra che se la curva y = y(t),
t ¢ [ 0,1 ], € una geodetica e se t = t(t), TE [a,b ], € una funzione li-
neare di [ a,b ] su [ 0,1]J7=Y(t(1)) é ancora una geodetica. Questo risulta

to non vale perdo per una qualunque riparametrizzazione della curva vy .
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Per la dimostrazione rimandiamo ad un qualunque buon testo di geometria dif-

ferenziale.

Le varieta che considereremo le assumeremo sempre complete; dal nostro
punto di vista (cioé lo studio della topologia delle varietid mediante 1'uso
di concetti metrici) una tale assunzione pud essere giustificata (solo in

parte pero) dal seguente teorema.

1.2.17. TEOREMA. Sia M una variet3 riemanni;pa. Esistp allora una strut

tura riemanniana su M, conforme alla data e rispetto alla quale M & com-
(%)

pleta . Per la dimostrazione rimandiamo a Hicks [IIS ].

Un'altra ragione che rende meno restrittiva 1'ipotesi fatta sulle varietd
che prenderemo in considerazione € 1l'equivalenza fornitaci dal teorema di Hopf-

Rinow tra la completezza (metrica) e la completezza geodetica. Questa giusti

ficazione perd cade se tentiamo di generalizzare la geometria riemanniana al
caso di varietd modellate su spazi di Hilbert (varietd di dimensione infini-
ta). Infatti in tal caso la completezza metrica (ipotesi ancora accettabile)

non implica la completezza geodetica e il richiedere quest'ultima costante-

mente € un po' troppo restrittivo.

(¥) Ricordiamo che due strutture riemanniane (,) e < , > su M si dicono

conformi se VX,Y € TPM (e Vp ¢ M) risulta

X, Y) <X,¥>
((X,Y) (Y1) (< X,5>  <Y,¥>)

||
FCT -
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1.3. CURVATURA

1.3.1. DEFINIZ}OHEk Assegnata una varieti M con_una connessione rieman-

niana V, si dice curvatura l'applicazione

R:T(M) xT(M) xTM) - T
(%)

definita ponendo

R(X,Y,2) = R(X,Y)Z = =V V Z + 9V VZ+ V. . Z.
( ) (X,Y) X'Y Y X [X,Y]

R & un campo di tensori del tipo (1,3), infatti si verifica facilmente che

.

& un'applicazione ' (M)-multilineare.

OSSERVAZIONE. 1) (R(X,Y)Z)(p) dipende solo dai valori che X,Y,Z assu-

mono in p, nel senso che se X',Y',Z'é T(M) e X'=X,Y"'=Y ,Z2'=2Z ri
P P P P P P o

sulta (REX',Y")Z")(p) = RE,Y)Z)(p).

Avra senso allora scrivere R(X ,Y )Z se X ,Y ,Z €T M.
P P P P P p P

Si parlera quindi di tensore di curvatura sulla varietad M associata al

la connessione V.

I1 tensore di curvatura misura di quanto la "derivata covariante seconda"
si discosta dall'essere simmetrica. Daremo ora un calcolo che giustifica tale

affermazione.

(#) Molti testi definiscono la curvatura ponendo

R(X,Y)Z=V VZ - V.V Z -V Z .
(X,¥) X Y Y X [ x,Y]
La definizione che abbiamo dato qui ha il vantaggio che il prodotto sca

lare (R(Bh, Bi) Bj, Bk) coincide con 11 simbolo classico Rhijk'
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2 .
1.3.2. IFMMA. Sia F : R > M una superficie di parametri x e Yy

e sia X un ¢ o di vettori lungc F. Risulta allora

— X - — —— X =R X
3y X 3X dy ( ax  dy )
D D
e = = ¥ .
dove = %y IF ©  ax Y,
oy 0X

Dimostrazione. Esprimiamo i due termini dell'uguaglianza su scritta

. . . : . . 1 1 i
in un sistema di coordinate locali {xl,...;xng; siano (x ),(y ), (X))

. . . . A . oF oF
rispettivamente le componenti deli campi di vettori “ax 3y’ X nel-
3 .
la base naturale (Bi = ax.); risulta allora
1
D D D D T i b b D D
e e X w e —— X = L X ( —— 3, = —— —— 3,) =
o0y  9X 09X 9V =1 dy 99X 1 9X J9y 1
ijk L L
= z X X7y (V v 3. =V v 3.) = (poiché [3. d ] = o) =
.. d 0. 1 d. o 1 1 k
1,3,k k J ] k
1]k oF oF
- z = —— .
R X X'y R<aj,3k)a, R( e oy ) X ]
1,],K

1.3.3. LEMMA, I1 tensore di curvatura verifica le seguenti angrietﬁ (s1

ricordi che la connessione V si & supposta riemanniana) qualunque siano i

campi di vettori X,Y,Z,W € TI(M).

a) R(X,Y)Z + R(Y,X)Z = O

b) R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = O
¢) (R(X,Y)Z,W) = - (R(X,Y)W,Z)

d) (RX,Y)Z,W) = (R(Z,W)X,Y).

Le dimostrazione € un semplice calcolo.



Diamo ora una prima interpretazione geometrica di R. Il calcolo che fa-

remo ci sembra particolarmente istruttivo perché & un primo esempio di "teo

rema di confronto'". Si tratta in questo caso di confrontare una grandezza nel

lo spazio ''piatto” TPM con la corrispondente nello spazio 'curvo' M.

Sia T wun vettore unitario in TPM e V or-
togonale a T e unitario. Sia V(t) 1l campo
lunto il raggio {tI|t > 0} ottenuto trasportan
do V parallelamente e sia W(t) = tV(t).

Poniamo J(t) = (d exp ) _(W(t)); allora J(t)
p tT

é un campo di vettori lungo la geodetica

. t » y(t) = exp (tT). Poniamo inoltre a(s,t) =

(* : .
= gW(t) + tT : chiaramente, fissato

s , t ﬁ-u(sﬂ,t) & un raggio in T M e quindi t* exp ‘a(s ,t) & una geodetil
© P P o) —

B

a. S ' s,t) = t)), chiaramente J(t) = '
C e poniamo B(s,t) EXPP(“(Sa )), chiaramente (t) ( 05 )(O,C)

Risulta allora

D D 3B D D oR D D 0B
() = ( )y = ) = ( ) +
ot ot  9s” {(0,t) ot 9s a9t (0,t) ds dt 3t  (0O,t)
F RS, —
ds dt ot
- . . g D 3R
ma t = f(s ,t) € una geodetica e quindi = 0

0O ot ot

Dunque
(1.3.4) J''(t) + R(B(O,t), J(£))B(0,t) = O

Poniamo per semplicitd X = B(0,t).

(#¥) con il significato ovvio(anche se non molto corretto) del simbolo

tT + sW(t).



- 26 -

Ora sviluppando con la formula di Taylor:

2 3
2 d 2
HJ(t)II = (J(0),J(0)) + (__i‘.‘.&i_ti‘l.)_ gt + __;_'__(____(%_J_)_)Dt + _:-)__(d (J;J))ﬂt3 .
dt dt
4
1 E_(J,J) 4
+ —EZ-( 7 )nt F o e e e

dt

J(O) =0 =>» ((J) , JO))=0

d

&—%%”1-)) = 2(3'(0),3(0) )= O
t O

4% (3. 1) )

("—-dtr )D = 2|]|3'(0)|]

d3(J J) d2 2(J%J) d(J",J) d(J',J")

(— ;)U=(————-——5 )Q—zt ; )G+2( Z )n=

dt dt dt dt

= 2(J"(0),J"(0)) + 2(3""'(0),3(0)) + 4(J"(0),J(0))= 0

(infatti per (1.3.4.) e per l'osservazione 1) se J(0) = 0 si ha J"(0)=0 ).

1 d (3,3 ) 1
—— = —— (J! KR
24 ( dt )D 6 (J°,J )U
D D
Inoltre (J',J''"') = J', — — J') = (J',V.V J') =(J',V.V_X) =
noltre (J7, )\o = U T 3t ) = (J5,V.0.30) =509 ,.X)

= (poiché [i,J' J =0 ) = -(J',R(X,J')X)D

Concludendo

(1.3.5.) ||Jwf|® = ¢% - — (J',R(X,I)X)_ et v o)

1.3.6. PROPOSIZIONE. 1) L'effetto di d exp sui vettori del tipo tV(t)
bt el ——— D Sul vertori cel -1p9

ortogonali a T & misurato al 4° ordine da (J',R(X,J")X)

I 0
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2) Se (V ,R(W ,vp)w-),¢ " VV,W ¢ TPM ortonorma-
se (V) 5 < or

11 allora le geodetiche uscenti da p si allontanano tra di loro pid ra-

pidamente dei currisEondenti raggi in T M
P

3) Se (V ,R(W,V)IW)> 0 VV,W € TM 1le geode-
— p’ " p’p P — p -

tiche uscenti da p si allontanano meno rapidamente dei corrispondenti rag-

gli in T M,
P
(Naturalmente tutte le considerazioni precedenti hanno carattere locale).

caso 2) Caso 3)

Come é facile intuire la quantita (R(V,W) V,W) gioca un ruolo essenzia-

le nella determinazione del comportamento delle geodetiche. Diamo allora la

seguente definizione:

1.3.7. DEFINIZIONE. Siano X,Y vettori indipendenti in TpM.

(

*"1

#

Chiameremo curvatura gaussiana (o sezionale) rispetto ad X e Y la quantita

_(R(X,Y¥) X,Y)

K(X,Y) = 5 y \
P el - &,

(%) Se il tensore di curvatura R & definito come nella nota alla definizio

(R(X,Y) ¥ X)

ne 1.3.1., si pone K(X,Y) = 5 2 2
X[ Ty [ - &,
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: : Cee . 3
Il nome deirva dal caso classico delle superifice¢ in R .

Infatti, come € facile controllare con semplici calcoli (Hicks [15‘]),
K(X,Y) dipende solo dal piano generato da X e Y in T M e non da

P
X,Y stessi. Se allora P = {tX+sY | t,s€R} e U & un intorno di O in

P abbastanza piccolo, exp (U) & una sottovarietad 2-dimensionale di M mu

P
nita di una metrica riemanniana indotta da quella di M. Per il "Teorema
] " - i * L] ] 3
Egregium" la curvatura gaussiana di una superficie in R (prodotto delle

. : : : : : 3
curvature principali) non dipende dall'immersione in R ma solo dalla

struttura metrica della superficie e quindi per il solo tramite degli in-
varianti metrici di exp (U), & possibile definire la curvatura gaussiana
P

K di exPp(U) in p. Come allora ci attendiamo risulta Kp = K(X,Y).

Sia p un punto di una varietd riemanniana M,P un piano per O 1in

TPM e K(P) 1la curvatura sezionale di M 1in p rispetto al piano P.

Sia inoltre r un numero reale positivo e Y [’O,Zﬂ.] - P 1la circon-

ferenza su P di centro O e raggio r.

Supposto r abbastanza piccolo per cui esista un r' > r tale che expp

sia un diffeomorfismo su Br'= {X ¢ TPMI |IX|| < r'}, indichiamo con

L(Yr) = 2nr la lunghezza della circonferenza Yr e con L(r) 1la lunghezza

della curva chiusa exp o L [O,Zw ] -+ M.
P

[} E ] .‘ L ] L ] L
S1 verifica allora con calcoli laboriosi che

2 3
dL
— (0) = 27 d L (0) =0 d L
dr 2 3
dr dr

(0) = =67K(P),
e quindi dallo sviluppo di L(r) 1in serie di Taylor in un intorno dello

(%) Vedi Hermann [ 14;].
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zero s1 ottiene 11 seguente Lemma

L(Yr) - L(r)

1.3.8. LEMMA. K(P) = lim —mm%y—m .
- r > 0 Y

Questo risultato permette di provare la seguente proposizione.

1.3.9. PROPOSIZIONE. Siano N ed M due varietd riemanniane e ¢:N > M

una lmmersione isometrica di N 1in M, cioé una applicazione differenziabile

tale che

d X = X er € N, X € T N.
|| ?P()H leH per p € N, ]

Sia 1noltre P un piano per O in T M tale che per ogni Xe€P 1la cur-
— un piano per —=  p ale che per ogni —_ Lt

va t = ?(expp(tX)) sia una geodetica in M.

Indicate allora con KN(P) e KM(P') la curvatura sezionale rispettivamente

di N ed M in p rispettoa P ed a P'-= dfp(P) risulta

Ky (B) = K (PT).

Dimostrazione . Se vy € la circonferenza su P di centro O e raggio
-~ — " r

r, poiché ¢ € una isometria sara

L(r) = L(expp' Yy ) = L(ge eXp 'Yr) = L'(x).

Risulta allora ovviamente KN(P) - KM(P') =0.g

Vediamo ora come questi risultati diano un'altra interpretazione geometrica
della curvatura sezionale, ben nota nel caso bidimensionale, e come formisca-
no uno dei possibili metodi per verificare lo stretto legame che c'é tra la

curvatura sezionale qui definita e la curvatura gaussiana di una superficie.

OSSERVAZIONI. 1)Consideriamo la superficie I = expp(U) costruita in pre

cedenza e 1l'ingezione canonica j : £ - M. Chiaramente la metrica indotta su

Z @& tale che j @& una isometria, dunque la curvatura sezionale di M 1in P



rispetto al piano P che individua I coincide con la curvatura se-
zionale della sottovarieti I in p. Poiché si verifica che la curva
tura sezionale di I in p é proprio la curvatura gaussiana defini-

ta nel modo classico, si ottliene quanto si era gia asserito.

2) La 1.3.9. ci permette anche di affermare che 1in

genere 1'applicazione esponenziale non & una isometria, sebbene lo sia

' : . (%)
ungo 1 raggl

In effetti se per un punto p € M, exp :T M > M fosse una isome
P P

tria, considerata la sua restrizione ad un intorno opportunamente pic

colo di O sul quale exp & un diffeomorfismo, la curvatura sezio-
P

nale di M 1in p dovrebbe essere uguale alla curvatura sezionale di

TM in O, cioé dovrebbe essere nulla; in generale ¢i6 non si verifi
D =

ca.

Pii precisamente la 'non isometria'" di exp si manifesta sui
P

vettori ortogonali ai raggi e (1.3.5.) e (1.3.8) ci dicono appunto

che K misura quanto exp si discosti dall'essere una isometria.
P

(#) Vedi 1l'osservazione 4 del paragrafo 2.



