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CAPITOLO 9

APPENDICE: COMPLEMENTI SUI COMPLESSI

LÌI CA~1ERE MAGRI

Dirò che un complesso di camere magro è bÙ.o.eoJWbde. (o :coRo1(abde.) se il

grafo, costruito prendendo come '/ertici le camere e come lati le coppie di ca

mere adiacenti, è bipartito. Si ha:

(c.l) Un complesso di camere magro è colorabile se e solo se, date tre camere

C,C' ,C" con C' e C" adiacenti, risulta Id(C,C' )-d(C,C") I = l.

(d(C,C') è la distanza di due camere C e C', come ne l Ca p. 5). Pro vi amo i l

Scegliamo una camera C e contrassegnamo con una marca + o - tutte le ca
o

mere del complesso, assegnando alla camera C il segno + o - a seconda che

d(C ,C) sia Dari o dispari. Nelle ipotesi assunte, camere adiacenti sono marcao
te da segni opposti. E il "se" è provato. Proviamo il "solo se". Se il complesso

è colorabile, possiamo marcare con + o - tutte le camere, in modo che camere

adiacenti abbiano marche opposte. Sicché, data una camera C, il segno di una

camera C' e concorde o discorde col segno di C a seconda che d(C,C') Sla p~

ri o dispari. Pertanto, se C' e C" sono adiacenti, risulta d(C,C') 'I d(C,C"),

poiché C' e C" hanno segno ('pposti. E ne segue che Id(C,C' )-d(C,C") l = l,

perché Id (C, C") -d (C, C' ) I < l.

Un automorfismo. di un complesso di camere magro si dira quasi speciale se per

ogm camera C, <P fissa tutti i vertici (o var'ieta, se così si preferisce dire)

della faccia .p(C) IìC. Si è gia visto implicitamente nel Cap. l che:
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ché r' - r.

Sicché una riflessione è individuata dalla coppla di camere c"e scambia. Ri-

sulta così giustificato denotare con rC,C'

mere (adiacenti) C e C'.

la riflessione che scambia due ca-

Osservo ora che la costruzione della parti zone in tipi 0] data nel Cap. 5

può essere riformulata anche su complessi di vertici e faccie che non siano com

plessi di bandiere. Si vede subito che un automorfismo t di un complesso di ca

mere induce una permutazione t<l>

sieme dei vertici. L'automorfismo

sulla partizione individuata da

<I> sarà detto ~reua,:e se t <I>

0] sull'in

e l'identità.

Si1 ura K un complesso di camere magro.E"' presto visto che se la partizione

di K in tipi o é regolare, allora ogni riflessione r è un automorfismo
I

• C' . Sic1n

C, Sla

a C' . Sia

g' (C) -

speciale. Viceversa. se 0] è ben posta. gli automorfismi speciali di K sono

quasi special i.

S i ha:

(c.4) Sia K un complesso di cam?re magro. Allora K ammette un gruppo G di

automorfismi quasi speciali transitivo sull'insieme delle camere solo se

ammette tutte le riflessioni, nel qual caso G è il gruppo generato dalle

riflessioni. Viceversa, se l: ammette tutte le riflessioni e se ogni au

tomorfismo generato da riflessioni è quasi speciale, allora il gruppo di

aotomorfismi generato dalle rifless';oni è l'unico gruppo di automorfismi

quasi speciali transitivo sulle camere di ,.

Sia G un gruppo di automorfismi quasi speciali transitivo sulle camere di K.

Per ogni coppia di camere C,C'adiacenti esiste geG che porta C

ché, essendo g quasi speciale, è g = rC.C" Fissata pOl una camera

g e G e C' = g(C). Sia C = Co'C l '" 'Cm = C'una galleria da C

r.=rC C • per l=l •... m,esia g'=rr l ... r l . Si ha che
1 . l' . n, m-

l - 1

C. E la prima parte della (c.4) è provata. La seconda parte é ora 0vvia.

= g(C). Ma
- l

g g'(C) =

g.g'eG. Sicché
-l

g g'eG. Pertanto é
-l

g 9' =1, per la (c.2), perché
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Sia K un complesso di camere magro e G un (anzi: ,(.,c per la (c.4)) '1ruppO

di autonlorfismi quasi speciali di K transitivo sulle camere. Scelta una canle

ra C come c.arne/W 6(JYtdamevda1.e, per ogni faccia A di C indichiamo con G
A

lo stabilizzatore di A
,
l n G. Possiamo ricopiare isomorficamente K sul si-

stema dei laterali dei sottogruppi G
A

(con A c C). Precisamente, ad una faccia

A' di K aSSOC1amo i l laterale gG
A

ove 9 è un opportuno elemento di G che

porta un'opportuna A c C A' . Ai vertici di K restano allora associati
,

l n l

tra later'ali, l'incidenza di due faccie nel fatto che i corrispettivi

qui, gli elementi di

laterali dei sottogruppi

Sl traduce nella duale della 1n

C, e a11 e camere

G, poiché

dix

G
C

; c i oé ,

tra faccie

G , stabilizzatori di vertici
x

i laterali di

per la (c.2). L'inclusione

restano associatiKdi

è G
C

= l

clusione

laterali abbiano intersezione t 0.

Lasciando a chi legge le altre verifiche, mi limito a mostr'òre che la corrispon

e Slanodenza é ben posta. Sia A' una faccia di K

tali che gl(Al ) = A' - gZ(AZ)' Si~Y<lil(C), per

~

gl,gZtb

1-1,Z.E'A'

ed Al ,AZ;;

cCl(\CZ·Ed

C

essendo un automorfismo

fissa

= l).perché G
C

- l
9Z99 Z

= l

esiste geG tale che g(C
l

) = C
Z

' Sicché 9 fissa A',

quasi speciale. Per di più, gz9g1]e Gc (qui é anzi

-1
e gzggz individuano lo stesso laterale di

AZ' Sicché
-l

fissa AZ' Del resto
-l

porta Al
,

~·Z . Ne chegZgl gzgl l n segue

Al = AZ' E che glGA gZGA
ora dal fatto che -l fissa AZ = Al'- segue 9Z91l Z

Nom - Ho evitan~o di sfruttare il fatto che G
C

= l, per evidenziare come il

ragionamento sia più generale di quel che le ipotesi qui assunte facciano supporre.

La costruzione ora descritta é giA stata incontrata più volte nei capitoli pre

cedenti. In tali occasioni le notazioni erano diverse da quelle qui usate: il sot
-

togruppo GA Vl sarebbe stato scritto come GC_A' o come SC-A' o come WC_A"" .

La cosa aveva una sua giustificazione al momento di risalire direttamente dal l'in

sieme (qui = faccia), appo:'to come 'indice, ad un insieme di "iflessioni generan

te per' il sottogruppo. Ho poi mantenuto tali convenzioni nel Cap. 7 solo per

non allontiln3rmi troppo da quelle usate in precedenza; ma, in quella sede, non ve

ne sarebbe stato alcun bisogno.
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E' poi presto visto, per la magrezza di K, che per ogni xeC risulta

GC_{x} = <r x> , ove r é la riflessione che scambia
x

c con la camera adia

cente a C suììa faccia C-(xl. Il sistema delle r (xeC), dette tUnte.,M.{.uni.
x

nondame.n;l:a!:-i., dà un insieme di ge;lp.rdori per G. Infatti, possiamo graduare

gli elementi di G associando a geG come gr"do d(g) ia distanza da C del

é prodotto di

C l' Alloram-
e prodotto di riflessioni

-l
= g' ( 9 ') l'g'

•ln

g'

C

g = rg'

che portaGg' l'elemento di

g(C). Possiamo ora ragionare per induzione su d(g). Se d(g) = l,

è una riflessione fondamentale. Sia d(g) > l, e sia C = C ,Cl' ... C =g(C)o m
C a g(C). Sia r la riflessione che scambia C lm-

9 = rg', e

è una riflessione fondamentale. Ma

g

la camera

una galleria minimale da

allora

e C, e sia
m

(g' fl rg'

fondamentali, per ipotesi induttiva. Sicché

riflessioni fondamentali.

Nota - La condizione i) della fine del Capit.olo 8 da l'estensione a'l casi non

magri di quanto ora visto. La dimostrazionp non e molto diversa da quella data
,

qUl sopra.

Viceversa, sia dato in un gruppo G un sistema di sottogruppi

le che, posto G
J

- i~J G
l

(J C I), Sla:

i) G
I

- l

G.
l

( i e I ), ta

ii) G e generato da un insieme {>t'i!ieIl di involuzioni, dette Jt-i.6tv.,,s.(mu nOY!

dame.Y!titU, tali che, per ogni ieI, sia GI_{i} =< r
i
>.

Allora, prendendo come faccie i laterali sinistri dei G
J

e rappresentando

l'inclusione tra faccie con la duale dell'inclusione tra laterali (al solito: Sl

con l'insieme dei lateraliidentifichi gG
J

plesso di camere
, ,

magro, SUl CUl

gG, con ieJ),
l

G, agendo per moltiplicazione

si ottiene un com-

a sinistra, defini

sce un gruppo di automorfismi quasi speciali transitivo sulle camel'e (tutto ciò é

di facile verifica).

Nota. - E' ovvio come si riadattera al casi non magri quanto ora detto: Sl ca n

cellera la i), e si sostituirà la ii) con la condizione indicata con i) alla

fine del Cap. 8. Lascio le dimostrazioni a chi legge.
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E' OVV10 che queste due costruzioni sono l'una l'inversa dell 'altra.

Conveniamo di dir'e tolitlmerl.te <,;'mme.tJùcu un complesso di camere magro in

CU1 esistono tutte le riflessioni e tale che ogni automorfismo del complesso

che sia generato da riflessioni è quasi speciale. Per la (c.4) un complesso

di camere magro K totalmente simmetrico ammette esattamente un gruppo di au

tomorfi>~i quasi speciali transitivo sulle camere: il gruppo

le riflessioni. Dato un complesso di camere magro totalmente

G (I:) genera to da lr ...

simmetrico K, possia

mo assegnare un tipo (che chiameremo per ora r--ttpo) ai vertici di K, scegl ien

do una camera C come camera fondamentale, ed assegnando al vertice x', come

r-tipo, il vertice x di C tale che x' • g(x) per qualche geG(K) (si è gia

implicitame,rte visto che q~esta definizione è ben posta), Indichiamo con °r

0 T : ciò segue subito dal,

è indipendentehanno lo stesso r-tipo. E' ovvio che

l'equivalenza definita tra i vertici di

fat

Yedxse

La partizione

y(" )
r

da C.
x "

in tipi

ponendo

8
r

partizione naturalee non più fine della8
r

to che ogn1 camera di prende esattamente uni, varieta per ogni ,'-tipo. Per

questo stesso motivo, 8
1

è ben posta. Proviamo ora che è, anzi, °
1

'

x,y due vertici di ugual r-tipo. Possiamo supporre, senza introdurre

° . Sianor
restrizio

di una espresslone di

ni essenziali, che

riflessioni. Si~

xeC. Sia geG (1:) tale che
r

l(g) la minima lunghezza

9 ( x) • y. ~~a g è prodotto di

9 come prodot

to di riflessioni, Ragioniamo per induzione su t(g). Se

per ipotesi induttiva, e banalme:lt",

l(g) > l. Allora esiste una riflessione

un co"'[) l esso di camere magro tota l men',!;

è x = z(O )- I

-Y(OI)·La

subito che:

t(g) • l, è ovvio che

ed un elementor

simnletrico, Allora G (K)
r

z-g'(x),- l (g) - l. Po s to

Y = z(OI)' In definitiva: x

è trasversale. Da ciò si ha°I

l( g , )eg = rg'che

K

segue. In particolare:

Sia

8
r

x = Y(0
1

). Sia

g'eG (K) tali
r

°1 •

(c . 5)

è il gpuppo degli automorfismi speciali di K.

Quanto sin qui visto mostra che i'I senso dato qui a "speciale" è in è.rmonia

con quelli stabiliti in ~recedenza su complessi di Coxeter' ed edifici generaliz

zati. E mostra anche come la condizione (G) possa tradursi nella (G.bis) del Cap. 3
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verra detto mu.!l.o di A. Indicato poi(lQ
A

K, e sia A = Cr)C'. Poniamo .; uguale
- --
C per CUl è d(C,C) = d(C' ,C)-I e 'A uguale all' i.':l.

- -
per cui è d(C,C')-1 = d(C' ,C). La colorabilità di J<, as-

ponIamo~A'

C,C' due camere adiacenti di

due radici. Indicati poi
+

da <l'A e

-
sieme delle camere C'

+sicura che -A e t A bipartiscono le camere di X in due insiemi disgiunti, det

ti le due I>Jldic.i. relative alla faccia A. E' poi ovvio che rC,C' scambia tali
+ -

con K
A

e K
A

i due sottocornplessi di K individuati
+ () 

:lO;>A' KA KA·

all'insieme delle camere

Sia ora K un complesso di camere magro, colorabile e totalme,·t.e simmetr-\co.

Si ano

con FA l'i nsi eme del Ie faccie di )( tenu"Le fisse da rC,C I
'

e evi dente che

FA C (l. \ • Il • detto . Do controesempio. Si consideri l'usua-vIceversa non e qUI un
- I

le triangolazione di un toro con 18 triangoli:

. / C
~-----K--,!'r----, f------;
I
I C'

I

(i bo~di della figura vanno identificati nel modi soliti). Si assumano come verti
_i.....Yf.r:.tic

ci)della triangolazione e come incidenza tra due vertici il fatto di essere con-

giunti da un lato della triangolazione. E' presto visto che si ottiene un comples

so di camere magro, colorabile e totalmente simmetrico. Le camere sono i triangoli.

I tipi sono indicati in figura coi contrassegni e , o e '*

Consideriamo il muro della fac~ia A = C"C'. Esso risulta dalle due spezzate

chiuse a e b in figura:

1
I~
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consideriamo il muro della

Ma FA

Ancora:

è la spezzata a; mentre r C,C'
faccia

trasla la spezzata b su S2 stessa.

A' = C' nC". Risulta dalle due spez-

zate chiuse a e b in figura:

b

b a

-----
b

:*'''-------

b
~-----""~--:'-....... ----------'

b

Ma FA' è la spezzata a; mentre r C,C' trascina b 5tj se stessa.

Consideriamo la seguente condizione:

- -
(.) Scelte comunque due coppie di camere adiacenti (C,C') e (C,C'), se

- -
dCC,C) = d(C' ,C), allora rC,c' f re,e' .

Essa è evi:ie,ntemente falsa sull 'esempio ora dato, proprlO perché, delle due

spezzate a,b che costituiscono il muro di A (di A'), rC,C' (rispettivamente:

rC' ,C") ne trascina una su sé stessa.

Supponiamo ora che K sia un complesso di camere magro, colorabile, totalmen

te simmetrico e verificante la (~). Siano C,C' due camere adiacenti ed A = CllC'.

Pera l tro, Prl-

daleleria minimale in
+

VA

Cominciamo col provare che le due radici relative ad A sono insiemi convessi di
- - + - -

camere (cfr. Cap. 5). Siano dunque C,c'e<l>A' e sia C - Co,Cl,,,,Cm = C'una gal-
-
C a C'. Per assurdo, tale galleria fuoriesca da

+
. Sia Ch la prima camera della galleria che fuoriesce da <l>A'

+ - +
ma o poi la galleria deve rientrare in 'P

A
, dal momento che C'E<l'A' Sia dunque

C
k

la prima camera dopo Ch che Y'ientra in il;. Risulta d(C,Ch_l ) - d(C' ,C'l)

Ne segue che

da Ch_l a

rc,C' porta il t:rCltto di galleria da
-

C
k

. Sicché la galleria data sopra da C a

a
-
C'

C
k
_

l
ln una galleria

puo essere sostitui-

ta da una galleria piO breve; non era dunque nlinimale; assurdo. Su <I> A il raglO-
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namento è lo stesso.

)QA una sola volta (ovvero: si divide

Da ciò Sl ha poi subito cile, date due camere

- -
leria minimale da C a C: attraversa

- +
C e i';>A e

-
C' <ile A' ogni gal-

in due tronconi, il primo tutto contenuto 1n +
<!> , il secondo in

A
-

Ovviamente, 3<ilA non contiene caOlere. Sia FA l'insieme delle faccie di codi
-

menS10ne l (o corango l, come si preferisca dire), in 3<!>A. Si ha ora che FA c FA.
- --

Sia infatti BeF
A

, e Slano C e C' le due camere uscenti da B. Necessaria-
+ - - +

mente, una di esse sta in ~A e l'altra in <!>A. Poniamo sia C e <!>A . E' allora
- -

d(C,C) = d(C',C'). Sicché, per la (>l'), rC,C' - re,e' . Sicché rC,C" scambiando

- -
C e C', fissa B. Si ha, tra l'altro, che A e B individuano la stessa ri-

flessione, e pertanto che F - FA - B'

Ma non possiamo però ancora provare che FA = 30A. Do qU1 un controesempio.

Consideriamo nel piano euclideo i punti (x,y) di coordinate intere.Ripartiamoli

in tre tipi O, 1,2 assegnando ad (x,y) i l tipo r se x-y = r (mod. 3).

Stabiliamo tra questi punti un'incidenza ponendo due punti incidenti se distano

di l oppure se distano di .~.. e individuano una retta di coefficiente angolare

-l. Sia K il complesso di camere determinato da questa relazione d'incidenza.

K é magro, colorabile, totalmente simmejico, e verificante la (~). Anzi: K. é

il complesso di Coxeter di diagram~a:

(ciò risulterà dal seguito). Noto che K può anche pensarsi ottenuto da una qua

lunque tasselazione del piano euclideo in triangoli equilateri.

Costruiamo ora su K un secondo ~0mplesso
'l'

K , identificando ogni punto (x,y)

di tipo O con uno dei tre punti (0,0),(1,1) e (2,2) a seconda che x=O,l o

2 (mod. 3). Non aggiungiamo però altre faccie oltre a quelle direttamente otteni

bili da quelle di K. (per' Esempio: risulta ora (0,0) incidente a (2,0), perché

(0,0) é identificato a (3,0), che é incidente a (2,0) in K.; ciò nonostaiite

non consideriamo la terna (0,0),(1,0), (2,0) conle una camera di
io

K ). Si verifi-
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e un complesso di carnere magro. colorabile. totalmente

simmetrico e verificante la ("). Non è però vero che. presa una faccia
..

A di K

di codimensione l. sia FA = a'D A. Infatti FA e rappresentabile da una r~tta del

piano. mentre d"'A contiene. oltre ad FA' i tre vertici di 1<* di tipo O.,.
Il complesso K presenta un'altra anomalia. legata a quella ora vista: il reS1-

duo di un vertice di tipo O non è un complesso di camere: consta infatti di (in

finiti) esagoni. tra loro disgiunti.

Veniamo dunque alla caratterizzazione dei complessi di Coxeter:

(c.6) I complessi di Coxeter sono i complessi di camere magri. colorabili. total

mente simmetrici. verificanti la (*) e tali che per ogni loro faccia B il

residuo di B sia un complesso di camere.

Che i complessi di Coxeter abbiano tutte le proprietà sopra elencate segue da~

la caratterizzazione dei complessi di Coxeter data da Tits in [26] Cap. 2. Vicever

sa. Sla K un complesso di camere verificante tutte le condizioni elencate nella

(c.6). Proviamo che per ogn1 faccia

B

l

con

una galleria nella stella di camere per

A di K. di codimensione

!ue camere contenenti B
-
C'

-
- C'

- -
C a C'. Sia eh la pr1ma camera della galleria

A = Ch_l nc h• e A e d"'A' Ma A ha codimensione

e
-
C•Slano

-
C=C.Cl····Co m

+
~A' Allora. posto

S 1a po 1

Sia infatti

che esce da

(ovvero: nel residuo di B) da

-
l, sicchè AeF

A
• per quanto visto 1n precedenza. Pertanto: BeF

A
.

Date ora due camere adiacenti C.C' e posto A ~ CnC'. pOSS1amo definire due

I( attorno ad A (o atto~

r;(B) = Be1 nBper ogni faccia

K., detti up.i.eqa.:tlU1.e didie

no a

endomorfismi

FA = ~~A assicura che la

per ogni faccia B 1n
-

~A (similrnente petO Y
A

•

definizione è ben posta.

scambiando + con -l. La

Che K Sla un complesso di

Coxeter segue allora dalla caratterizzazione dei complessi di Coxeter data da

Ti ts nel Cap. 2 di [26J.

La caratterizzazione dei Complessi di Coxeter data da Tits e molto semplice:
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Sl rlassume tutta nell' ipotesi che i 1 complesso (di camere magr'o) ammetta tutte

le ripiegature (definite in generale come endomorfismi idempotenti ~ del com-

plesso tali che ogni camera sia immagine median+e ~ o di nessuna o di due ca

mere), Insisto sul fatto che, in p~a·tica, la caratterizzazione data dalla (c,6)

è di scarsa utilitA. Per esempio: se mediante la (c.6) si volesse dedurre la

(b.2) del Cap. l, non sarebbe difficile, usando la (b.l), la (B,4) e l'assunzione

di grassezza della (B.l), ricavare che gli appartamenti sono colorabili, totalmen

te simmetrici e che verificano la (.. ). Ma, per dedurre che i l residuo di una faccia

1n un appartamento è un complesso di camere, è necessario sapere giA che gli appar

tamenti ammettono tutte le ripiegature (cioè: occorre avere giA dimostr'ato la (b.2)).

Rimando per questo a [26J, nn. 2.7-2.9 e 3.14.


