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Teorema 4.4.

Se { & 0/p-equi-semicontinua sul dominio di 116 {, allora

1175 <1i% £ .
v Y

Questi teoremi forniscono delle condizioni sufficienti per 1'inversio-

ne delle disuguaglianze usuali:

@
c-h o

(4.2) Se 6¢c¢cp , allora 11 v < 1i°

P

c—h  2-h

1s 1s

A

che si ottencono da (2.3).

R
p XV

Si osserva che tipo di epi £ implica 0 /p-equi-semicontinui-

ta, mentre 1"inverso vale per le funzioni equilimitate.

5. Qualche applicazione all'ottimizzazione [8]

(Vedi [6],[19], [1] per i risultati simili sotto ipotesi piu forti)

Teorema 5.1.

Se rj superconverge ad f, cioé se
T
(5.1) Is £ <,

allora per i valori minimi vale

(5.2) Tim Sup. inf(f) < inf(f)

Prova

La topologia caotica 0 & la meno fine di tutte le topologie, percid

189 F¢1sT F o<,
n, — n, —_ N

e siccome
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o

1s. f(y) = sup inf inf f_(y') = 1im sup, inf (f)
F o~ X \ F v
FeF ieF y'eY

segue la tesi.

Lemma 5.2.
Se £ subconverge ad f, cioé se

T

(5.3) ]iF

£ 2f
e relR, allora per gli insiemi di livello vale

(5.4) L; {x : fi(x) <r} e {x: f(x)<r}

Prova

Come sempre v indica la topologia naturale di R, mentre 1 indica

quella discreta. Poiché 1t xvetTx 1, allora si ha

TXV

™t epi £ ¢ Ls epi i .

Ls
Si verifica facilmente che

Ls® {x : fi(x) <rr o= ( Ls™ tepi j)_1 r
La formula (5.3) (grazie a (2.3)) equivale a

X1
Ls

epi f eepi f={x:f(x)<r}.
Da cid segue la (5.4).
Teorema 5.2
Se { epi-converge ad f (cioé superconverge e subconverge nello stes-

so tempo), allora per gli insiemi dei minimi vale

Ls; Min(f) e Min(f)

dove
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Min(f) = {x : f(x) < inf(f)}

Prova

Per ogni € > 0 esiste F e F tale che

1'n1’(f1.) < inf(f) + ¢

quando i e F (ieorema 5.1). Dunque
Ls Min(fi) c Ls {x : fi(X)Aﬁ inf(f) +ele

c {x : f(x) < inf(f) + e}

grazie al Lemma 5.2. Ora basta osservare che

N {x : 7(x) < inf(f) + e} = Win(f)

€20

In altre parole, i1 Tecrema 5.3 stabilisce che ogni punto d'accumulazione

di minimi di {fi}iel & un minimo della funzione limite f.

Per ottenere un risultato che garantisca per ogni minimo x di f 1'esi-
stenza di una famiglia di minimi di {fi}iel convergente verso x, si ha

bisogno di una condizione supplementare sul comportamento di {fi}ieI'

Diciamo che una famiglia f = {fi}iel filtrata da F cresce decisivamente

in %, se per ogni Q e N(x) esiste Ve N(x), e >0 e F e F tali che per

ieF siha

(5.5) QM Min (f}.) = ) = ir\w/f f]. > inf (fi) + €

Teorema 5.4.

Supponiamo che { superconverge ad f e la famiglia dei valori minimi

subconverge, cioé

Tim 1an inf(i) > inf(f)

e se { cresce decisivamente (su Min(f)), allora
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Li Min({)ﬁ Min(f)

Prova

La seguente famiglia di funzioni

f = {fi}iel , fi(x) = fi(x) -inf(fi)

superconverge a ?(x) = f(x) - inf(f). Infatti, sia e > 0. Per ogni
0 e N(x) esiste f e F tale che per i e F,

inf f. < f(x) +e e inf(fi)_z inf(f) - ¢
Q

allora
inf(f, - inf (fi)) < f(x) - inf(f) + 2¢
Q

La condizione (5.5) equivale a :

per ogni Q e N(x) esiste Ve N(x), e > 0, Fe F tali che
per i e F la proprieta

epi .0V x (inf (f.) - e, inf (f.) + ) # P
implica

epi fif\Q x {inf (fi)} #0

FaY
In altre parole, epi ?if\v X (-e,e) # 0 1implica epi fifWQ x {0} 0.

Ma quest'ultima & precisamente la condizione che epi f sia di tipo

T XV

T X 1

in (x,0), dove T & la topologia su X che stiamo considerando.

Grazie al tecrema 4.1, abbiamo che
A o -
(Li ™Y epi £ 0= (Li PV api D70

e per ipotesi questo insieme include

(epi £)71(0) = {x : £(x) < inf(f)} = Min (f).
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Osserviamo infine che

i XV epi 70 = LiT ix fi(x) < inf(f,)}

oy
igr = L1 an(j)

6. Appplicazione del confronto dei limiti alla differenziazione [7].

L'iperderivata (3.5) costituisce una generalizzazione della derivata dire-

zionale di Clarke [12][16]. Se supponiamo che la topologia & su X xR

sia di tipo o x v, dove v & la topologia usuale di R, e che la funzicne
f sia og-semicentinva inferiormenie in x, allora possiamo trascrivere

(3.5) rel modo sequente

(6.1) f+(x)h = sup inf sup inf (%)
eN _(h) Vel §x). - eV h'
Qe T( ) bﬂvEe;)n £) 1 Y >é<ct eQ
0
dove (*) =-% [F(x" + th') - f(x})] e

N

dove (epi £ 2 1a neno fine topologia per la quale f @ semicontinua

superiormente. Ora la derivata di Clarke si pud definire come

(6.2) fo{x)h = ir€ sup %-[f(x'+th') - f(x")]
eN Cey-] x'eV
ov(epi )~ v
<t
t0> 0 0

e . . .o C e .
Per sempliificare la notazione, poniamo p = o viepi f) v . Ci si chiede

quali sizro le condizioni sufficienti per 1'uguaglianza
+
(6.3) f (x)h = f°(x)h

Una condizione & stata fornita da Rockafellar [17]. Una funzione f

¢ detta direzionalmente lipschitiziana in x rispetto h se esistono

Qe NT(h) , Ve Np(x) . to >0 ed MeR tali che

(6.4) f(x' + th') - f(x') < Mt , t < to’ x'" eV, h'eQ.



