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Teorema 4.4.

Se f è 8!p-equi-semicontinua sul dominio di li 8
f,

~ ~
allora

Questi teoremi forniscono delle condizioni sufficienti per l'inversio

ne delle disuguaglianze usuali:

(4.2) Se 8 c p a11 ora

che si ottengono da (2.3).

Si osserva che 8 x v____ 0_
p x v tipo di epi f

~
implica 8jp-equi-semicontinui-

tà, nlentre l'inverso vale per le funzioni equilimitate.

5. Qualche applicazione all'ottimizzazione [8J

(Vedi [6J, [19J, [1J per i risultati simili sotto ipotesi più forti)

Teorema 5.1.

Se J superconverge ad f, ci oé se

(5. 1)

allora per i valori minimi vale

(5.2)

Prova

1im sUPF inf(~) < inf(f)

La topologia caotica O è la meno fine di tutte le topologie, perciò

e siccome
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O f(y) inf inf f. (y I) lim sUPF inf (~)lSF = Sup =
N ,

FeF ieF y1eY

segue la tesi.

Lemma 5.2.

Se f subconverge ad f, cioé se
'V

(5.3) li; f > f
,-.J

e r e 1P, allora per gli ins iemi di l i ve l l o vale

(5.4 )

Prova

LT {x f.(x) < r} c {x f(x) ~ r}
F ,-

Come se~pre v indica la topologia naturale di ffi, mentre l indica

quella discreta. Poiché T x v C T X l , allora si ha

LsTxl epi f
'V

Si verifica facilmente che

TXV .
c Ls epl f .

'V

LsT {x : f.(x) < r} = ( L TXl . f)-1, _ s epl ~ r

La formula (5.3) (grazie a (2.3)) equivale a

LS TX1 epi ~ c epi f = {x : f(x) ~ r}

Da ciò segue la (5.4).

Teorema 5.2

Se f epi-converge ad f (cioé superconverge e subconverge nello stes
'V

so tempo), allora per gli insiemi dei minimi vale

dove
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Min(f) = {x f(x) < inf(f)}

Prova

Per ogn{ E > O esiste F e F tale che

inf(f.) < inf(f) + E
l

quando i e F (teorema 5.1). Dunque

Ls Min(f.) c Ls {x : f.(x) < inf(f) + E } C
l 1-

c {x : f(x) < inf(f) + E}

grazie al L~~ma 5.2. Ora basta osservare che

go {x : f(x) ~ inf(f) + El = ~<in(f)

In altre parole, il Teorema 5.3 stabilisce che ogni punto d'accumulazione

di minimi di {f.}. I è un minimo della funzione limite f.
l le

Per ottenere un risultato che garantisca per ogni minimo x di f l'esi-

convergente verso x, si hastenza di una famiglia di minimi di {f.}. I
l le

bisogno di una condizione supplementare sul comportamento di {f.L l'
l le

Diciamo che una famiglia f = {f.L I fi ltra ta da F cresce dec i si vamen te
"" l le ---- - ._---------

in x, se per ogni Q e N(x) es i ste V e N(x), E > O e F e F tali che per

i e F si ha

(5.5) o~ inf f. > inf (f.) + EV l l

Teorema 5.4.

Supponiamo che f superconverge ad f e la famiglia dei valori minimi
'\;

subconverge, cioé

e se f cresce decisivamente (su Min(f)), allora
'\;
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Li Mi n(f) ~ Mi n(f)
'V

Prova

La seguente famiglia di funzioni

/" A '"

f = {f.}. I ,f.(x) = f.(x) .inf(f.)
l lE l l l

A

superconverge a f(x) = f(x) - inf(f). Infatti, sia E > O. Per ogni

Q e N(x) esiste f e F tale che per i e F,

allora

inf f. < f(x) + E
Q 1-

e inf(f.) > inf(f) - E
l -

inf(f. - inf (f.)) < f(x) - inf(f) + 2E
Q l 1-

La condizione (5.5) equivale a :

per ogni Q E N(x) esiste V e N(x), E > O, F e F tali che

per i e F la proprietà

epi f.nV x (inf (f.) - E , inf (f.) + E) t- 0
l l l

i mp l i ca

epi f.nQ x {inf (f.)} t- 0
l l

A A

In altre parole, epi f.nV x (-E,E) f 0 implica epi f.nQ x {O}t- 0
l l

Ma quest'ultima è precisan~nte la condizione che epi f sia di tipo
<V

_~ in (x,O), dove L è la topologia su X che stiamo considerando.
L x l

Grazie al teorema 4.1, abbiamo che

(Li LXl LXV A -1
epi f) O

e per ipotesi questo insieme include

'" -1(epi f) (O) = {x : f(x) ~ inf(f)} = Min (f).
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Osserviamo infine che

L,. TXl • À)-1ep, f O
'"

f.(x) < inf(f.)}. 1= LiTMin(f)
, - , lé -v

Lliperderivata (3.5) costituisce una generalizzazione della derivata dire-

zionale di Clarke [12J [16J. Se supponiamo che la topologia e su X x IR

sia di tipo a x v, dove v è la topologia usuale di IR, e che la funzione

f sia a-semicontinua inferiormente in x, allora possiamo trascrivere

(3.5) nel modo seguente

inf (*)
h'eQ

è la meno fine topologia per la quale f è semicontinua

(*)dove

dove

1
= t [f(x l + th l

) - f(x))]

,..1
(epi f) v

e

superiornEnte. Ora la derivata di C1arke si può definire come

(6.2) fO(x)h = ir.c sup t [f(x'+th ' ) - f(x l
)]

VeN
av(epi f) -lv x I eli

t<t
t >o oo

)'""1Per semplificare la notazione, poniamo p = a v(epi f v . Ci si chiede

quali siano le condizioni suffici nti per l'uguaglianza

(6.3)
tf (x)h = fO(x)h

Una condizione è stata fornita da Rockafellar [17J. Una funzione f

è detta direzionalmente 1ipschitiziana in x rispetto h se esistono

Q e N (h) , V e N (x) , t > O
T P o

(6.4) f(x' + th ' ) - f(x') < Mt

ed M e IR tali che

, t < t
o

' Xl E V, hl E Q •


