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Lo scopo di queste note & far vedere come, usando alcuni semplici fatti della
teoria delle convergenze, si riottengono in modo molto chiaro risultati le cui

giustificazioni erano finora offuscate da molti tecnicismi.

1. Oggetti dello studio

Data una successione {xn}n di elementi di uno spazio topologico, si dice

e N
che x @& nel limite 1im X (oppure, che {xn}n e v Sonverge ad x), se, per ogni
N=<
intorno Q di x, esiste nelN tale che {xn,xn+1,....} c Q.

Tale nozione si riferisce al comportamento delle successioni "quando n tende
all'infinito". I1 "tendere all'infinito" & un concetto relativo ad una struttura
d'ordine (in questo caso, dei numeri naturali); esso si ritrova nell'idea di fil-

tro, che & una sua, particolarmente riuscita, generalizzazione {2].

Sia X wun insime. Una famiglia non vuota F di sottoinsiemi di X & detta

filtro se essa non contiene il sottoinsieme vuoto e se

ANB e F seesolose AeF e BefF.

La famiglia di tutti i soprainsiemi delle code

{x_,x 1°%042°

di una successione {xn n}e N @ un filtro, detto filtro elementare della successione.

Diciamo che un filtro F in uno spazio topologico X converge ad x € X, se
per ogni intorno Q di x esiste F e F tale che F c Q. In altre parole, un fil
tro converge ad x se ogni intorno di x @& contenuto in questo filtro. Diciamo

allora che x appartiene al limite di F e scriviamo
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x e Lim F.
Notiamo che "Lim" definisce un'applicazione dell'insieme  ¢X (di tutti i fil-
tri su X) in 2x (famiglia di tutti i sottoinsiemi di X):
Lim : ¢X - 2x.
Tenendo conto che F < G (diciamo che G & piu fine di F, F < G, quando F 2
incluso in G) definisce una struttura d'ordine su¢X e che 1'inclusione defini -
sce una struttura d'ordine su 2x, risulta che
(i) Lim @& monotona.
I1 filtro discreto di x,
Nt(x) = {Ae 2X : x e A}

soddisfa

(i) x e Lim Nl(x) .

Per ogni filtro F si ha

. 5w . o n .
(i1i) Lin F = 0. (HEG Lim H)
Si verifica inoltre che, per ogni famiglia di filtri {Fi}i e 1’ si ha
& . n =n -
(iv) Lim ieIFi {1 Lim Fi

Per formulare un'altra proprieta del limite, consideriamo un'applicazione
M X > ¢X

ed un filtro F e ¢X. I1 limite inferiore di M lungo F & il filtro

L1FM
definito dalla posizione:

Qe LiFM se e solo se esiste F e F tale che per x e F si ha Q e M(x).

Abbiamo che
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(v) Se x e Lim'F e per ogni x' e X, x' e Lim M(x), allora
X e Lim(LiFM) .

Le proprietd (i)-(v) servono da assiomi a varie nozioni di convergenza
(4] [31 (1] [9].

Un'applicazione di  ¢X in 2X 2 una convergenza se soddisfa (i), una

convergenza in senso stretto se verifica (i), (ii). Se inoltre verifica (iii)

e una convergenza pseudotopologica, mentre se vale anche (iv) si ha una con-

vergenza pretopologica. Se aggiungiamo anche 1'assioma (v) otteniamo una con-

vergenza topologica.

Oggetto delle nostre considerazioni saranno le convergenze deifiltri su

22, dove (Z,t) & uno spazio topologico.

Sia A = {A.}.
s iTiel

su I. Chiaramente, F induce su 2Z il filtro composto dalle soprafamiglie di

una famiglia di sottoinsiemi di Z e sia F un filtro

{Ai :ieF}l, FeF, e viceversa, ogni filtro su 2Z pud essere rappresenta-

to come una famiglia filtrata.

I1 limite supericore di A = {Ai}i e 1 che indicheremo

i
Ls ﬁ E LsF A

-~

@ composto dagli elementi z tali che, per ogni intorno Q e.N}(z) ed ogni
FeF esiste icF tale che Q"M‘Ju_i # 0

I1T Timite inferiore

¢ 1'insieme degli z tali che, per ogni Q e.NT(z) esiste F e F tale che
Qr*Ai # P per ciascun i in F (vedi [14]).

Si noti [4] che i1 limite definito da



s =
AelimA ssse Ac Li'ﬂ

costituisce una convergenza topologica, ma soltanto nell'ambito del sottospa-

zio di ZX composto dagli insiemi chiusi, mentre nello stesso sottospazio

Ae Limlg sse Ls‘ﬁ cA

@ solamente una convergenza pseudotopologica.

2. Vari 1imiti di famiglie di insiemi.

il
Sia A una famiglia di sottoinsiemi di X. La griglia A di A @& la fa-

miglia degli insiemi di X che interseca tutti gli elementi di A.

Abbiamo che

=N
ﬁ FeF C1T 1gF A1'

(2.1) T x _ N
R R T

I Timiti sono insiemi chiusi. Osserviamo inoltre che

f% D f%
(1) T¢o, allora

G2
(1) e, aliora S° L8

L1FCCL1G

Ls 5 c Ls.§
(111) 5 cB, allora

Li AclLiB

Se la topologia rispetto alla quale si sonsiderano questi limiti & quella

discreta 1, allora i 1imiti diventano gli usuali 1limiti insiemistici.
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Se tutti gli insiemi sono "singleton", allora i1 limite inferiore diventa

il Timite del filtro generato da
{Jﬂ\_i :ie F}FeF

mentre il limite superiore diventa "1'aderenza" di quel filtro.
Sia f = {fi}iel una famiglia di funzioni a valori reali estesi definite

su uno spazio topologico (Y,0) e sia F un filtro su I. Definiamo [18][13][5]

il Timite inferiore e il limite superiore mediante:

(132 f)(y) = sup sup inf inf f.(y")
F QeNL(y) FeF ieF y'eQ y

(2.2)

inf sup inf f.(y'")

(1s7 f)(y) = sup
F ~ QENO(Y) FeF 1ieF y'eQ

Sia v la topologia usualedi R. Allora

epi(1i7 £) = Ls” epi £

f2.3) 5 —
epi(1s'f) = Li epi f,

dove
epi f = {(y,r) : r> f(y)}

e 1'epigrafico .

Se la funzione indicatrice Xp di un insieme A & definita da

0 se xeA

X, (x) =
A +ose X gA
Si nota che
2.4 1i%%x, = X % =X
( ) 1 %ﬂ Ls?ﬂ s 1S %5 Lio A
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Per ogni i e I sia Ai c X xY, cioé Ai @ una relazione

Ai 3

Consideriamo due topologie Tt su X eoc su Y e un filtro F su 1I.

L'iperlimite di A = {Ai}ieI
o/
F

T

(2.5) Lh A

@ composto dalle coppie (x,y) tali che, per ogni Q e.N;(y) esistono V e.H}(x) e
FefF tali che per ogni x' eV e iefF, Aix'r‘Q # @. Equivalentemente, usan
do 1e notazioni della teoria delle relazioni, A;1023V.

Si osserva che

th v = iV
e anche
o/t &
(LhF A)x = L1Fx.N}(x) Aix
Per una famiglia f = {fi}ieI di funzioni a valori reali estesi definita su

uno spazio topologico (X,t) definiamo 1'iperlimite

(2.6) (]hi:f)(x) = inf inf sup sup f.(x')

QENT(X) FeF ieF x'eQ

Osserviamo che(per la topologia usuale v di R)

v/ T

LhF

epi f = epi(1h; f)

I 1imiti (2.2) e (2.6) sono casi speciali dei G-limiti; questi ultimi sono de-

finiti partendo dai T Tlimiti corrispondenti tramite formule come la (2.3).



3. Coni approssimanti.

Sia X uno spazio lineare e T una topologia su X (non necessariamente
compatibile con la struttura lineare dello spazio).

L'omotetia di un sottoinsieme C di X & 1la relazione

(3.1) (x,t)-r%(c—x) i £5 0, %K 8% .

Definiamo un cono tangente (di C in x) come

ST .
Tc(x) = L1t+0 t (C-x),
il cono contingente
Tiod w s 1 .
KC(X) = LSt"O t (C x)s
i1 cono interno
T T 1 C C
Ic(x) = (Lst+o s (C° = %))"

Sia 6 un'altra topologia su X. Definiamo i1 cono ipertangente (di C in X)

come
/8

T
Te (x) = Li 1

xeC,x'
t

(per diversi casi speciali vedi [16],[17],[12]).
In altre parole, h e Tg/e(ﬁ se e solo se per ogni Q e N} (h) esistono

Vv e.Né(x) e to >0 tali che per ogni x' e VI'C e t0 >t >0 siha
(x' +tQ)NC# 9

Teorema 3.1. ([7][15] )

Sia (X,8) uno spazio topologico e vettoriale e sia T tale che 1'addi-
zione & continua e la moltiplicazione & continua per ogni t fissato. Se

T
6 ¢t ,allora e /8 (x) @& convesso.

Se C @ una relazione ad esempio



e T , o sono topologie in X e Y rispettivamente, allora possiamo defi-

nire i1 cono di Hadamard di C in (x,y):

T T/0
/o _ 1 )
HC (X!Y) = Lht+0 t (C (X:Y)) .

T
Dalla definizione segue che k e(HCIO(x,y))h se e solo se per ogni

Q euNT(k) esistono V e Ng(h) e t0 tali che

(3.1) QN %-(C(x+th') -y)#ED per t<t, h'eV.
La formula (3.1) assomiglia molto alla definizione di derivata di Hadamard

(dove k rappresenta i1 valore di tale derivata nella direzione h).

Tutte le definizioni qui presentate di coni approssimanti, riformulate
per le applicazioni, diventano formule per derivate di vari tipi. Sia

f: X~>Y un'applicazione, Y uno spazio vettoriale; 1'omotetia di f in

(x,f(x)) & 1'applicazione

f(x+th)-f(x)
t 3

(t,h) -

cioé il rapporto incrementale.

Ricordiamo che un'applicazione A di uno spazio vettoriale topologico

(X,t) in uno spazio topologico (Y,o) & la derivata di Hadamard se per ogni

funzione p : R, + X tale che 1limp(t) = h si ha
t»o

tin £O0ER(ED) - 00y

t»o

Di solito si chiede anche che A sia lineare e continua.
Teorema 3.2 ([ 7])

Se (X,t) & uno spazio vettoriale metrico, allora il cono di Hadamard di

f 4in (x,f(x)) & i1 grafico della derivata di Hadamard di f in x.
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I coni approssimanti applicati agli epigrafici ci permettono di ritro-
vare una varietad di derivate unilaterali, in particolare quella di Clarke.
Visto che 1'omotetia dell'epigrafico di una funzione & 1'epigrafico del

suo rapporto incrementale, abbiamo diversi tipi di epi-derivate (tangenti,

cotangenti, di Hadamard)

(3:2) fT(x)h = sup inf  sup inf [f(x+th') - f(x)]

QeN(h) t0 t<t0 h'eQ

1
t

(3.3) f0Oh = sup  sup inf dnf g [F(xith') - F(x)]

QeN(h) to t<t0 h'eQ

(3.4) fH(x)h = inf inf  inf  sup '% [f(x+th') - f(x)]

QeN(h) to t<t0 h'eQ

Infine, 1'epi-dperderivata

(3.5) f¢(x)h = sup inf sup inf (*)
QeN _(h) WeNg(x,f(x)) (x',r')eWNepi f h'eQ
! £ t<t
0 0
dove (*) ='% [f(x'+th') - r']

4. Confronto di limiti ([7], [8])

Sia A = {Ai}iel una famiglia di sottoinsiemi di X filtrata da F su

I. Se 1t ¢ o sono topologie su X, allora

T

Li'A  Li° , Ls'A  Ls®
Ny v n

A .
n

Diciamo che A & di tipo +t/0 in x se, per ogni V e.Ns(x) esistono
Qe NT(x) e FeF tali che, per ieF

Q“Ai PP = VﬂAi 0
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Teorema 4.1.

& . T
Se é e di tipo /o suli A, allora
s T .0
Li Q c Li Q

Teorema 4.2.

Se Q e di tipo 1t/0 su Ls® Q, allora
T o
Ls Q c Ls A
Nel caso degli epigrafici (Ai = epi fi) la nozione di tipo T /o pud

essere sostituita da quella di equi-semicontinuita.

Siano p, 9 due topolegie su Y. Una famiglia f = {fi}ieI indicizzata

da F @ chiamata o /p -equi-semicontinua in y se per ogni V e Np(y),e >0

esistono Q e NS(Y)’ F e F tali che, per i e F vale

(4.1) inf fi-z inf fi - €
Q v
Notiamo che nel caso della topologia discreta { 2 6 /1-equi-semicon
tinua in y se e solo se per ogni € > 0 esistono Q € Ne(y), FeF tali
che per i e F risulta

18f‘ f'i > fi(y) - €

Teorema 4.3.

Se { & 8/p-equi-semicontinua sul dominio

8 £ = (v : (15" o
dom 1s8 f = {y : (s {) < + o}

allora

D

Is" § L1588
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Teorema 4.4.

Se { & f/p-equi-semicontinua sul dominio di 118 i, allora

P .0
11 E < 1i { .

Questi teoremi forniscono delle condizioni sufficienti per 1'inversio-

ne delle disuguaglianze vusuali:

(4.2) Se ©6¢p , allora 118

che si ottencono da (2.3).

SxX v
p XV

Si osserva che tipo di epi { implica 8 /p-equi-semicontinui-

ta, mentre 1'inverso vale per le funzioni equilimitate.

5. Qualche applicazione all'ottimizzazione [8]

(Vedi [6],[19], [1] per i risultati simili sotto ipotesi piu forti)

Teorema 5.1.

Se f superconverge ad f, cioé se

=
(5.1) Is. £ <f,

allora per i valori minimi vale

(5.2) 1im Sup,. inf({)ls inf(f)

Prova

La topologia caotica 0 & la meno fine di tutte le topologie, percid

0 T

I8 fLTs F X Fs
o= no=n

e siccome
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150 .f(y) =sup inf inf f_.(y') = lim Sup. inf ({)

F FeF 1ieF y'eY

seque la tesi.

Lemma 5.2.

Se { subconverge ad f, cioé se

(5.3) U f 27

e relR, allora per gli insiemi di livello vale

T

(5.4) LF

{x : fi(x)_g r} ¢ {x: f(x) <r}

Prova

Come sempre v indica la topologia naturale di R, mentre 1 indica

quella discreta. Poiché T xveTXx1, allora si ha

Si verifica facilmente che

Ls® {x : fi(x) <rl o= ( Ls™ tepi j)-1 r
La formula (5.3) (grazie a (2.3)) equivale a

X1
Ls

epi f eoepif= f% 3 #(x) € v} s
Da cid segue la (5.4).
Teorema 5.2
Se { epi-converge ad f (cioé superconverge e subconverge nello stes-

so tempo), allora per gli insiemi dei minimi vale

Ls; Min(f) ¢ Min(f)

dove
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Min(f) {x : f(x) < inf(f)]}

Per oani e > 0 esiste F e F tale che

inf(fi) < inf(f) + €

quendo i € F (teorema 5.1). Dunque
Ls Min(f,) € Ls {x : f.(x) < inf(f) + e} e

c {x : f(x) < inf(f) + e}

grazie al Lemma 5.2. Ora basta osservare che
N {x : 7(x) < inf(f) + €} = Min(f)

In altre parole, i1 Teorema 5.3 stabilisce che ogni punto d'accumulazicne

di minimi di {fi}iel @ un minimo della funzione limite f.

Per ottenere un risultato che garantisca per ogni minimo x di f 1'esi-
stenza di una famiglia di minimi di {fi}ieI convergente verso x, si ha

bisogno di una condizione supplementare sul comportamento di {fi}ieI'

Diciamo che una famiglia f = {fi}iel filtrata da F cresce decisivamente

in x, se per ogni Q e N(x) esiste Ve N(x), e >0 e F e F tali che per

ieF siha

(5.5) QM Min (fi) = ) = ir;'l’f fi > inf (fi) + €

Teorema 5.4.

Supponiamo che { superconverge ad f e la famiglia dei valori minimi

subconverge, cioé

Tim inf_ inf(f) > inf(f)

e se { cresce decisivamente (su Min(f)), allora
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Li Min({)3 Min(f)

Prova

La seqguente famiglia di funzioni

f = {fi}ieI , fi(x) = fi(x) -inf(fi)

superconverge a ?(x) = f(x) - inf(f). Infatti, sia € > 0. Per ogni
0 e N(x) esiste f e F tale che per i e F,

inf f. <f(x) +e e inf(fi)_z inf(f) - €
Q

allora
inf(fi - inf (fi))_g f(x) - inf(f) + 2¢
Q

La condizione (5.5) equivale a :

per ogni Q € N(x) esiste Ve N(x), € > 0, Fe F tali che
per i e F la proprieta

epi f. MV x (inf (f) e, inf (f.) +e) £ 0
implica

epi fir‘Q x {inf (fi)} #0

In altre parole, epi ?if\V x (-e,e) # @ implica epi ?ir\Q x {0} 90 .

Ma quest'ultima & precisanente la condizione che epi f sia di tipo

T XV

T X 1

in (x,0), dove Tt @& la topologia su X che stiamo considerando.

Grazie al tecrema 4.1, abbiamo che

A1

® o
XU epi £)7 0 = (Li Y api )0

(Li

e per ipotesi questo insieme include

(epi £)71(0) = {x : F(x) < inf(f)} = Min (f).
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Oscerviamo infine che

Li ®Vepi £ 0 = LiT {x 1 £, (x) < Anf(f)), . = LiMin(f)
_ % Jhg -~ i’ el ~

6. Appplicazione del confronto dei limiti alla differenziazione [7].

L'iperderivata (3.5) costituisce una generalizzazione della derivata dire-

zionale di Clarke [12][16]. Se supponiemo che la topologia 6 su X xR

sia di tipo o x v, dove v & la topologia usuale di R, e che la funzicne
f sia o-semicentinua inferiormenie in x, allora possiamo trascrivere

(3.5) nel modo seguente

(6.1) f+(x)h = sup inf sup inf (%)
QeN_(h) be&wfégi A1y i eV h'eQ
<t0

dove (*) =+ [f(x' +th') - F(x))] e

dove (epi £)"'v 2 la meno fine topologia per Ta quale f & semicontinua

superiornente. Ora la derivata di Clarke si pud definire come

(6.2)  folx)h = ire sup ¢ [Flx'+th') = £(x')]
VeN R x'eV
ov(epi f)~'v tet
t0> 0 0

s . . — .. .
Per semplificare la notazione, poniamo p = o v(epi f) v . Ci si chiede

quali sizro le condizioni sufficienti per 1'uguaglianza

(6.3) Fn = h

Una condizione & stata fornita da Rockafellar [17]. Una funzione f

¢ detta direzionalmente lipschitiziana in x rispetto h se esistono

Qe NT(h) , Ve Np(x) . t0 >0 ed MeR tali che

(6.4) f(x' + th') - f(x') < Mt st<t,x eV, h'eQ.
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Se f @ direzionalmente lipschitiziana in x rispetto h, allora
vale (6.3).

Poiché

fo(x) = 1s' .
N, (x)xN - (0)

4 .
f (X)h = -IS Np(X)XN(O) E]

sara sufficiente richiedere che 1a famiglia delle funzioni

1 f Y]
{5 [f(x' +t.) -f(x )J}t>0,x'ex

sia tA equi-semicontinua in h. Questo equivale alla seguente condizione:

Per ogni € > 0 esistono Qe NT(h) , Ve Np(x), t, >0

(6.5) tali che

f(x' + th)-f(x'+th') < et, t« to’ x' eV, h' e Q.

Teorema 6.1.

La formula (6.5) implica (6.3).

Ad esempio, se g @& una funzione localmente lipschitiziana ed A @
un poliedro (in unoc spazio normato), allora g + &8, soddisfa (6.5) ma

non (6.4).

A

7. Limiti di _intersezione (8] ,[7]

Siano A= {A.}, . , B = {B.}. famiglie di sottoinsiemi di Z
~ iiel T~ i“jel

filtrate da F e sia © una topologia su Z. In generale si ha

Li(AMB) ¢ Li ANLi B
Y ar n,

(7:1)
Ls(AMB) ¢ Ls ANLs B
3 VR oV v A
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e quindi la subconvergenza di Q egd A e di % a B implicano 1la

subconvergenza di ANB ad ANB.
N Ny

Ci proponiamo di stabilire delle condizioni sufficienti affinché la
superconvergenza delle famiglie implichi la superconvergenza delle loro

intersezioni.
Le famigiie A , B sono equi-attratte in z se, per ogni Q e N(z)

esistono W e N(z) e FeF tali che, per i efF

Aiﬁw;e 2

(7.2) =D Ai“Bi”Q 0
B,OW £ 9

Teorema 7.1.

Se A ,B sono equi-attratte in z, e z appartiene a Li AMLi B,
V] v 4]
allora z e Li(AMB).

Sia A wuna famiglia {Ai}iel di relazioni, cioé per ogni iel, Ai e X R Y.

I1 dominio 2(A) di una relazione & 1'insieme degli x per i quali

Ax # @. In genere

Ls'D (A) > D(Ls 29 1

(7.3) TXO

E A
Ly .D(Q):} D(Li &)

Si ha Ls' iX&) = D(Ls X° Q) se (Y,o) & uno spazio compatto (pil

generalmente, se i1 filtri AF v QY]NT(X), xeX, sono compattoidi, vedi [10]).

8. Applicazioni all'ottimizzazione

Faremo vedere come si ottengono dei risultati identici a quelli del

paragrafo 5 usando quanto detto per la convergenza delle intersezioni [8].
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Teorema 8.1

Sia f ={f.}, una famiglia di funzioni reali su (X,t). Supponiamo

~ i iel
che esistano dei numeri finiti a < b tali che a < inf(fi) < b per ogni

iel. Se i subconverge ad f e

(8.1) 1sF inf({) < inf(f)

(in particolare, se { superconverge ad f) allora
T - 7

(8.2) LsF M1n({) c Min(f).

Prova

Osserviamo cha

(8.3) Min(f) = D(epi fMhypo inf(f)),

dove hypo{g) = {(x,r): r < g(x) } . Vediamo che epi f1f1hypo inf(fi) e,
per ogni i e I, un sottoinsieme di [a,b] (uno spazio compatto). Ora, la
subconvergenza di f ad f equivale a Ls(epi f) c epi f, mentre (8.1) &

equivalente a Ls(hypo inf(f)) ¢ hypo inf(f). Percid

Ls(epi {rWhypo inf(f)) c epi fVhypo inf(f),

e quindi, grazie alla compattezza dj [a,b] , ricordando (8.3) si ha (8.2).
Presentiamo adesso una dimostrazione alternativa del

Teorema 5.4

Supponiamo che f superconverge ad f e che la famiglia dei valori mi-

nimi subconverge

(8.4) lim inf_ inf(f) > inf(f)

Se f cresce decisivamente(su Min(f)), allora

Li Min(i) 2 Min f
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Prova

TXV XV

Abbiamo Li epi f oepi f e, in virtd di (8.4), Li hypo inf(f)>

- hypo inf(f). Proviamo che, se f cresce decisivamente in x, allora nel
nostro caso epi f, hypo (inf {)) sono equi-attratte in (x,inf(f)). Esse
sono equi-attratte in (x,r) se e solo se per ogni Q e NT(x), e >0 esi-

stono W e NT(x), §>0 e FeF taliche perogni iefF

epi fiﬁw x (v-6,r+8) # P

(8.5)

hypo inf(fi)(‘w X (r-8,r+8) # 9
implica
(8.6) epi fir‘hypo inf(fi)fﬁQ x (r-e,r+e) # P .

La condizione (8.5) implica la condizione seguente:

(8.7) 1ﬂf fi < r+é ; 1nf(fi) > r-¢ ;
dunque
(8.8) Min(fi)rWQ #0

accompagnata dalla convergenza dei valori minimi inf({) a inf(f) (segue

la (8.4) e dalla superconvergenza di { a f), implicano (8.6) per r=inf(f).

Osserviamo adesso che 1'implicazione (8.7') == (8.8) equivale alla cre-

scenza decisiva in x.

Abbiamo fatto vedere che se { cresce definitivamente allora epi { e
hypo inf(f) sono equi-attratte su Min(f)X {inf(f)} = epi fMhypo inf(f).
Quindi

da dove si deduce
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Li® D(epi £Mhypo inf(£))> Depi fNhypo inf(f))

Ricordando (8.3) si completa la dimostrazione.

9, L'intersezione dei 1imiti nella differenziazione

Dal paragrafo 7 segue che

N
Tenp(X) ¢ To(x)NT,(x)
(9.1)

CnD&)c K(xﬂ“K(ﬂ

mentre per 1'ipertangente in generale non si possono avere delle formule
analoghe. Ma le inclusioni desiderabili, per gli scopi della teoria d'ot-
timizzazione, sono di tipo D . Qui possiamo utilizzare i risultati del pa-

ragrafo 7.

Teorema 5.1

Se per ogni h ed ogni Q & N(h) esistono W e N(h) e t0 > 0 tali che
per t < to

(x+tW)NC # 9
(9.2) ==> (x+tQ)NCOD # P
(x+tW)ND # P

allora

Tenp(X)2Te(x) ﬁTD(x)

Diciamo che C & direzionalmente aperto in x se, per ogni h esiste

Q e N(h) e t, > 0 tali che x+tQ c C per t < to. Notiamo che se C @

direzionalmente aperto in x, allora T (x) = X e per ogni insieme D, C e

D soddisfano 1'ipotesi (9.2). In questo caso si ha T (x) = TD(x) e

cNp
anche KCf‘D(X) = KD(x).

Risultati analoghi si ottengono per 1'ipertangente. Ad esempio, diciamo
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che C & direzionalmente equi-aperto in x se per ogni h esistono Q e Nr(h)’
to >0 ed We Ne(x) tali che

x'" +tQcC
per x' e WNC, t< t-

Rockafellar [17] chiama tale insieme equi-lipschitziano in x.

Teorema 9.2

Se C & direzionalmente equi-aperto in x allora per ogni D si ha

/8

Ccnp

(x) = C;/e(x) .
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