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Vr e~. da cui scende, come nel teorema appena citato

E-SEMPrO 3.2. Riprendiamo l'esempio 1.2. Risulta

dk(F ,F) ~ O.
n

de =$ ben) e quindi dk(e ,e ) =n a n 00

00

"r= 1
-n

2 IJe del=
lR r n

00 -r
"12 e (n).r= r

Fissato E > O, SIa 5 = S(E) il minImo numero naturale tale che

-5
2 < E. Si può allora scegliere n sufficientemente grande, sia n~v.

perché risulti

n > v

e (n) = O
r

per r = 1,2, ... ,s. Di conseguenza, per

00

dk(e,e)= "
TI co r"s+l

sicché dkeE ,E ) ~ O.n 00

00

< "r=s+l
-r -s

2 = 2 < e

4. UN BREVE CONFRONTO JeLLE METRICHE dS E dk ,

Si è visto, nelle due sezioni precedenti, che SIa d
S

sia' dk ren

dono 8 uno spazio metrico, che la convergenza debole di f.r. è eqUI

valente indifferentemente alla convergenza In ds o in dk e che (~,dS)

e (8,dk ) sono compatti. Vi è quindi un indubbio vantaggio ad operare

in 8 munito di una delle due metriche d
S

o d
k

anziché in ~o munito

della metrica di Lévy d
L

•.

Ora dS e ~ sono topologica.ente equivalenti; infatti, poiché uno

spazio metrico soddisfa, in .odo ovvio, al priao asSIoma di numerabi

lità (ogni punto ammette una base d'intorni numerabile), le due .e

triche d
S

e d
k

, che implicano la stessa convergenza sulle successio

nl, generano la medesima topologia su ~ (si veda [6], capitolo Z, teo

rema 8). Tuttavia, esse differiscono per un aspetto importante. Infat
-ti riguardato ~ come un sottoinsieme di BVQR) , lo spazio delle funzio

ni a variazione limitata definite in ~,. dx deriva da una norma su

BV(IR) (si veda il teorema qui di seguito) mentre cib non accade per

dS'
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-: BV (11.) .. R definita da
+

Ilfll k " -Cf e BV (l\)

è una norma tale che dk CF,G)"1I F-G II k ·se F,G e 8.

DIM. L'unica proprietà che occorra dimostrare per concludere che

Il Il
k

è effettiva_nte una norma su BVoR) è che Il f Il k = O impli-

chi f = O. Ogni funzione f e BVQR) può essere scritta nella foima

- f l
ave sono due funzioni f. : JR+R

1
Ci=1,2) cre-

scenti e che si possono prendere continue a destra. Perciò II f II k - O

iaplica, per ogni r e~, 1[0 dfl - O cioé J O df l ' [e df 2 , o
jRr ]Rr]Rr

ancora,
h

[ f
l
(t)dt =

a
per ognI coppia di numerI razionali

a . e b. L'ultima relazione dà, come nel teorema 3.1, f
l

= f
Z

e,

perciò, f '" O.
Q.E.D.

Non può, al contrario, esistere alcuna norma II Il S su BV()R) tale

che dS Cf,G)'1I f-G Ii s se F,G e 8. Si ragioni, per assurdo, come se

guao Se esistesse una tale norma allora dsCf,g) -II f-g II S Cf,geBVoR))

-definirebbe in BVUR) una metrica invariantc, per la quale, cioè,

dsU,g) = dsCf-g,O) Vf,g e BVcR). Tra breve daremo, però, l'esempio

di due fUllzioni F,G e 8 tali che dSCF,G) l- dSCF-G,O) e tali, inol

trc,\ che F-G soddisfi a tutti i requisiti di una f.r. tranne Civ)1

poiché (f-G)(+oo) = O. Tuttavia F-G può egualmente essere riguardata

come una f.T. poiché la definizione di d
S

su ~ dipende solo dai va

lori assunti dalle f.r. in JR anz"iché in ']L
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ESEMPIO 4.1. Sia F e F f.T. definite in mda

o , x < O , O, x < O

F(x) : =
x 1

.[O,4[ F(x) : =
x

e [0,4 [- + - X e e - x8 2
, , 8 ,

1 , x > 4 . 1/2 , x > 4- , -

AlloTa F(x)-G(x) = O peT x > O, = 1/2 peT x ~ O. Poiché,

dS(F-G,O) = inflh>O:F(x-h)-G(x-h) < O < F(x+h)-G(x+h)+h e

IF(x) - G(x)1 < h Vx e l(h))

si controlla facilmente che dS(F-G,O) = 1/2.

D'altra parte, semplici calcoli mostrano che dS (F,G)=4/9. Infat

ti poiché F(x) > G(x) Vx e m, le diseguaglianze G(x-4/9)-4/9 <

< F(x) e G(x) < F(x+4/9)+4/9 sono banalmente soddisfatte peT ogni

x e 1(4/9) = ]-9/4, 9/4[ .Per quanto riguaTda le diseguaglianze r1~

manenti, si noti che, se x e ]-9/4, 4/9[, si ha F(x-4/9)-4/9 =

- 4/9 < G(x) mentre, se x e [4/9 ,9/4 [, è FCx-4/9)-4/9 = (x-4/9)f8+

+ 1/2 -:4/9 = x/8 = G(x) sicché F(x-4/9)-4/9 < G(x) Vxel(4/9).

Inoltre, se .xeI(4/9), è

G(x+4/9) + 4/9 = (x+4/9)/8 + 4/9 = x/8 + 1/2 = F(x).

Perciò

-Incidenta_ente,si può osservare che la norma usuale su BVQR) che,

nella notazione del presente quaderno, S1 scrive Il f Il'~'(f)+VfcR),

essendo VfOR) la variazione totale di f e BVoR) (ISI), ha .scarso si

gnificato probabilistico, giacché la sua restrizione Il Il,, a 'li

dà IIF Il,, = l+~'(F) di modo che IIFn-F Il,, + O

t'CFn) + l'CF), o, equivalentemente, se e solo

se, e solo se,

se, P [X .-~] + p [X'-~] •
n
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E' ancora insoluto il problema di determinare se esistano due cè

stanti positive 3,h tali che

(a > 0, D » U).

S. LA CONVERGENZA DEBOLE DI F.R. A r DIMENSIONI.

Se ò è lo spazIo delle f.r. a r dimensioni, è interessante
r

studiare i rapporti che intercorrono tra la convergenza debole in ò r

e la topologia prodotto su IJ.x 11 x .... x 6 "indotta dalla topologia del

la metrica dS o dK su IJ. • Basta svolgere tutte le considerazioni nel

..:a50 r = 2, il caso T >' .~"'+~nendosi da quello con semplici avver

tenze.

DEFINIZIONE 5.1. Sia 6 l'insieme delle f.r. a r dimensioni (per bre
r

vità r-f.r.l, cioè la famiglia delle funzioni H : Rr
~[O,l] che godo

no delle seguenti proprietà:

se x. = -00 per almeno un indice l,
l

(iii) H è continua a destra in ogni variabile: H~xl, ... ,xi_l,xi+O,

x. l""'x ) = H (x" ...• x. l'x.,x, , •...•x) (i=1.2 •...• r);
1+ r r 1- 1 1+ r

per ogni rettangolo R =
r

.TI
1

]a. ,b. [ove a. < b.
1= 1 1 1 1

(i:l,2, ...• r), ove VH(R):= E sign(c) H(~). essendo la somma

sopra tutti i vertici c di R. ed essendo sign(c) = 1 oppure -1 secon

do che sia ci • a.
l

per un numero pari o dispari di indici.

corrispondono un'unica misuraCome è noto, ad ogni H

babilità P su ~r) - la

e t.
r

famiglia degli insiemi di Bore! di

di
-r
Il.

pro-

- e


