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Abstract. - Thi6 i~ a non-6o~mat int~oduetion to Lo~entz t~an66o~

mat.ioI16. The Ein~teùl pOb.tul.ate6 alle bO 6011mu.lated that the. .tJLeatment

ach~ve. ~he p4006 ~ha~ ~he ve!oc~~y 06 !~gh~ ~. ~ndependen~ 06 ~he

l ineJLtial I oJt.ame 06 ~e6eJLence and that the abbolute valueb 06 the JL~

.iatiue veloc.,Ltie6 06 tlQO ù1e-'r..tia.l. 61La.meb 06 lLe6eILence alle equal.

Questo quaderno raccoglie il testo di un ciclo di seminari sulla

teoria della Relatività ristretta, tenuti nell'A.A. 1981-82 presso

l'Istituto Matematico dell'Università di Lecce a richiesta di alcu­

ni studenti del II annb del Corso di laurea in Matematica.

Tenuto conto del tempo limitato e della preparazione dei giovani

ascoltatori, la cosa migliore è sembrata limitare l'esposizione a P2

chi aspetti strettamente concettuali dell'argomento. Si è preferito

perciò cercare di familiarizzare l'uditorio, nel modo più concreto e

meno formale possibile, con quelle conseguenze dei postulati di Ein­

stein che più cozzano con l'abitudine: relatività della contemporanei

tà, delle lunghezze, delle durate. Queste conseguenze sono tratte un!

camente dall'esempio del "treno di Einstein" per via cinematica, se!!:.

za uso di formule. Uno studio sistematico della Relatività sarà sen­

za dubbio più proficuo dopo una salda assimilazione di questi concet­

ti nuovi.

Lo scopo della esposizione è duglice.

Il primo scopo, didattico, è quello di mostrare che è possibile

padroneggiare questi concetti pur con un bagaglio di conoscenze mol­

to limitato: sostanzialmente non occorre andare oltre il moto retti­

l ineo uniforme.

Il secondo scopo non è didattico: si vuole mostrare come si possa

pervenire alle trasformazioni di Lorentz postulando soltanto che

1) i riferimenti inerziali sono fra loro tutti equivalenti; 2) ogni

riferimento inerziale è otticamente isotropo. In altri termini l'uni
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ca relazione che si pone fra i riferimenti inerziali è la loro

equivalenza; con l'altro postulato "non si esce da un singolo rife­

rimento inerziale". In particolare non si pone, fra i riferimenti

inerziali nemmeno il legame dato dal valore,unico in tutti. della ve

locità della luce. L'indipendenza di tale valore dal riferimento se­

gue automaticamente dalla trattazione solo come conseguenza di 0ppoE

tune convenzio~i.

Questa presentazione non è solo un modo di soddisfare il gusto m~

tematicQ della postulazione minima, ma corrisponde alla situazione fi

sica effettiva; due osservatori in moto relativo, una volta stabili­

ta l'equivalenza dei loro riferimenti, possono porre in relazioni qua~

titative le loro misure soltanto mediante defini.zioni coerenti o, se

si vuole, mediante convenzioni.
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1.RICHIAMO DEI FONDAMENTI DELLA MECCANICA CLASSICA.

Per una comprensione profonda dei concetti fondamentali della Teo­

ria della Relatività Ristretta (TR) è necessario avere ben chiari l

principi della meccanica newtoniana.

I concetti d~ tenere presenti non sono molti: essi si riducono so­

stanzialmente a due complessi di nozioni. Il primo è costituito da:

I tre principi fondamentali. che conviene qui ricordare nella se­

guente forma sintetica:

a) Prima legge o principio d'inerzia, che postula l'esistenza de!

le terne inerziali, cioé delle terne in cui un elemento materiale 150

lato si muove di moto rettilineo uniforme.

h) Seconda legge, in base alla quale le forze scambiate fra due ele

menti che costituiscono un sistema isolato, formano in ogni istante

una coppia di braccio nullo.

c) Terza legge o principio di sovrapposizione delle forze.

El opportuno spendere qualche parola a proposito

biate fra due elementi. La seconda legge è tradotta

delle forze scam
(1)

parzialmente

in formule dalle "equazioni del moto" dei due elementi:

(vers f = +

dove -+ -+
OP. ,v. ,a.. ,m.

l l l l
(i.l,2) sono rispettivamente il vettore di po-

sizione, la velocità, l'accelerazione, la massa dell'imo elemento ed

f è la forza che l'elemento 2 esercita sufl 'elemento lo

-+
(1l Dalle equazioni non risulta che vers f + vers p p

I .2
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In termini espliciti, la forza agente sull'elemento 1 all'istante

t è

Questo equivale a dire che la forz.a che l'elemento risente all'

istante t da parte dell'elemento 2 dipende dalla posizione e dalla

velocità che l'elemento 2 possiede in quello stesso istante.

In altri termini l'azione esercitata dall'elemento 2 sul1'elemen

to 1 si propaga istantaneamente, ossia ha velocità infinita.

Ora nessuna grandezza fisica ha valore infinito: d'altra parte la

meccanica classica, che poggia sulle equazioni citate e sulle loro

conseguenze, è ben verificata sperimentalmente, almeno nei. fenomeni

di moto ordinari. Bisogna dunque conciliare due fatti antitetici: la

velocità di propagazione delle interazioni deve essere finita e con­

temporanea~ente sembrano essere valide le.ggi di forza che implicano

invece un valore infinito per tale velocità.

La soluzione di questa apparente contraddizione sta nel fatto che

la velocità di propaga~ione delle interazioni è molto maggiore delle

velocità con le quali si muovono i corpi nei fenomeni ordinari di mo

to.

Si consideri per esempio un sistema isolato costituito da due ele

menti. Si indichino con r(t) la distanza fra gli elementi e con c la

velocità di propagazione della interazione. Se c è molto maggiore del

le velocità massime degli elementi, nell'intervallo di tempo, presu­

mibilmente dell'ordine di r(t) , impiegato dall' interazione per "pas-
c

sare" da un elemento all'altro, i due elementi si spostano di tanto

poco, che la differenza dei valori che la forza assume all'i$tante tl

di partenza dell' interazione o all' ist.ante t z di arrivo di questa,

rientra largamente nelle approssimazioni consentite o negli errori
+

sperimentali. Per es. se Iv.l/c« 1 si ha
1
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OP. Ct z) '" OP. Ct,\> :;.IIt" OP. Ct]) +
1 - l l 1

r
C

~

V

e, per valor,i non troppo gr"andi di r, può accadere che la differenza

fra OPiCt Z) e OPiCt,) sia trascurabile.

In questo caso introdurre neile equazioni del moto la quantità

o

non porta differenze sostanziali.

Da quantò detto risulta chiaro anche che le interazioni sono istan

tanee in senso stretto se e solo se gli elementi sono a contatto

Quando "è lecito assumere un valore infinito per la velocità di pr.Q.

pagazione delle interaz'ioni J il tempo assume un carattere "assoluto"

e cioé è lo stesso per tutti gli osservatori (vedere 0.4).

Il secondo complesso di nozioni è connesso con

2) L I invarianza in forma delle equazioni di moto rispetto a trasfor"­

mazioni che facciano passare da un riferimento inerziale ad un altro.

Nei riferimenti inerziali lo spazio e il tempo sono omogenei e iso­

tropi in relazione ai moti dei sistemi isolati.Queste proprietà sono

equivalenti a certe forme di dipendenza delle forze (effettive) dal­

le variabili di posizione e di velocitll degli elementi del sistema

materiale isolato e dal tempo (da ques-to ultimo le forze non dipend.Q

no esplicit~mente, mentre dai vettori di posizione dipendono soltan­

to per il tramite di tutte le possibili differenze OPi-OPk , e analo

gamente per le velocità).

Va infine tenuto presente che tutt.e le proprietà ricordate sono

proprietll di tutti i riferimenti inerziali e quindi questi, dal pu~

to di vista meccanico, non sono distinguibili mediante esperienze mee
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caniche effettuate nel loro interno. Perciò nella meccanica classica

non esiste uno spazio privilegiato, o· "assoluto": gli spazi di tutti

i riferimenti inerziali sono tlassoluti".

L'espressione matematica della indistinguibilità dei riferimenti

inerziali sta nel fatto che una trasformazione di coordinate che fac

eia passare da un riferimento inerziale ad un altro, lascia invaria­

te le equazioni del moto. Se la velocità relativa di due riferimenti

inerziali è parallela alla comune direzione degli assi x e Xl le eCOT

dinate x y z, X' y' Zl sono legate" alle relazioni:

( 1 ) X' = x-vt, Y I = YJ Z I = Z

Come si vede si è tacitamente assunto che il tempo sia "universale".

Questo è conseguenza del fatto che le interazioni si propagano con

velocità infinita (vedere n.4).

L'equivalenza dei riferimenti inerziali o. se si vuole. l'invaria~

za delle equazioni del moto, rispetto alle trasformazioni (1), prende

il nome di "principio di relatività galileiana" (v-. per es. [1J n°7).

2. DIFFICOLTA' DELLA FISICA CLASSICA.

Come si è accennato al n. 1 il principio di relatività galileiana

è perfettamente soddisfacente nel campo della meccanica dei c.orpi ma

croscopici. Naturalmente soddisfacenti sono anche le sue premesse e

cioé l'esistenza di un tempo unico per tutti gli osservatori (tempo

assoluto) o. in modo equivalente,.l'ipotesi di velocità infin.ita di pr~

pagazione delle interazioni. Si è pure detto che questo stato di cose

è conseguenza del fatto che rispetto alla velocità di spostamento dei

corpi macroscopici con i quali si ha a che fare nei moti ordinari, la

velocità di propagazione delle interazioni è così grande che assumer-
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la infinitamente grande non porta ad errori sperimentali rilevabili

con gli strumenti che si usano, appunto, per le misure nel campo ma­

croscopico.

In passato si tentava di riportare tutti i fenomeni fisici a fen~

meni meccanici e poiché nell'ambito della meccanica tutte le ipotesi

accennate sono in accordo con l'esperienza, sembrava che la relativi­

tà galileiana potesse essere accettata come un fatto fondamentale e

incrol1abile da porsi alla base di tutti i fp.nomeni fisici.

Nella seconda metà del secolo scorso, però, si comprese appieno

che i fenomeni fisici non possono essere" ridotti tutti a fatti mecca

nici, ma è necessario formulare a parte teorie termodinamiche ed elet

trodinamiche e, in più, che ogni fenomeno non ha un solo aspetto (p.er

es. solo meccanico o 5010 elettrodinamico ecc.), ma è invece un com­

plesso di fatti meccanici, elettrodinamici, termodinamici. Da ciò s~

gue che modifiche nei principi base di una di queste discipline deb­

bono coinvolgere modifiche anche per le altre discipline.

Poiché nell'ambito della meccanica la relatività galileiana è sod

disfacente, è evidente che la teoria della relatività (TR) non è sor

ta in conseguenza di difficoltà presentatesi nello sviluppo della me~

canica stessa. Al contrario la TR è sorta in conseguenza degli sfor­

zi fatti nel tentantivo di superare alcune difficoltà presentatesi

nello sviluppo della elettrodinamica: infatti la TR è una teoria mo­

derna della elettrodinamica.

;Oi conseguenza per comprendere le motivazioni della nascita della

TR è indispensabile conoscere l'elettrodinamica nella sua evoluzione

dalle sue origini classiche fino agli sviluppi che portarono alle di!

ficoltà accennate. Tuttavia non è impossibile comprendere i fondame~

ti della relatività anche ignorando del tutto l'elettrodinamica.

Nel seguito, introdotti i postulati base e utilizzando nozioni as

solutamente elementari si tenterà di illustrare le idee nuove che se-
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guano dai postulati della TR.

L'elettrodinamica classica si compendia nelle quattro equazioni di

Maxwell
+

ii + aB
div - p rot E = at

+
+ + + aDdiv B - o rot H = j + at

(la notazione è quella usuale).

Queste equazioni riassumono in forma estremamente sintetica edele

gante tutta l'elettrodinamica classica, cosi come essa appare rispe,!

to al riferimento terrestre J sintesi di una miriade di esperienze tu,!

te coerenti fra loro. Sarebbe difficile per un fisico rinunziare ad

una teoria cosl affascinante ed elegante. Eppure le equazioni di Max

well non sono invarianti per trasformazioni di Galileo. In altri ter

mini se si passa da un riferimento inerziale ad un altro, le equazi2

n1 diMaxwell assumono una nuova forma.

El necessario allora scegliere una delle seguenti possibilità:

1) Il principio di relatività sussiste in meccanica ma non in ele!

trodinamica: in elettrodinamica esiste un riferimento privilegiato.

Questa possibilità è però poco convincente perché come si è detto

uno stesso fenomeno ha sempre aspetti meccanici ed elettrodinamici.

Sarebbe strano per es. che due forze, una di origine meccanica,l'al-

tra di origine elettrica, si trasformassero in modo diverso nel pa~

saggio da un riferimento ad un altro. Sarebbe poi strano che il rife

rimento privilegiato fosse quello terrestre.

2) Esiste un principio di relatività valido tanto in meccanica

quanto in elettrodinamica, ma la formulazione delle equazioni di Ma~

wel1 non è corretta. Questa seconda possibilità cozza con la validi­

tà delle equazioni di Maxwell nel riferimento terrestre. Al contra­

rio vi sono esperienze che mostrano che le equazioni newtoniane non
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sono sempre valid~ (esperienza di Fizeau, esperienze di Kaufrnann).

3) Un principio di relatività è Valido in meccanica e in elettrodi

namica, le equazioni di Maxwell sono corrette, ma non è corretta la

trasformazione di Galileo. Di conseguenza le leggi della meccanica

newtoniana vanno modificate.

El quest'ultima la posizione della TR. El opport~no aggiungere che,

fino alla fine del secoM scorso, si riteneva che per la trasmissio­

ne di onde di qualunque genere (in particolare di onde elettromagne­

tiche) fosse necessario un mezzo nel quale le onde si propagassero

mediante deformazione del mezzo stesso. Anteriormente all'avvento del

la TR i fisici erano convinti che tutto lo spazio fosse pieno di una

sostanza dotata di proprietà molto particolarì detta "etere" (lumini.

l'ero) .

Il riferimento nel quale l'etere era in quiete era il riferimento

assoluto. Entro certi limiti l'esistenza dell 'etere è compatibile con

r~'equazioni di Maxwell ed è addirittura possibile costruire una teo­

ria coerente nella quale si possono calcolare deformazioni e sforzi

causati nell'etere dalle onde elettTomagne'tiche' (OEM) che si n-ansi

tano r[ZJ 9.b).

Secondo le vedute moderne invece, la luce (OEM) non ha bisogno di

alcun mezzo per propagarsi. Ora, mentre un riferimento solidale ad un

mezzo può, almeno nei riguardi di certi fenomeni, essere un riferimen

to privilegiato, un riferimento nel vuoto non può essere distinto fi­

sicamente da alcun altro riferimento, fisso o mobile, anch'esso nel

vUoto. Questo è un altro motivo per il quale viene esteso il princi­

pio di relatività ai fenomeni elettrodinamici.

4. SINCRONIZZAZIONE DEGLI OROLOGI MEDIANTE SEGNAL I DI VELOC ITA' Fl~ 1­

TA.

Nella meccanica classica in virtù del carattere istantaneo ,l~ll~



- 12 -

propagazione delle interazioni, con un unico orologio si può indie!

re il tempo relativo ad ogni punto di un qualunque riferimento iner

zìale.

In altri termini se due osservatori solidali fra loro e posti in

punti diversi di uno stesso riferimento inerziale vogliono accordar

si sul modo di misurare i tempi, basta che uno dei due invii all'al

trc un segnale che possegga velocità infinita. Allora il segnale giu~

ge al secondo osservatore nello stesso istante in cui ha lasciato il

primo sicché i due osservatori possono misurare i tempi utilizzando

un unico orologio. Le cose non cambiano se i due osservatori si tra
~

vano in riferimenti in moto relativo con velocità Y (finita). InfaJti

; è finita mentre il segnale ha velocità infinita e quindi raggiunge

il secondo osservatore in un tempo nullo. Poiché il tempo di partenza

e quello 4i arrivo coincidono, i due osservatori si intendono perfet­

tamente qualunque sia l'istante al quale essi si riferiscono.

In altri termini il tempo è lo stesso per tutti gli osservatori,

o, come anch~ si dice, ha carattere assoluto.

Diversamente vanno le cose se il segnale ha velocità finita. In­

fatti due osservatori, anche se sono solidali, quando siano posti

in punti diversi dallo spazio, non si possono intendere sulla defi­

nizione del tempo se non stabiliscono una convenzione. Se ogn~no d~

gli osservatori dispone di un orQlogio, i due orologi possono essere

sincronizzati per es. portando uno dei due sul luogo dell'altro, r~

golan4010 sul tempo di questo e poi ripQrtandolo al posto iniziale.

Ma niente assicura che il trasporto ~asci inalterata la marcia del­

l'otologio, tanto più che in un viaggio di andata e ritorno è inevi­

tabile che, almeno in qualche istante, l'orologio possegga accelera

zione non nulla.

Per potersi accordare sulla definizione del tempo gli osservatori

debbono quindi disporre ognuno di un orologio e regolare gli orologi
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"a distanz.a", In più gli orologi dei due osservatori debbono essere

identici (la fisica quantistica fornisce orologi identici e questi

sono costituiti dagli atomi con le loro frequenze caratteristiche.

Anche le lunghezz·e trovano unità di misura "universali" nelle lun

ghezze d'onda delle radiazioni atomiche (Vedere però n.7)).

I due osservatori (che saranno indicati con A e B) dispongano dun

que di orologi identici. Sia r la distanza che li separa. L'osserva­

tore A invii un segnale luminoso all'osservatore B, all'istante t 1
(misurato dall'orologio di A). Poiché la luce viaggia con velocità

c l'osservatore B segnerà, come istante di arrivo del segnale, l'i-
r

stante t 2 = t~ + ~

Se in B è posto uno specchi0 che rifletta istantaneamente la luce

partita da A, l'osservatore A ricevendo di ritorno il segnale all'i

stante t 3, sa che l'osservatore B ha ricevuto il segnale all'istan-

te
t = t +

2 1

Naturalmente in quest'ultimo caso si fa uso diretto della propri~

tà·della luce di avere velocità c in tutte le direzioni (come è at­

testato da varie esperienze, per es. la notissima esperienza di Mi­

chelson e Morley).

Ripetendo più volte queste operazioni si possono ih più confron­

tare gli andamenti dei due orologi.

Questo modo di sincronizzare gli orologi è ,come è chiarolindipe~

dente dal valore di c e, più in generale, dà lo stesso risulta-

to qualunque sia il fenomeno di propagazione usato, purché lo spazio

sia isotropo rispetto ad esso.

Nella TR non esistono velocità infinitamente grandi: la velocità

della luce è la massima veiocità raggiungibile (2) in ogni

(2) Come velocità di propagazione dell'energia <[3J cap. 8)
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riferimento (3).

Per questo motivo gli orologi vengono sincronizzati utilizzando c~

me segnali i segnali luminosi. Il riferimento relativistico è costi­

tuito da una terna di riferimento nella quale in ogni punto è posto

un orologio: gli orologi sono tutti identici e sono sincronizzati,

nel modo sopra descritto, mediante segnali luminosi.

5. MISURA DI SEGMENTI IN MOTO.

Nel seguito si dovranno confrontare le misure di lunghezze di se­

gmenti effettuate da osservatori in moto relativo. In questo numero

si vuole mettere in evidenza che la misura di un segmento in moto

va effettuata con certe cautele.

Si supponga che un segmento AlBI sia in moto traslatorio con velo-

c ità
...
v

...
rispetto a un riferimento K e sia vers AIB' = - vers v.

L'osservatore K misura la lunghezza di AlB' segnando dei traguar­

di sulla retta del suo riferimento sulla quale scorre il segmento

AlBI e prendendo nota di due punti sui quali passano gli estremi Al

e B' del segmento in moto. Per ottenere una misura non ambigua l'os­

servatore K deve prendere nota di due punti A e B sui quali gli el~

menti A',B' del segmento da misurare passano ~imul~ane4men~e. La di­

stanza IAB/ fra i punti A e B va assunta come lunghezza IA'B'I del

segmento AlB'. Et evidente che se i traguardi sui quali passano AI e

(3)Per stabilire una misura degli intervalli temporali ossia per de­
finire una unità di misura dei tempi ci si serve abitualmente di ç.~

ti fenomeni ripetitivi che si usa chiamare fenomeni periodici. Un f~

nomeno periodico è costituito da una successione di fasi che ~ppaio­

no identiche all'osservatore; questi è indotto allora a prendere coae
unità di misura dei tempi la durata di una delie fasi. E' evidente
quindi che. nella scelta delle unità di misura dei tempi. almeno ini­
zialmente. l'osservatore deve affidarsi alla "sensazione w che due o
pià durate siano uguali.
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e Bt non vengono osservati simultaneamente, al segmento A'B' può

essere attr ibui ta una lunghe z za qualunque. che può r i sul tare anche

negativa.

Per es. se si osserva la posizione del punto B' ad un certo istan

te t
1

e la posizione del punto A' ad un istante successivo t z'
segmento andrà attribuita una lunRhezza pari ad lA 'B l !aumentata

del cammino v(tz-t,) percorso da A' del tempo tz-t
J

" Analogamente

se si osserva la posizione di AI ad un istante t, e quella di B' ad

un istante t z successivo a t, al segmento A'B' va attribuita una

lunghezza pari ad I A'B'I diminuita della quantità v(tz-t,). Se

vCtz-t,» I AIB' I (cioé se si lascia al punto B' il tempo di oltrepa~

sare il traguardo che si è utilizzato per localizzare il punto AI al

l'istante t 1) al segmento A'B' andrà attribuita una lungh~zzanegati\­

va

B'

A

A'

B

In conclusione: K assume come lunghezza del segmento A'B' la di­

stanza tra due traguardi sui quali A' e BI passino simultaneamente.

Si considerino ora due punti A, B fissi in K e sia vers AB = ­

- vers A'B'.

El spontaneo assumere la seguente convenzione.

Se il punto AI passa su B prima che B.' passi su A, la lunghezza

dei segmento AIB' è maggiore di quella del segment·o AB e viceversa,

se A'B I è più lungo di AB, A' pas6a su B prima che BI passi su A.

Se AI e B' passano simultaneamente su B e rispetto su A, l segme~

ti A'B' e AB hanno la medesima lunghezza e viceve~sa, se AIB' è u­

guale ad AB,A' e B' passano simultaneamente su B e rispetto su A.

(4) SI. ricordi che è vers A'B'
+

vers v
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Se B' passa su A prima che AI passi su B, la lunghezza del se­

gmento AIB' è minore di quella del segmento AB e viceversa, se A'B'

è minore di AB, Bi passa su A prima che AI passi su B.

Si vede quindi che il confronto fra segmenti in moto relativo non

può essere dissociato dal confronto fra intervalli temporali.

Le convenzioni precedenti si possono esprimere in forma sintetica

introducendo il concetto di evento, concetto che sarà d'altra parte

usato estesamente nel seguito. Un evento è un fenomeno fisico che av

viene in un punto determinato dello spazio, ad un istante determin~

to. Per es. la sovrapposizione di due punti, l'arrivo di un segnale

in un punto, l'accensione di una sorgente luminosa puntiforme, sono

eventi.

Due eventi che avvengono in uno stesso punto dello spazio per un

osservatore non avvengono in generale nello stesso punto dello spa­
(5)

zio per un osservatore in moto rispetto al primo

Al contrario due eventi che avvengono in uno stesso istante per

un osservatore, avvepgono in uno stesso istante per tutti gli osse~

vatori: ciò è conseguenza del fatto che nella meccanica classica il

tempo è universale (n.4).

Due eventi che avvengono nello stesso punto dello spazio allo stes

so istante sono detti coincidenti: ovviamente due eventi coincidenti

per un osservatore sono tali per tuttI gli osservatori.

Si torni ora a considerare il segmento A'B' in moto rispetto al·

l'osservatore K e si introducano i seguenti eventi:

El: sovrapposizione di A e A'

E2: sovrapposizione di A e B'

(5) Per esempio l'acc~nsione e lo spegnimento di una lampada posta
in un punto fisso su un treno in moto sono eventi che per un os
servatore terrestre avvengono in punti distinti del suo spa~io~
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E
3

: sovrapposizione di A' e B .

Si indichino con t (El)' t (E Z)' t (E 3) gli istanti in cui questi

eventi hanno luogo. Allora le convenzioni precedenti si possono espri

mere nel modo seguente:

IA'BI > IABI < , t(E
3

) precede t(E Z)

IA'B' 1= IABI < t(E3) coincide con t(E Z)

IA'B' 1< IABI <--> t(E3) segue t (E Z)

6. POSTULATI DELLA TEORIA DELLA RELATIVITA'.

1) I riferimenti inerziali sono tutti fra loro equivalenti dal punto

di vista fisico, nel senso che qualunque esperienza fisica può esse­

re realizzata in modo identico in ognuno di tali riferimenti.

2) Ogni riferimento inerz"iale è o·tticamente isotropo, cioé la luce

nel vuoto ha la stessa velocità in tutte le direzioni.

Il primo postula~o coincide nella forma col postulato di relati­

vità galileiana e, a parte l'inclusione di .tutti i fenomeni fisici,

in luogo dei soli fenomeni meccanici, non fa prevedere innovazioni

clamorose.

Al contrario, il secondo postulato attribuisce al moto della lu­

ce proprietà ben diverse da quelle del moto di un qualunque sistema

classico. Per riconoscerlo sarà opportuno confrontare i moti di un

sistema classico costituito, per es. da due elementi, rispetto a due

terne inerziali, col moto di un raggio luminoso, sempre r.ispetto a

due terne inerziali, otticamente isotrope.

Siano A e B due punti di una terna inerziale K, M il punto di me~

zo del segmento AB. Dai punt.i A e B partano simultaneamente due ele-
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~ ~

menti PA,PS con velocità rispettive u e -u
~

e sia vers u = vers AB.

Naturalmente i due elementi arrivano contemporaneamente in M.

Sia K' un riferimento inerziale in moto rispetto a K con velo-
+ + +

cità v e sia vers v = vers AB. Poiché K ha velocità - v rispetto a
+ + +

XI J in XI l'elemento P
A

ha velocità UP
A
= U - v, mentre l'elemento Ps

ha

ad

+
velocità ui> ~

B
andare da A ad

+ +
-u - v. Nel tempo 6tA impiegato dall'elemento PA

M il punto M si sposta, rispetto a K', di un trat

to - vòtA" L'elemento PA percorre quindi una strada che è data, sia
+ + +

dall'espressione (u-v)òtA, sia dall'espressione AM - v òtAo

Dall'uguaglianza

si ricava

+ +
(u - v)<\t

A
+

AM-v<\tA

Analogamente l'elemento PB per andare da B ad
. +

una strada che è data sia dall'espressione (-u -

espressione BM - v6t B.

Dall'uguaglianza:

M percorre in K'
+
v)6tB sia dall'

+ +
(-u - v)<\t

B

poiché è BM

te .<\tA

- AM si ricava, confrontando con la relazione contenen

Ora 1 due elementi giungono 1n ~ contemporaneamente per l'osser­

vatore K e quindi giungono contemporaneamente in M per o~ni osserv!

tore: l'uguaglianza di 6tA e 6t B mostra allora che essi anche per

l'osservatore K' partono simultaneamente da A e da B. Questa afferm~

zione è tautologica; nella definizione delle velocità (assoluta, re-
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lativa, di trascinamento) gli osservatori K e KI si servono dello st€5

so tempo.

Si passi ora all'esame del moto di raggi luminosi nell'ipotesi che

sia vero il postulato 2).

Le quantità geometriche e fisiche saranno espresse nei due riferì

menti in unità differenti. Questa scelta, che per ora può sembrare

una inutile complicazione, si rivelerà poi c-pncettualmen.te necessaria

alla luce dei risultati che si trarranno dall'esempio trattato.

Si supponga che in A e in B siano poste due sorgenti luminose e

si assuma la validità del postulato 2); in altri termini K e K' sia

no entrambi otticarnente isotropi.

Nel riferimento K le due sorgenti vengano accese simultaneamente.

I raggi luminosi procedend~ in K entrambi con velocità c (postulato

2)) giungono contemporaneamente nel punto di mezzo M di AB. Poiché

gli eventi di arrivo in M dei due raggi luminosi sono coincidenti

per K (arrivo simultaneo nello stesso punto) essi sono coincidenti

per ogni osservatore: anche per .K I
, quindi, i due raggi giungono si­

multaneamente in M.

Si indichino ora con .l' la lunghezza di AB -misurata nelle unità

di K' e con 6tAe 6tB i tempi, sempre misurati nelle unità di K',

impiegati dai raggi AM e BM per per~orrere i rispettivi cammini. Poi­

ché K' è inertiale e quindi otticamente isotropo, entrambi i raggi

si muovono con la stessa velocità C': le strade che essi percorrono

fra le rispettive sorgenti e il punto M sono Cl 6 t'A e c'6t'B-

~

In K' il punto M si muove con una velocità v' che ha verso oppo-

sto a quello di. v (ricordare anche che è vers AB :: vers ;) ·e quindi

va incontro al raggio uscente da A, mentre si muove nello stesso

verso uscente da B, Nel riferimento Kt quindi per otten~re la strada

c'At t

A
v'At' A

percorsa dal raggio AM bisogna sottrarre da .l'/2 la strada

percorsa dal punto M nel tempo At ' A- Dall'uguaglianza:



si ha:

c'ht'
A

6t I =
A
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9,.'/2 - v'6t J

A

t'

2(c'+v')

Per ottenere la strada c'l!.t'B' percorsa in K'~dal raggio BM, o~

corre invece sommare ad 1'/2 la strada v'6t l percorsa da M nel
B

tempo 6t'8'

Dall'uguaglianza

c'òt'
B

si ha:

M'
B

t'
2

+ V I 6t I

B

2(c' - Vi)

Si conclude che in K' i raggi giungono contemporaneamente in M

ma impiegando tempi diversi. Poiché 6t'8 > 6t'A' in KI il raggio

che lascia B parte prima di quello che lascia A, a differenza diqua~

to accade in K. Si ha così la prima conseguenza del postulato 2):

la relatività della contemporaneità.

Sicché, se si vuole che i riferimento K e li siano entrambi otti

camente isotTopi, si deve abbandonare il carattere assoluto del tem-

po.

Va osservato che questa discrepanza non dipende dalle unità di mi

sura usate dai due osservatori.

b) Relatività della uguaglianza di intervalli spaziali e di interval

li temporali.

Si considerino ora due punti in K' tali che l'osservatore K veda
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passare simultaneamente A' su B e B' su A (l'ordine dei punti A,B e

Al,B' è quello convenuto al n.5).

Per l'osservatore"K i segmenti AB e AIB' in base alle convenzioni

stipulate al n.S hanno la stessa lunghezza.

Si supponga che le sorgenti luminose in A e in B vengano ac-

cese per l'osservdtore K, nell'istante in cui i due seglnenti risul­

tano sovrapposti

B'

A
•
B

K'

A'

le

Si considerino ora i seguenti eventi:l! partenza del raggio da B,

2) sovrapposizione di Al e B. Questi due eventi avvengono simultane~

mente e nello stesso punto per K. Essi sono quindi coincidenti per

tutti gli osservatori.

Analogamente sono eventi coincidenti la partenza del raggio da A

e la sovrapposizione di A e BI.

D'altra parte nel riferimento K' il raggio uscente da B parte pri

ma di quello uscente da A. Di conseguenza in K' il punto A' passa su

B prima che il punto B' passi su A. Nella convenzione fatta al n.5,

in KI il segmento A'B' è quindi più lungo del segmento AB, a diffe­

renza di quanto avviene per l'osservatore K, per il quale i due se&

menti sono uguali. Si ha dunque la seconda consegoenza del postulato

di isotropia ottica: la relatività dell'uguaglianza di segmenti in

moto relativo.

Poiché in K è IABI = IA'B' I , i tempi di scorrimento di A' su AB

e di A su AIB' sono uguali, cioé:
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In K', essendo IA'BII > lABI il tempo di scorrimento di A' su AB è

minore del tempo di scorrimento di A su AIB', cioé

Si ha così la terza conseguenza del postulato di isotropia otti­

ca: la relatività dell'uguaglianza di due intervalli temporali fra

due copp ie di eventi.

Va sottolineato che i risultati illustrati sono conseguenze sola­

mente del postulato che afferma che tutti i riferimenti inerziali so

no otticamente isotropi.

Classicamente esiste un solo riferimento otticamente isotropo e qui,!!.

di le divergenze sopra viste fra le misure effettuate da osservatori

in moto relativo non sussistono.

7. Difficoltà poste dall'esempio precedente.

Le differenze trovate dai due osservatori K e K' pongono un nuo-

vo problema. I due osservatori trovano differenze qualitative nelle

loro misure, ma non sono in grado di tradurre queste differenze in

termini quantitativi. Essi vivono per così dir~ in due mondi differen

ti e se ognuno di loro costruisce una teoria fisica nel proprio rif~

rimento, le due teorie non possono essere messe a confronto, perché

per i due osservatori già i concetti di estensione spaziale e di du­

rata sono diversi: fintanto che la situazione è questa, i due osser­

vatori non possonò fare confronti fra i risultati delle loro misure.

Per es. fintanto che l'osservatore K non sa lidi quanto" il suo seg­

mento AB è visto da K' più corto del segmento A'B' o "di quanto" s~

no diversi per K' due intervalli temporali che nel suo riferimentoaE

paiono uguali, non è possibile porre in relazione misure di lunghezza,

né misure di tempo. Di conseguenza non è possibile neanche mettere a

confronto mi~ure di velocità. In particolare non ha senso dire che la
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velocità della luce ha lo stesso valore per tutti gli osservatori, o

che la velocità di K vista da K' è _ ; (6)

L'uso di "orologi atomici" al quale si è accennato a pag. 13 va

perciò limitato in a~~en~a di ait~e con~idenazioni, ad un unico rife­

rimento inerziale. Le considerazioni presenti indicano infatti che,

per gli osservatori inerziali in effettivo moto relativo, le unità di

misura "universali" di tempi e di lunghezze, desunte dalle frequenze

c dalle Lunghezze d!onda delle radiazioni atomiche possono essere ac­

cettare come universali soltanto se (a differenza di quanto si fa di

solito) la loro universalità viene po~tuiata.

Queste semplici considerazioni sono sufficienti per far capire co

me, pregiudiziale per il confronto fra le teorie fisiche costruite

da K e K', sia lo stabilire una relazione, eventualmente puramen­

te convenzionale, fra le misure di lunghezze e di tempi nei due ri­

ferimenti.

El ovvio che per stabilire una relazione fra le misure è sufficien

te stabilire una relazione fra le unità di misura.

Per concludere questo numero è conveniente introdurre ancora una

definizione.

Per misurare un segmento, un osservatore determina le posizioni ~i

j) uitanee. degli estremi.

(6) Naturalmente nessuno vieta ai due osservatori di scegliere unità
di misura tali che la velocità della luce sia numericamente la stes­
sa, ma in mancanza di un confronto fra le unità di misura delle lun
ghezze e dei tempi la coincidenza dei valori numerici non ha alcun va
lore in relazione al confronto delle misure.
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Nel piano xt, scelto un istante t, la lunghezza del segmento coin

cide con la differenza fra le ascisse degli estremi (figura 3).

A

Fig. 3

B

X2

La misura di un intervallo temporale è la differenza fra le ascis

se temporali di due eventi che avvengono netto ~te~40 punto dello sp~

zio. Un intervallo temporale fra due eventi che avvengono nello stes

so punto viene detto inte~vatlo di tempo p~op4io o di ~ip040.

Così l'intervallo temporale che intercorre fra la sovrapposizione

di Al e A e di BI e A è un intervallo di tempo proprio per l'osserva

K ( b " 1"" 1 A K (7) -tore entram 1 g 1 eventI avvengono ne punto e . Analogame~

te l'intervallo temporale che intercorre fra la sovrapposizione di Al ed

A e di AI e B, è proprio in K'.

Conviene usare la stessa terminologia anche per i segmenti. La lu~

ghetz.a propria o di riposo (o di quiete) di un segmento è la lunghez­

za vista dall'osservatore per il quale il segmento è in quiete.

r. UNITA' DI MISURA DELLE LUNGHEZZE.

Siano ancora K e K' due riferimenti inerziali e si scelgano. come
( 7)

nei numeri precedenti, AB ~ K, A'B' E K' con vers AB = - vers A'B'

(fig.2).

Definizione. I segmenti ABeK e A'B'eK' hanno lunghezze di riposo

uguali se (indicando con

K ecc.) risulta

AB
1K

la misura di AB

~ A'B'~,

A' B' IK AB IK'

fatta dall'osservatore

(7) Nel seguito per indicare che un punto A, un segmento AB,ecc. sono in quiete ri
spetto a un riferimento K, si useranno talora le notazioni: AEK, ABeK ecc ..
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In altri termini i due segmenti hanno la stessa lunghezza di ri~

poso se il rapporto fra la misura del segmento visto in quiete e la

misura del segmento visto in moto, è la stessa per entrambi gli os­

servatori.

El evidente che in questa definizione i due riferimenti sono trat

t3ti in modo simmetrico.

L'esistenza di segmenti aventi uguali lunghezze di riposo è basa

ta su due ~ole p~eme~he.

1) La stessa relazione di uguaglianza o di disuguaglianza inter­

corre per tutti gli osservatori fra due segmenti in quiete nello hte.h

hO J{..ine.ll-i.mento.

Per es. se AlBI ~ K', C'D' ~ Kl e

AlBI
...:....:::lE

C'D'
IK

> 1 .
<

~
C'D' IK'

>, h
~ 1, e arre e rispettivo

Questa proprietà è conseguenza dell'omogeneità spazio-temporale

dei riferimenti inerziali.

2) In tutti i riferimenti inerziali si accetta il postulato (di

Dedekind ) della continuità della retta.

Per riconoscere che esistono segmenti aventi lunghezze di riposo

uguali, si considerino i due segmenti AB ~ K, AIB' ~ K' tali che:

1 .

Come si è visto al n.6 si ha allora:

1 •

Lasciando AB fisso si considerino segmenti A'B' di lunghezza de-
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crescente (per entrambi gli osservatori: premessa 1)). La frazione:

A'B' IK

decresce allora da 1 verso O, mentre la frazione:

cresce verso 1. In base alla premessa 2) esiste un segmento AIB' ta­

le che:

A'B' IK

A BIK

~

A' B' lK'

Naturalmente questo risultato è indipendente dalle unità di misu­

ra usate dai due osservatori.

Il procedimento illustrato mostra pure che ogni segmento AB ~ K

ammette un segmento AIB' ~ K' avente la stessa lunghezza di riposo

e viceversa. Si torni al caso in cui AB e A'B' abbiano la ste~sa IUTI

ghezza per l'osservatore K.

(3)

Risulta allora:

(4 )

A'B' IK

A BIK

A' B'~=l2

A BIK'
> 1

La quantità Y non dipende né dalla direzione del moto r~1~lti~0 Ji

K e K' (per l'isotropia degli spazi inerzialiJ. né dalla po~i:i""~

di AB. A'B' nei rispettivi spazi (per l'omogeneità cl' i~(\tr~\I\L, ,,!t'­

gli spazi inerziali), né dai tempi (in K e K') in cui i "q:,\\\t'nti tr;tl'

sitano uno su l'altro (per l'omogenità dei tempi lki rirt'ri~\t'nt i \lWr
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ziali). Sì assumerà che y sia funzione solo del modulo della veloci-
+

tà v

Se l'osservatore K vede invece 1 due segmenti disugua1li:

(5) A' B' I,,-K__

A B1K
a " 1

l'osservatore K' vede i due segmenti nel rapporto:

(6 ) ~=av2 .

A BIK'

Per es. se a = 2, basta prendere i due segmenti AM e MB, dove M

è il punto di mezzo del segmento AB e applicare le relazioni (3),(4)

ai segmenti AM,A'B' e MB, AIB'.

Si supponga ora che AB e AIB' abbiano lunghezze di riposo uguali.

Allora essi certamente non sono uguali né per l'osservatore K (nel

qual caso sarebbe vera 1a(4) e quindi non potrebbe essere vera la

(2) né per l'osservatore K' (per motivo analogo).

Il valore di a per segmenti aventi la stessa lunghezza di riposo

si desume dalle (2), (5), (6) :

cioé

a =

1
a = v

2
av

Le (5) e (6) si scrivono allora:~
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Poiché y > 1, ognuno dei due osservatori vede il segmento in moto

più corto del segmento in quiete di un fattore y

Più esplicitamente, per ognuno dei due osservatori, di due se-

gmenti aventi lunghezze di riposo uguali. quello in moto è più corto

di un fattore y .

Va notata la perfetta simmetria con la quale sono trattati K e KI.

La convenzione adottata permette di pervenire ad un confronto fra le

misure di uno stesso segmento effettuate dai due osservatori. Infatti

se AB e AlBI sono due segmenti aventi lunghezze di riposo uguali e se

K e K' li adottano come rispettive unità di misura delle lunghezze i

due osservatori servendosi del risultato precedente, hanno a disposi

zione una effettiva conven~ione per il confronto quantitativo delle

medesime (il valore numerico di y sarà determinato al n.10).

Una volta stabilita la relazione fra le unità di misura, la stes­

sa relazione sussiste fra le misure di uno stesso segmento effettua

te dai due osservatori. Così ogni segmento appartenente a K avrà in

K' lunghezza y volte più piccola di quella vista da K e viceversa.

A titolo di esempio si consideri ancora il caso (3). ·Per K i due

segmenti A'B' e AB sono uguali. Per Kl
, i segménti AIB' e AB sono ri

spettivamente y volte più lungo e y volte più corto e quindi è chia­

ro che il rapporto delle loro misure è y2

Infine è opportuno mettere in evidenza che dire che due segmenti

hanno lunghezze di riposo uguali equivale a dire che sussiste la re­

lazione:

(7) AB 1K = A'B' IK' .

In particolare se questi segmenti sono le rispettive unità di mi­

sura di K e K', ognuno di essi ha lunghezza unitaria nel proprio ri­

ferimento di quiete.
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9. UNITA' DI MISURA DEGLI INTERVALLI TEMPORALI.

Si considerino i soliti segmenti AB E K e AIB' E K'.

Il tempo di scorrimento di A' su AB è dato

nel riferimento K da: trE,) t(E3)

nel riferimento K' da: t I (E,) t l (E
3

) .

Il tempo di scorrimento di A su AIB' è dato

nel riferimento K da: t(E,)teE z)

nel riferimento K' da: t'CE,) tI (E Z)'

Va notato che gli intervalli temporali trE,) t(E z) e t'CE,) t'(E3)

sòno intervalli di tempo proprio rispettivamente in K e in K1 (gli

eventi E1 ed EZ avvengono entrambi in A e K, gli eventi El ed E3 av-

vengono entrambi in Al e KI). Come nel caso delle lunghezze si sono

confrontati due se~menti spaziali in quiete, uno rispetto a K l'altro

rispetto a KI, così ora si confrontano "segmenti" tempera! i propri

uno in K l'altro in K'.

Naturalmente se r isul ta ad es. AB
1K

= ATBI si ha:
IK

(8)
trE,) t(E

3
) ,.=

t (E,) t(E z)

poiché il tempo impiegato da AI per scorrere su AB, per l'osservato­

re K è uguale al tempo impiegato da A per scorrere su A'B' (in altri

termin i
t(E Z) = te E3))·

In questo caso è per la (4): A'B I

1K
, > AB 1KJ e quindi nel riferi

mento K' il tempo impiegato da A per scorrere sU A'B' è maggiore del

tempo impiegato da AI per scorrere su AB:
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t' (El)t' (E Z)

t' (E,)t' (E 3)
< 1
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Si considerino ora tre eventi El' E
Z

' E
3

tali che il segmento te,!!!

porale fra El ed EZ sia segmento proprio in K e quello fra El e E3

sia proprio K lo

In analogia a quanto si è fatto per i segmenti spaziali si dirà

che hanno la stessa lunghezza propria i due segmenti temporali fra

gli eventi El,E Z ed El' E3 se:

(10)
t (E 1) t(E

3
) t' (El) t' (E Z)

t(E l ) t(Ez) t' (E,) t'(E3)

cioé se ognuno dei due osservatori trova lo stesso rapporto fra il

segmento temporale non proprio e il segmento temporale proprio.

El evidente che anche in questa definizione i due riferimenti en

tra~o simmetricamente.

El ovvio che è sempre possibile scegliere due segmenti spaziali,

AB E K, AlBI E K' tali che gli eventi E1,E Z,E3 consistano nelle

sovrapposizioni di A e A', A e B', AI e B rispettivamente.

Allora la dimostrazione dell'esistenza di segmenti temporali aven

ti lunghezze proprie uguali è del tutto analoga a quella fatta per

provare l'esistenza di segmenti spaziali aventi lunghezze di riposo

uguali.

Si parta dal caso (8)-(9). A~sunto A'B' di lunghezza fissa sipre~

dano segmenti AB via via decrescenti: allora il rapporto (8) decresce

da 1 verso O, mentre il rapporto (9) cresce verso 1.•

Per continuit~ si troveranno quindi istanti t(E Z),t(E3),t(EZ)'

t'(E3) per i quali sussiste la (10).
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Come nel caso dei segmenti spaziali, ogni segmento temporale in

K ammette un segmento temporale in K' avente la stessa lunghezza pr2,

pria e viceversa.

Ancora in analogia col caso dei segmenti spaziali, se in K e in

K' si assumono come rispettive unità di misura dei tempi due segme~

ti temporali propri aventi la stessa lunghezza propria, è possibile

poi effettuare un confronto fra le misure di segmenti temporali che

connettano coppie di eventi arbitrari.

Naturalmente fra le misure di due segmenti temporali uno appart~

nente a K l'altro appartenente a K' aventi la stessa lunghezza pr~

pria, sussiste la relazione (cfr. (7)):

( '1) t(E) trE ) = t'CE ) t'CE )
1 Z 1 3'

Per calcolare la relazione fra le misure degli intervalli di tem

pc proprio e non proprio, si osservi che la velocità v di X' rispe!

to a K è espressa, tanto dal rapporto:

ABI K
= v

(legge oraria di A I il). K).

quanto dal rapporto:

A'B'!..!
trE,) t(E

Z
)

= v

(velocità di passaggio di A su AlB', sempre per l'osservatore K).

Analogamente, indicando con v' il modulo della velocità di K

vista da KI, si ha:

A'B' IK'
= v'
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__-"A"'-JB~

t' (E,) t' (E
3

)
= v'

e

A B IK

A'B'~ =

A 'B' IK'
ABTi<'

trE,) t(E
3

)

trE,) t(E
Z

)

t' (E,) t' (E
Z

)

t' (E,) t' (E
3

)

Se i segmenti AB e A'B' hanno la stessa lunghezza di quiete, risulta:

ABjK

AIB'! K
AIB'I K'
A BIK' y

e quindi:
t(E

1
) t(E

3
)

t(E,) t(E
Z

)

t'CE,) t'(E Z)
=

t' (E,) t' (E
3

)
= y .

Si trova allora che due segmenti temporali con la stessa lunghez­

za propria sonò i tempi di scorrimento relativi a segmenti spaziali

aventi la stessa lunghezza propria.

Le precedenti relazioni si possono scrivere

trE,) t(E3) = yt(E,) t(EZ)

t'(E,)t'(E Z) = yt'(E,)t'(E3)'

In altri termini: per ognuno dei due osservatori, di due segmenti

temporali aventi lunghezze proprie uguali, il segmento proprìo b .1­

nore dell'altro di un fattore l/y.

Se l'osservatore K assume come unità di misura dei tQmpì 11 scg.ed

to temporale (proprio) trE,) t(E Z) e K' assume come unità d\ .lsur.

dei tempi il segmento temporale (proprio) t' (El) t' (1:
3
), QlllI\ lllter-
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vallo temporale fra eventi che avvengono nello stesso luogo per l'o~

servatore K, apparirà dilatato di un fattore y per l'osservatore K'

e viceversa.

Come conseguenza dei risultati ottenuti si trova che v = v'.

Infatti dalle relazioni:

v = v' = A 'B' IK'
t'(Elt'(El

l Z

se A B e AIB' hanno la stessa lunghezza di quiete. poiché i segme~

ti temporali t(E
l

) t(E
3

) e t' (El) t' (E
Z

) hanno pure, come si è visto,

la stessa lunghezza di quiete, in virtù delle (7) e (11) si ha appu~

to:

( l Zl V :: v'.

Nel numero successivo si dimostrerà che, come consequenza della

(11) e del postulato 2)., la velocità della luce ha lo stesso valore

in tutti i riferimenti inerziali. Si puo dire fin d'ora che questo

fatto è evidente per la (11) e per motivi di simmetria, stante il

significato fisico della velocità della luce.

lO. INDIPENDENZA DEILA VELOCITA' DELLA LUCE DAL RIFERIMENTO. CALCO­

LO DI y.

Si consideri il segmento A'B' c KI . In AI sia collocata una sor­

gente luminosa; in BI sia collocato uno specchio che possa riflette

re la luce verso AI.

impiegato da un raggio lu-8t'tempot' = AIB I

1
K" Il

per effetturare il percorso A'BIA' (nelilipotesi che la rifles

Sia

minoso

sione sia istantanea) è:
8t '

U'
c'
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I due eventi) di partenza e di arrivo del raggio, per l'osservatore

X' avvengono nello stesso punto; in altri termilli òt' è un interval­

lo di tempo proprio in K'. In K il segmento temporale fra i due even

ti è:

òt y6t I

ossia 21t I

c'

Ma AIB' e in quiete in K' e quindi risml~a:

il =- A'B'IK' =- YAIB! IK yi

(l. = A'B'I'K).

e, in definitiva:

( 13) 6t = 2
y

2l.
c'

D'altra parte il tempo 6t intercorso per l'osservatore K, fra

la partenza e il ritorno del raggio si può calcolare in modo analo-

go a quanto si è fatto a pagg.17-18.

Per andare da A' a B' il raggio deve percorrere il tratto l. , aumen

tato del tratto v6t B" di cui si è spostato ii punto B' rispetto a

K. Si ha quindi:

ossia:

c-v

Nel ritornare in AI il raggio percorre il tratto t diminuito del

tratto v6tA~ di cui si è spostato Al fra l'istante 1TI cui il raggio

ha lasciato B' e l'istante in cui esso ha raggiunto A'. Si ha così:
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ossia:

fitA,
~

c·v

Infine

ét
~ ~ nc

+ =
c·v c-v 2 2c -v

Confrontando con la (11 ) si ha:

(14) 2
y

Cl c'

2 2c -v

Si scambino ora i riferimenti: le sorgenti luminose e lo specchio

siano collocati risp. in A e in B. Un calcolo analogo al precedente

dà:

( 1S)
2

y
c'c

,2 .2c . -v

dove y è la stessa che compare in (14) in forza delle definizioni da­

te ai nn. 8 e 9.

Confrontando (14) e (15) si ottiene:

e in virtù della (12):

(16)

2
v

,2 ,2c - v

C I ::: c.

cioé come conseguenza delle definizioni date ai nn. 8 e 9 la veloci­

tà della lucé ha lo stesso valore in tutti i riferimenti inerziali.

Dalla (14) segue allora:

( 1 7) y z
v

2
C
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11. PRIME FORMULE DI TRASFORMAZIONE.

Sulla retta del riferimento K alla quale appartengono 1 punti A

e B si stabilisca uh sistema di
~

orientamento concorde con v (la

.di misura arbitraria.

ascisse con origine in un punto 0,

velocità di K' rispetto a K) e unità

Sulla retta di riferimento K' alla quale appartengono i punti AI

e B' si stabilisca un sistema di ascisse con origine in un punto O'
~

orientamento concorde con v e unità di misura avente lunghezza di qui~

te uguale alla lunghezza di quiete della unità dì misura scelta in K.

Tanto in K quanto in K' si assuma come origine dei tempi

te dell'evento di sovrapposizione di O e O'.

Si ha in K per un punto P:

l'istan

lo O'I/K lO' PI/K
vt

x'
x ; + = +

y

dato che O O' con le scel te fatte, ha lunghezza v t e il segmento•
D'P, che in K' ha lunghezza x' in K ha lunghezza x1/y. Si ha così:,

x' = y(x-vt)

Naturalmente per simmetria si ha:

x = y(x'+vt').

Sostituendo qui l'espressione di x' si ha:

x = yly(x-vt)+vt' I

ossia:
x Z Zy x - y vt + yvt'

Da questa:
Z Z

x(l-y )+y vt =
yv

x
yt+y

v

Z
- y
yZ
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t ~ (= y - v
1

- - 1)
2

y

yt - :l!'-( 1­
v

2
v

- - 1) =
2

c

yt - yX
v

2
c

Si hanno così le trasformazioni:

[x' = y(x I - vt)

(18)
vt' = y(t-

2
x)

c

che sono dette trasformazioni di Loreotz. Per ottenere le trasforma

zioni inverse senza risolvere le precedenti rispetto a x e a t, ba­

sta scambiare le quantità accentate con quelle non accentate e muta-

re v in -v:

t=y(t'+

x y (x l +vt I)( v
x' )

2
c

Le trasformazioni di Loreotz si riducono alle trasformazioni di

( 18 ' )

Galileo per ~ < < 1 cioé per y ~ 1: di conseguenza le trasforma­
c

2ioni di Galileo sono approssimazioni delle trasformazioni di Loreo

tz.

Le formule esprimenti le trasformazioni di Loreotz contengono n~

turalmente tutti i risultati che sono stati ricavati dall'esempio

del N. 6.

El utile ricavare esplicitamente le conseguenze dei postulati

di Einstein anche per mettere in evidenza che le formule precedenti

vanno usate con attenzione se si vogliono evitare risultati assurdi.

Va tenuto presente che le trasformazioni di Larentz stabilisco-

no relazioni fra le coordinate spazio - temporali che uno &te&&o eve~
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to possiede rispetto ai due riferimenti K e KJ.

Si abbia per es. un regolo in quiete in K' e siano xl e Xz le

coordinate degli estremi del regolo in tale riferimento: la lunghe~

za del regolo per l'osservatore K' è quindi

estremi in uno ~t~~60 ihtante del suo riferimento.

K per

degli

ottenere la lunghezza del regolo deve

Xz - xl' L'osservatore

determinare le ascisse

Dalle (18) per t qualunque si ha:

x' =
2

e quindi per differenza:

1

y
ex l - x')

2 1

cioé si ritrova che la lunghezza propria del regolo è maggiore di

quella non propria.

Va notato che la relazione precedente non può essere dedotta di­

rettamente dalla prima delle (18') perché le formule:

X
2

= y(xZ-vt I); Xl = y(xi-vt ')

forniscono le relazioni fra le coordinate spaziali di due eventi si­

multanei in K'; questi eventi, non essendo simultanei in K non pos­

sono essere utilizzati per il calcolo della lunghezza del regolo in

questo riferimento. L'intervallo temporale in K fra i due eventi si

ricava dalle (18"') e vale:

v
2

c

In modo analogo si può calcolare la relazione fra un intervallo

di tempo proprio ad un intervallo di tempo non proprio.

Se t I - t I

2 1
è un intervallo di tempo proprio fra due eventi in
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K', i due eventi, in tale riferimento, avvengono nello stesso punto

Xo e quindi si ha:

da cui:

y(t' ­
2

y (t' ­
1

v
2

c
x' )

O

e si ritrova che l'intervallo di tempo proprio è minore dell'inter­

vallo di tempo non proprio fra i due stessi eventi.

In K la distanza fra i due eventi è data da:

Si sugg~risce di interpretare con un esempio le relazioni trovate.

Come altr.a conseguenza delle (18), (18') conviene mettere in evi

denza che gli orologi di ognuno dei due riferimenti, pur essendo si!!.

croniz,zati nella maniera indicata al n. 4 non appaiono sincronizza­

ti nell'altro riferimento. Infatti allo stesso valore di t corrispog

dono in K' valori diversi di tI in punti diversi dello spazio. Co­

si se (xl,t), (xz,t) sono le coordinate di due eventi simultanei in

K, si ha in K':

t' - t I =
2 1

(si vede in particolare

v- --(x -x )
2 2 1

c
che i due eventi sono simultanei in K' se e

solo se in K, oltre ad essere simultanei, avvengono anche nello ste~

so luogo. In questo caso anzi si vede che gli eventi, coincidenti in

K, sono coincidenti anche in KI, in accordo con quanto si è notato

al n. 5.)

Allo stesso risultato si può pervenire in maniera meno formale.

In corrispondenza all'evento di sovrapposizione delle origini 0,0'

dei riferimenti K e K' i due osservatori azzerino i rispettivi orol~

gi posti in tali punti. In tale istante t = ti = O venga inviato un
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segnale luminoso. Dopo un intervallo di tempo

le avrà raggiunto in K un punto Pz di ascissa

condo postulato di Einstein l'evento di arrivo

tz-O = t z
x z = ct

Z
'

del raggio

tale segn~

Per il se-

lurnino~o

in Pz ha in K' coordinate xz,ti legate dalla relazione xi = cti"
In virtù delle (14') si ha:

v
z

c

Nell'intervallo di tempo t
2

-O = t
2

l'origine O' S1 sarà spostata

rispetto a K. al punto Pl di ascissa xl = vt Z" Ma in K' l'interval

lo fra i due eventi

EOO ' sovrapposizione di O e O'

Ea,p sovrapposizione di P, e O'
1

è un intervallo di tempo proprio e quindi:
t zt' =--

l y

cioé ne] riferimento K' gli istanti corrispondenti a t
2

nei punti P,

e Pz sono diversi.

1Z. RELAZIONI FRA LE MISURE DI SEGMENTI IN MOTO RELATIVO, ORTOGONA­

LI ALLA VELOCITA' RELATIVA. TRASFOR~~ZIONI DI LORENTZ.

+
Siano AB, AIB' due segmenti oTtagonali alla velocità relativa v

di KI rispetto a K. Sia inoltre vers AB = vers AlBI. El facile rico

noscere che, se i due segmenti AB, AIB' hanno la stessa lunghezza di

riposo. essi sono (esattamente) sevrapponibili per entrambi gli os­

servatori.

Si adottino in K e K' terne di assi con gli assi x e Xl paralle-
+

li e concordi a v, e scorrenti l'uno su l'altro e gli assi y e z
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rispettivamente paralleli e concordi con gli assi y' e z'. Sì dispo~

gano i segmenti AB e A"'BJ lungo gli assi y e y' risp. e i punti A,A'

nelle rispettive origini. In un istante generico quindi la situazio

ne sarà quella indicata in fig. 4.

z'

yt Hl

A':::

y B

z /.

fig. 4

x,x'

Si consideri l'evento di sovrapposizione delle origini O e O'

(ossia A e A').

Questo evento è simultaneo in entrambi i riferimenti (per motivi

di simmetria) alla sovrapposizione degli interi assi y e y'. Ciò

si può esprimere anche dicendo che i quattro punti ABA'B' apparte~

gono agli assi y e y', simultaneamente tanto in K quanto in K'. A!

lara la simmetria fra i due riferimenti impone, come conseguenza de!

la uguaglianza delle lunghezze di riposo dei due segmenti, che per i

due osservatori. all'istante in cui O e O' coincidono. coincidano

non solo A e A' ma anche B e Br. Infatti se all'istante di allinea­

mento in K dei quattro punti ABA'B' fosse ad es. A' int~rno a AB.

la stessa configurazione dei quattro punti si avrebbe i11 K' all' i$tan

te di allineamento in tale riferimento. Di conseguen:a ~:lrebb~ ~li$tb"Ul

ta la simmetria fra i due riferimenti. dato che i segl1H."'nti AR t"' "\'~'

hanno la stessa lunghezza di riposo.

In conclusione segmenti aventi la

gonali alla velocità relativa di K e

entrambi i riferimenti. Dette quindi

Br risp. si ha:

stessa lungh0:::1 pr0rr~:' ~ ~rt2

K' hanno LI stesga 11ll\~h~;~~'\ \n

y e y' Il" coordin:lt\- \t~ ~ t"'
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y = y'

In modo analogo, se ì segmenti sono disposti lungo gli assi z e ZI

si ha
z = Z I •

Ricordando le (18), le trasformazioni di Lorentz relative a tut­

te e quattro le coordinate spazio-temporali sono:

X I y(x-vt)

y' y
( 19)

Z l = Z

t' = y(t v- -x)
2

c

13. NON OSSERVABILITA' DELLA CONTRAZIONE DI LORENTZ CON MEZZI OTTICI.

Nel concludere questa breve trattazione delle trasformazioni di

L.orentz non si può fare a meno di accennare J sia pure fugacemente,

all'aspetto sperimentale: è osservabile la contrazione di Lorentz.·

A prima vista sembrerebbe non esservi alcuna diffico! tà e si P2.

trebbe penspTe che, pur di prendere velocità relative sufficiente­

mente elevate e cioé valori di y sufficientemente elevati. si pote~

se osservare in modo diretto la contrazione delle lunghezze. Per più

di cinquant'anni si è infatti ritenuto così ed è frequente nella let

teratura l'esempio della sfera in moto, la quale è vista come un el

lissoide, perché il diametro parallelo alla velocità appare contrat­

to, mentre i diametri perpendicolari alla velocità appaiono nella lo

ro lunghezza di riposo.

In realtà la contrazione di Lorenfz non è in generale osservabi­

le con mezzi ottici: vi sono~ è vero, casi in cui tale contrazione è

osservabile, ma lo sperimentatore non può essere sicuro di osservar­

la se non è preliminarmente in possesso di certe informazioni.

Un attimo di riflessione mostra che effettivamente la contrazio-
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ne di Lorentz~ almeno con esperienze di ottica, non può essere in

generale osservata ~]. Naturalmente la determinazione quantitativa

di "quello che si osserva" è tutt'altra cosa, e in effetti richiede

calcoli complicati.

Si consideri un oggetto in moto traslatorio rettilineo uniforme

rispetto al solito riferimento inerziale K e si supponga che un os­

servatore in K voglia fissarne la forma ad un certo istante. Inve­

ce di limitarsi a cogliere l'immagine dell'oggetto sulla retina del

proprio occhio, l'osservatore può fissare l'oggetto fotografandolo.

Ora è chiaro che saranno fissati nella fotografia quei raggi lumino­

si provenienti dall'oggetto i quali raggiungono la pellicola tutti

nell'istante in cui la fotografia viene scattata. Ma questi raggi

non hanno lasciato i vari punti dell'oggetto tutti nello stesso ista~

te perché l'oggetto è esteso e in un generico istante i suoi punti

hanno distanze diverse dalla pellicola (supposta sufficientemente

"piccola"). Perciò sulla pellicola vengono fissati i raggi provenie!!

ti da posizioni non simultanee dei vari punti dell'oggetto fotografa­

to. El chiaro quindi che se la velocità dell'oggetto è confrontabile

con la velocità della luce, si avrà dell'oggetto un'immagine altera­

ta. I calcoli dimostrano (e ci si deve limitare a riferirlo) che al-

l'osservatore K gli oggetti in moto appaiono in generale rotati: di

conseguenza una sfera continua ad apparire una sfera. Se si ha un cu­

bo con uno degli spig0li, AB parallelo alla velocità relativa, la f~

tografia riporterà su un unico segmento DB, l'immagine degli spigoli

D'A, AB (fig. 5).

E' per questo che l'osser­

vatore K, per essere sicuro

di osservare la contrazio-

ne di Lorentz senza altera

zioni causate da apparen­

ti rotazioni, deve limitar

si a fotografare segmenti

D'
r----'...--,c

D

A B

•
ii A ii

fig. 5
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paralleli alla velocità relativa, ma deve anche sapere ~n p~eceden­

za che gli oggetti che egli fotografa sono effettivamente segmenti.
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