INTRODUZIONE.

1 nisultati presentatdi in questo quaderno sono siatd esposii 4in una
sende di seminard tenuti a Lecce ned mesd di aprife e maggio 1983 dal
secondo autore. Lo scopo & quello di dare una esposizione unificata di
necenti nisultati ottenuti da pid autond (vedi [1),[7,[8],[9]) riguar
dantd Lo studio delfle supernficdie di area minima che nacchiudono un

volume assegnato.

Si & cencato di sorvolare sulle questiondi pili tecniche, per Le qua-
i 24 nimanda agli articoli ondiginali, allo scopo di metftere in evi-
denza nella mandiera pilt semplice possibile Le idee ed 4 nisultati prin

cipali.

Consideriamo il seguente problema:

Minimizzare ‘il funzionale
E ~——> area (RMJE) = FO(E)

fra tutti gli insiemi E ¢ @ (Q aperto di R") soggetti alla
\Y condizione
|E|] = misE = V (0 < V< lah

¢ "coincidenti' su 30 con un insieme assegnato T.

-

L'idea per affrontare questo problema & dotare la famiglia X di tut
ti gli insiemi ammissibili E di una topologia che renda simultaneamen
te X compatto e FO continuo. Dal teorema di Weierstrass seguird quin
di 1'esistenza di minimo per il problema PV'
12 pendimetro di un Ainsieme,

Definiamo



(1) Po(E) = sup{ {  dive(x)dx, ¢ e [C;(Q)}n, e | < 1}.
E

Si vede subito che, se @ M 3E & una superficie n-1 dimensionale

sufficientemente regolare, allora PQ(E) = Hn_1(ﬂfWBE).

D'altra parte, se PQ(E) < + «, da un famoso teorema di Riesz segue

l'esistenza di una (unica) misura vettoriale

uo= (u1,u2,---,u )

n
tale che
. n 1 n
(2) [ dive(x)dx = [ @&dpu = I [ &.dp. Vee [C ()] .
i=1 11 0
E Q Q
La formula (per f regolare)
[ £ dve(x)dx = - [ Df ®dx
Q Q
suggerisce porre
D¢E="U
8¢E -
dx. My oo
1
Si ha inoltre
(3). P (E) = é|D¢E| ,

dove con |D¢E| abbiamo indicato la variazione totale della misura

D¢E.

Indicheremo con  1(Q) lo spazio di tutti gli insiemi misurabili

E con perimetro finito in 2 , mentre con Hloc(ﬁ) indicheremo la fa-

miglia di tutti gli insiemi che hanno perimetro finito sugli aperti

limitati contenuti in Q .



I1 funzionale

E = f Do
Q
& semicontinuo inferiormente rispetto alla topologia Lloc(ﬂ).Questo

risultate segue immediatamente dalla definizione di perimetro.

Dal teorema di Ascoli-Arzela & possibile ottenere il seguente

Teorema di compattezza.
Le sottofamiglie di insiemi di Hloc(ﬂ) con perimetro equilimita
. ’ . 1
to sono relativamente compatte nelle topologia Lloc(ﬂ).
Thacce.

Sia A c @ aperto con QM3A lipschitiziana e sia E e N(Q) .

. [EﬁAﬂBém)l
= 11
¢g () oot TAOB GO
_ |(E-A)rw36(xn
¢ (x) = 1im
E §+0" TEG(XJ—A}

Dai teoremi di derivazione di misure si pud vedere facilmente che

i precedenti 1limiti esistono e prendono valori in {0, 1} H 4 -q.0.

-1

x € @ N %A, Inoltre si ha la seguente formula, molto utile:

(4)  [IDo | = [ Do | + [ _ Do ] + [ e -¢n |AH_ . ;
o B A EY gk B gnas B OE T mod

+ - . . . . ..
¢E e ¢E si chiamano rispettivamente la traccia interna e la trac-

. . + . -
cia esterna di E su dA. Quando ¢E = ¢E scriveremo semplicemen

te ¢E.



Possiamo ora rienunciare

il problema

PV nel seguente modo:

Minimizzare il funzionale
E v [ IDog] + [ log - ¢ laH . = F(E)
2 af
P
nella classe
e, = {E € I(Q) |E|] = V}
\ vV
Qui @ & un aperto di R" con 9% lipschitiziama, T c 99 & tale

che Hn_1(r) < + o,

Dai precedenti risultati di semicontinuita e compattezza segue fa-

cilmente il seguente
Teorema di esdistenza

Q ¢ R" aperto limitato con

V e (0,|2]). Allora il problema P

Sia 9Q lipschitiziana, T ¢ 23Q,

v ammette soluzione (non unica in

generale, come vedremo pilt avanti con qualche esempio).

La questione dell'esistenza di soluzione per il pbm P si cgmﬁli-

Vv
ca nel caso § illimitato. Questo dipende essenzialmente dal fatto

che 1la convergeﬂza Llocfﬂ} (che & quella assicurata nel teor. di com
pattezza) non & sufficiente a garantire la preservazione del vinco-

lo di volume.

Un primo caso ‘particolarmente importante e famoso & 4L seguente:

Proprieta disopenimeznica della sfenra.

Consideriamo il pbm PV con @ = R (e quindi T = @). Tale pbm

ha soluzione ed ogni soluzione & una sfera.

La dimostrazione di questo risultato si basa in un procedimento di

n-1

. i o . n C s
simmetrizzazione. Sia (y,xn) eR, yeR s X, € R. Per ogni insie



me E e €y poniamo

1

_ _ 1 _ n-1
plx ) = ( — f ¢p (¥5X ) (x_ €R)
n ]Rn—‘i

S

E° = {(y,xn) Px e R, |yl < p(xn)}

Allora anche E° e ey ed inoltre si pud dimostrare che

[ 1Do |

< f Dol .
rR" E RN E

Quindi possiamo cercare il minimo nella classe

ES - {ES

v E e ev}

e poiché

}==> F & contenuto in un cilindro " verticaleg
D <

fn I ¢F| < cost

R

. .. . . .. . e+ . 4. S
possiamo limitarci a cercare il minimo fra quegli insiemi di EV con

tenuti in un opportuno cilindro '"verticale". Questo ragionamento fat
to per pili direzioni conduce alla ricerca del minimo in una zona 1i

mitata, quindi al risultato di esistenza del minimo.

Che ogni minimo sia poi necessariamente una sfera richiede qual-

che ulteriore conto che non faretho qui.

I1 risultato appena dimostrato pud essere enunciato nel seguente

modo:

Teonrema

s e n . . :
Per ogni insieme E ¢ R™ misurabile si ha



n-1

(5) |E| ~» R™-E| < cancj Do 1)

‘dove C(w) & la costante che rende la precedente disuguaglianza un’

uguaglianza nel caso in cui E & una sfera.

1 nisubtati §4in qui esposti sono noid da divernsd anni: citdamo
§na altni E. De Giorgi [3],[4]; E. Gonzalez - G. Greco [7]; M. Mi-
randa [10],[11].

Passiamo ora ad esporre alcuni risultati pil recenti sul pbm PV
ottenuti dai seguenti autori: E. Barozzi, G. Congedo, E.H.A. Gonzalez,

Y. Massari, I.Tamanini,.

Consideniamo innanzitutto iL pbm Py nel caso Q ALLimitato.

I risultati che esporremo sono stati dimostrati da E. Barozzi [1].
Facciamo Le seguentd Apotesd:

(6) T & un insieme limitato

(7) Esiste una sfera B ¢ @ con |B| = V.

Mentre 1'ipotesi (6) non sembra essenziale e dovrebbe essere una

questione puramente tecnica sostituirla con 1'ipotesi Hn_1(F) < +o,

1'ipotesi (7) & essenziale, come mostra il seguente

Esempio
b n

Q = j91 Bj c R, dove {Bj}j ¢ una famiglia disgiunta di sfere con
B.|= V - —

J 27

Sia I' = P, Consideriamo la successione {Ej}j c ey definita da
Ej = Bj U Pj (j > 2), dove Fj ¢ una sfera di misura “!E contenu-

2

ta in By. E chiaro che
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1 n-1
FES) ¢ nwy Vo7
1 n-1
(& immediato verificare che nmz v " ¢ il perimetro di una sfera

di misura V). D'altra parte, dalla proprieta isoperimetrica della sfe
ra, & chiaro che

[
=]
I

Py

F(E) > nw VE e EV

==

Quindi in questo caso non esiste minimo per il pbm PV' (8i noti che
. J, . 1
in questo caso Ej )] in Lloc(ﬂ)).

Notiamo che le condizioni (6)

(7) assicurano 1l'esistenza di in-

siemi E e EV con F(E) < +«; basta infatti prendere E = B. Si ha

1 n—1

- ———

) n
F(B) < nw Vv + H (T) ¢ +=»,
- n n-1

La dimostrazione dell'esistenza di minimo pen L& problema Py con

Le ipotesd (6) - (7) a4 fara seguendo AL seguente  schema:

a) Vj e N sia nj = {xeQ: |x| <j};

s

ovviamente esiste jo tale che

r ¥j > 3

b) Per j > jo sia Ej minimo (non unico in generale) del problema

(8) minimizzare [ !D¢E| + f

Q. a8 .
J J

|0 - ¢plaH _,

nella classe

(9) e. ={EeQ, : |E| = V};
j j

come gia osservato, poiché JQj] < 4o , non ci sono pbmi riguardo
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l'esistenza di Ej'

c) Esiste ii > jO tale che, per ogni j > i esiste rj;

Jo & rj $j, tale che
| ¢ dH = 0
le.—__r. EJ D-T
J
v iy

d) Da c) segue che, ¥j > jq, esiste Ej c er, Ej € €y, con
4"
F(E.) < F(E.)
I - J

Questo ci permette di sostituire la successione {Ej]j di minimi
V)

per i pbmi (8) - (9) con la successione di mininmi {Ej}j tutti conte-

nuti nello stesso insieme limitato Qj .
1
!\'J
e) Dalla proprieta di minimo degli Ej si ha che essi hanno peri-

metro equilimitato in £, Tenendo allora conto di d), possiamo sup-

porre, a meno di passare ad una sottosuccessione, che esiste Eo e ey

tale che n 1
E. — Eo in L (Q)

f) Dalla semicontinuita inferiore di F e dalla proprietad di mini-
" .
mo degli insiemi approssimanti Ej’ si vede facilmente che Eo minimiz

za F fra tutti gli insiemi limitati di e,,. Ne segue che Eo minimiz-

Vl
za allora F su tutto E€y-
Le difficolta per svolgere questo programma risiedono nei punti

c) e d).

Per dimostrare c¢) abbiamo bisogno di un lemma di tipo isoperime-
trico, la cui formulazione richiede 1'introduzione di un po' di nota

zione:
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Y Vraasi

per jo Ctp<t, <t g j], poniamo

(t,t,) =9, - @&
(typtg) =@, - &

Sia E = B, , j > j,

Poniamo
= gN = EN
E1 E (t1,t2) , E2 E (tz’tS)
Vo= |E1| sV, = |Ez| » Vo= VY,
m = max { ¢E dan1

i=1,2,3 |5c|—=ti

(qui per semplicitd supponiamo che le tracce ¢E , ¢£ su |x|
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coincidono; questo non toglie alcuna generalita al nostro discorso).

Sostituiamo 1’insieme E con un nuovo insieme F nel seguente modo:

E in Qj - [t1,t3) - B

F = g in (tT’tSJ

dove B ¢ una sfera contenuta in B e concentrica con B, scelta in
p .

modo che |F|

quindi F(E)

V, cioé F € ¢.. Dalla proprietd di minimo di E siha

F(F).

V

| A

Usiamo ona La seguente disuguaglianza (Vedi I. Tamanini [13]).

Se L ¢ Bp, allora

(10) [ ¢, dH < f
B E n—1_ﬁ B
p p

Si ottiene:

n
D n
Do, | + > |L|
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[ IDegl+ opdH_ .+ f |Dog| <

‘n
<[ ¢EdHn_l + f quclHn-_1 + é |D¢EI+I“% v

Ix|=t, x|= t

cioé

() f Dol +  f ogdH <[ egdd

a
(t1,t3] o2 (t1,t3

+ f ¢pdH . + no

Ix|= t,

Dalla proprieta isoperimetrica della sfera si ha:

1 n-1
o v, " <f [l @+ g
nw v, < D¢, |+ ) + ¢ +
n i - E E n-1 E n-1
(t55t5,0) AR Y Ixl=t;
+ {x!— . Or dHn_1 (i=1,2)
IR TS
Dalle (11) e (12) si ottiene
l n-1 n-1 n-1
n n n n
(13) nw (v1 + v, - v )} <
3
<2 E f ¢p dH . < om
[x|= t.

Supponiamo v, < Vs cioé v, = sy con s i 1; allora v=(1+s)v

1
e la (13) si scrive
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{14) nwn v [1+S

e quindi, poiché

n-1 n-1 "~ n-1
min- b+ s 0 - (1+.9) " ] = 2-2 RN 0,
s>1
risulta ) n-1 . n
- ; - n-1
vV, AV, <|w 1 (2-2 ) ﬁm}
1 2 =l n

Abbiamo cosi dimostrato il seguente
Lemma,

Con le notazioni precedenti, si ha

(15) V, AV

. N
17Vy £ Cyem

E

dove C} = C1(n) dipende soltanto dalla dimensione ed N =

Vogliamo ora dimostrare c).

j1 sarad scelto in modo’ che la quantita

E.N(Q. - Q.
(16) !_J (J1 Ja )| V

— < T
J1 JO J1 JO

¥j
sia sufficientemente piccola, in un senso che preciseremo dopo.

Sia j > j1 fissato; costruiamo rj come 11 limite di due successio

ni fak}, {bk} , con ak+rj, b

k+rj e tali che
(17) lim f ¢p dH . = lim [ i . =0 .
k |x]|= 8, J -k lx|=bk
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Da (17) segue subito la tesi, cioé che [ ¢E dH = 0
' [x|=r. 7]

] -

J
Le successioni {ak},{bk} saranno costruite mediante un processo

iterativo, cominciando con
[]8) aO = jO > bO = j<]

Supposti dati a, e bk (k > 0), con j, < a, <b, < j], definiamo:

(19)
S EN
X |E (ak’kal

2.

. R - . .k
Ora, per ogni hk e (0, ~§5) ¢ possibile trovare tre punti ti

(i=1,2,3), tali che la traccia di E su |[x| = tt sia continua per

i=1,2,3 ed inoltre

r k
t1 € (ak,ak+hk)
e (a, + x - —EE a, + e + Eﬁ“)
(20) < 2 'k 2 27 7k 2 2
t_ e (bk - hk’bk)
&
Vi
(21) j ¢E.dHn—1 'S‘“B“}: (l=1,2,3]
|x|=tk
1
Poniamo ora
k k k
- e N
vi = IEOC 1y )
(22) _k A k
k+1 T MY,
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€ poniamo

k k k k
( (t1 5 tz) se V1 < v,
(23) [ak+1’bk+1) = e
(tz, t3) altrimenti

Queste sono le successioni richieste.

Poniamo
(24) = max [ ¢, dH
"k i=1,2,3 |x|= tI; E " n-1
Da (21) si ha che
Yk
—_— hk

I1 pbm & quindi quello di trovare un'opportuna successione
£

k
hk € (0, 3 ) tale che
(26) lim m, = 0;
k
scegliamo
Lo
27 h, =
k 9.4k

Si verifica immediatamente che Rk + 0 e quindi ﬂrje(jo,j13 ta

le che

Allo scopo di ottenere una buona stima per Vi (e quindi per mk)

usiamo il lemma a p.lS . Si ottiene




V.
V2 ey M 20y ()
N
VT Vo
m £ —/—— £ C -
1="h =1 hf h,
VNZ
vV < lI!N N+1 :
2 26 MYy NN
h, h,
) A 14N Vo
m, < h, = 1 N2 N
he hy h,
2 VN3
< C mN < CT+N+N °
Vs 2 ¢ My 2%y W NN
h, hi h,
VN:S
Vs 1+N+N ° )
m, < — < C , ¢, 4n generale:
5= hy= N> N2 N
he hy hoh,
k-1 ka
[+]
(28) n < C1+N+...N -
k < k k-1
Y N ARSI
1 M ' i
- k
[ y N
= ci?:1 " i < (coSt b )Nk
— - —i - [ ] N
1 E N 2.
] 1 .
1=0
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cioé
vV, Nk
my i_(cost._g:* )
v(]
Scegliendo in (16) j1 abbastanza grande in modo che sia cost £“<1

si ottiene il risultato desiderato.

Dimostniamo orna d).

Sia Ej minimo del pbm (8)-(9), sia rj come in c), sia

E. in Q - B
j T,
o ) J
Ej = @ in 2 - Rrj
E. UB in B
j 0

dove Bp ¢ una palla concentrica con B scelta in:smodo da preservare
j

il vincelo di volume, cioé

|IB - E.|] = |[E.N(Q-2_)] = v,
P. ] ] T, J
j j
Allora:
F(E)) = [ IDos |+ log -0 ldH . =
o, By agy By T mAd
j
=/ _ IDég | + [ IDég | + [ log -oplaH <
Qr —BO j Bp j agj j
i i J
n
<[ Ipeg L f IDep |+ = vow [ o -epl @ <
Qr._B J Bp J ] 39j j
i P ]
n
<[ Do | + = v. + [ |éx -¢.| dH <
Rr Ej pj j 59 Ej r n-1
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L "
£ J afl. ]
r. j
j
<[ Ipog | + Do |+ [ log -opldH ;< F(E)
Q j Q.- j CRUP
r, jor. j
j J
e quindi
F(E,) = F(E,)
i 3

Per concludere, supponiamo (a meno di passare ad una sottosucces-
sione) che Ej ~3 BO in L1(Q). Vediamo che E, & minimo del pbm
PV;

Cominciamo confrontando E, con insiemi limitati. Sia quindi Feev,
F limitato. Allora F e Ej per j grande, e quindi dalla s.c.i. di F

si ha

Y
F(E,D) < minlinm F(Ej) < F(F)
J

Sia ora F e EV arbitrario. Sostituiamo F con 1l'insieme

F in Qr(k) - B
Fk = ) in Q- Qr(k)
FUB in B
Pk
dove al solito Bp ¢ scelta in modo da preservare il vincolo di vo
k

lume e dove r(k) & un'opportuna successione divergente a + ». Poiché

Fk € ey ed & limitato, si ha
F(E,) < F(F))

I1 risultato segue notando che, per una opportuna scelta di r(k),



risulta
lim F(F,) = F(F)
K k

12 problema della negolaritd per minimi con vincolo di volume,

Naturalmente, sebbene la nostra definizione di area sia cosl genera
le da includere frontiere molto strane, ci aspettiamo che un insie-
me minimizzante l'area (con o senza vincolo di volume) abbia fron-

tiera regolare.

Nel 1960 E. De Giorgi [3] dimostrd 1l'analiticita ridotta O*E di
ogni insieme minimizzante l'area in un aperto c R" (n > 2), inol
tre, M. Miranda [12]ed H. Federer [5] ottennero delle stime molto

precise dell'insieme singolare; si ha che

Hs(aEniﬁE)-= 0 ¥s > n-8 .

Nel problema considerato da De Giorgi c'era soltanto un vincolo,
i.e., "un dato al bordo" T su 939, che la soluzione doveva prendere
in un senso opportuno. Vogliamo qui considerare il problema nuovo

che appare quando viene imposta una condizione di volume sulla solu

zione.
De findamo
(29) v (E,x,p) = [ iD¢E| -inf{f Do, F~Bp(x)=E-Bp(x)}

Bp(x) Bp(K)

x e, 0 <p<d (x,32).
I1 risultato classico di regolarita per frontiere minime risiede prin
cipalmente in due gatftdi:
1°) Una stima del tipo

Y(E,x,p) < cost.p"



2°) Un procedimento che conduce ad ottenere coni minimi a partire

da insiemi minimi facendo un "blow up" su punti frontiera.

Per gli insiemi di perimetro minimo si ha ovviamente
¢(E,X,p} =0

I seguenti risultati sono stati dimostrati da E? Gonzalez - U.Mas
gari- I. Tamanini in [8].

Per il pbm con volume fissato, la stima di ¥ si basa nel seguente

Teorema

Se E minimizza il perimetro con un vincolo di volume in @ , e se

|[EAQ| > 0, |Q-E|>0, allora esistono due sfere B,,B, cc @ con

d(BT,Q-E) > 8
(30) , § > 0.
d(Bz,E) > 6

Supposto vero il precedente teorema (alla cui dimostrazione accen

neremo in seguito), vediamo come da esso segue la

Proposizione

Sia E minimizzante il perimetro con vincolo di volume in una sfe

ra BR.con 0 <|EMB 1,B2 due sfere di raggio r con

tenute in B, verificanti (30) con @ = B,. Se inoltre x e-BRrWBE e

0 <p<pc< min{d(x,BBR),G,r}, allora

R| < IBR| e siano B

nw
n n

(31) w(E,X,p) i _"b;h_ p

Dimostrnazione.

Sia F wun insieme misurabile t.c.

F -8B (x) =E - B (x)
p Y
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e supponiamo che
[ENB (x)| > |FNB (x)|
P - Y

Possiamo allora muovere la sferetta piena B1, senza uscire da
BR - ﬁp(x), fino a che essa occupa una posizione B3 tale che

- = N - N
|B-E| |E Bp(x)l |F Bp(x)l

. - N _ .
Sia Fp (F BQ(XD u (E Bp(x))u B3 .

Poiché |Fp|= lE|] , si ha

(32) | IDog| + é Do < [ Do |+ [ Doy |

Bp(x) 3 Bp(x) P B3 o

Dalla (10) a p. ne segue

[ D, |+ [ Dy | = [ Dég| + f 6, odH _ +f (én-6)dH_ <
_ F F F B.-E n-1 E "E’ T n-1-
Bg(x) P B3 o) Bp(x) BBS 3 BB3
<l IDegl + [ IDogle Z [Bg-E| + [ (op -ep)aH . =
Bp(x) B3 aB3

= [ IDép| + [ Doyl +

!33-51
Bp(x) B3

Da questa e dalla (32) si ottiene

nw
[ Ipe ] < [ Ipe | + = |B.-E| < [  [Do;| + o™,
B () E B (x) Fror 03 B (x) F
cioé
nw
L |D¢E| = l |D¢FI < L pﬂ

Bp(x) Bp(x)
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ed il risultato segue dall'arbitrarieta di F.

La dimostrazione del teorema a pagina 22 si basa nel seguente

"lemma di densita':
Lemma

Sia Q wun ipercubo in R di 1ato 2 > 0, sia E un insieme di pe-

rimetro finito in Q tale che

0 < |[ENQ| < [Ql.
n2
Allora,¥ pe (0, —— ) e ¥VA > 0 esistono due sfere B , B con
n-1 . p] p2 -
tenute in Q, di raggi arbitrariamente piccoli, t.c.

01 _ 1
(33) ,
B -E| < A - of
p 2
2
Pimostrazione

Se x & un punto di densita zero per E (e quasi ogni punto in

Q-E ha densita zero ber E), abbiamo:

IENB (x)]
1im b= 0
w_ P
p=+0 n
cioé, ¥e> 0 Pe tale che
Ia n
|E Bp(x)l < Ew p ¥ p< p_

Questo prova la prima disug. in (33) per p < n. Prendendo punti
dove E ha densita 1, si dimostra in maniera analoga la seconda del-

le (33).

Supponiamo quindi p ¥ n. Per ogni k e N indichiamo



- 25 -

{Qik) , i=1,2,...,2}
la famiglia degli ipercubi aperti disgiunti uguali in cui possiamo di
videre Q.
Classifichiamo questi ipercubi ng) nel seguente modo:
n
A - (k) | N k) L
k- QT g S IETIQ T < Jkn €yt
PN NN ¢ )
3k = {Qi : |E Q; | < ek}
e - @™ ¢ Eng® > A )
k i ) i zkﬂ k™’

cioé, classifichiamo i cubi in tre categorie:

Ak : quelli né troppo vuoti né troppo pieni

Ek : quelli quasi vuoti

C quelli quasi pieni.

Xk .

L'idea & che non ci possono essere troppi cubi di tipo Ak per

ché essi danno molto contributo di perimetro. Quindi, asintoticamen-

te, facendo € 0- in modo opportuno, i cubi dovranno essere quasi

tutti di tipo Bk oppure Ck (il rapporto fra le quantita card Bk e

card Ck sard asintoticamente 19-E| )
QO E|

I1 fatto che gli ipercubi in Ak diano un cospicuo contributo di

perimetro & conseguenza di una disug. di Sobolev-Poincaré.(vedi E. Giu

sti [6]) da cui, per Qik) e Ak
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n-1
n

S e gy Dol
Qi

€ (c: costante)

e quindi il contributo di perimetro dovuto ai quadratini in Ak &

perlomeno di

_n-1
n
card.Ak Ek
c
Quindi
n-1
card A ¢ n
k 'k
c < [1Dog|
Q

e allora si ha una stima della cardinalita di Ak .
I1 risultato segue scegliendo opportunamente " La scelta

A - 2P

k © P (k+1)

usata in [8] (dove si possono vedere i conti dettagliati) funziona.
Diamo ona un'idea della dimostrazione del teorema a pagina L1 .

Dimostriamo l'esistenza della '"pallina vuota" B, (per B, si pro-

2
cede ragionando allo stesso modo sul complementare).

1

Partiamo dalla pallina Bp nel lemma a pagina14. Abbiamo
1

E NB < A D?

Py

dove A e p vengono scelti opportunamente in seguito.

Siano 0 < t1 <t, < t3 < pqs supponiamo (il che non toglie gene-

ralita) le tracce di E su 3Bt (i=1,2,3) continue e definiamo

1
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- n-1
3Bt.

1

(t,,t.) = B_ - B , (t,,t,) = B_ - B
1?72 t2 t1 2’73 tS t2
(t;,t) =B - ﬁt , v, = }Eficti,t.+1)i , i=1,2
3 1
Vo=V v,

Ragionando in modo analogo a quanto fatto nella dimostrazione del

lemma a pagina 15 , si dimostra che esiste una costante c, = cz(n)

tale che, se

- t ’
: 3 1.n
(34) v < wn( 5 )
allora
N n
(35) VAV, £ Com , dove N = ——

La richiesta (34) & qui necessaria perché per dimostrare (35) si so-

stituisce E con 1'insieéme F definito da

3

E in Q- (t1,t3

)

una sfera di misura v in (t],t3

e si sfrutta 1la minimalita di E.

Con un procedimento di tipo iterativo vogliamo ora dimostrare 1l'esi

stenza di t e (0,p1) tale che

(36) f dp dH . =0

-1
BBt
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I1 procedimento consiste nell'ottenere t come limite di due succes-
sioni aj+t, bj+t, con a, = 0, b, = CP dove

(37) lim  f dH = 1lim | ¢pdH_ . =0

-1
. J 9By
j j

Supposto costruiti aj’bj (j > 0) definiamo

L. =b. - a.
] ] J

V.
J

]

EN a.,b.. .
[ENGag,b

Se hj (o0, 23/3)’ allora possiamo scegliere tre punti ti (i=1,2,3)

tali che la traccia di E su 8Btj sia continua,
i
tj € (a.,a.+h.)
1 i’
. 24 h. Y h.
t; e (aj + Y2 - 32, ar Y2+ 372y

j
t- € (b, - h.,b.
3 j i’ 3)

e sia inoltre

9B 4
By
i
Posto vI = |E‘“‘(tj e ) | i=1,2 scegliamo
i i’ Ti+1 o
j j j J
(t1 s t2 ) se V] £V
(aj+1’ bj+1J - ) .
(t% , t%) altrimenti

In questo modo si definiscono le successioni {aj}’{bj}'

Ponendo ora _
"5 T ae®s [ % M
J
ti



si tratta di dimostrare che, con un'opportuna scelta di A,p el hj}
risulta

limm, = 0 .

J

Questo si fa procedendo in modo analogo a quanto fatto per il pas
so c) a pagina]c . La nuova difficolta risiede nel fatto che ad ogni
passo, nella successione di stime che si fanno, bisogna che sia veri
ficata la condizione (34), cioé, che sia
b.-a,

Vj < W ( 3

n

)

3
Le scelte opportune di {hj} A e p (vedi[}ﬁ], citato a p.lZ)

sSono
h, = —o—
J 4%t i
wN !
W
n 1 n
A = min { — s , }
2nEq+1) (g-1) Cq Cq
1
p=n( + 1)
Nq
dove €z = c3(n) € una costante e q & il pil piccolo intero positi-
vo tale che
N > n-1
nz
Si noti che p e (n, T ) !

In questo modo si ottiene la (36).

Dal fatto che f ¢p dH

=40, segue subito che |ErWBt]< lBtl'
3B
t

n-1

D'altra parte, Er‘Bt deve ovviamente essere una sfera. Basta quindi

prendere come B, una qualunque sfera contenuta in Bf che sia disgiun

2
ta con EﬁBt (in realta si pud vedere che EﬁBt =0 ).
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Proprietd qualifative-pen Le soluziond del pbm ax PLateau con vin

colo di volume.

I seguenti risultati sono stati dimostrati da E. Gonzalez, U.Mas-

sari, I. Tamanini in [9].

Sia o ¢ R"™ aperto limitato con 3q lipschitiziana, sia rcaq,
Ve (0,|n|). Sappiamo gia che il pbm di minimizzare il funzionale

(38) FE) = Jloogl + [log -oplan

aﬂ E ""1

nella classe

(39) ey = {(Eca: |E| = V}:

ha soluzione ed inoltre che la frontiera 9E di ogni soluzione & re
golare (nel senso detto precedentemente). Vale il seguente
Teorema

Sia E una soluzione del pbm (38)-(39), siano x

golari di @ MB3E. Allora

,X, due punti re
hd

1772

Du, (x.) Du, (x.)
(40) div (o )= div ( 22
/€+|Du1(x1)| '

<1 2
/4+|Du2(x2)t

dove ug,u, sono funzioni che descrivono 9E vicino ad X e x, Ti-

spettivamente.

In altre parole, la curvatura della frontiera di E deve essere

costante, anche se E pud essere non connesso.

Esempio,
2 = {(x,y) : y > 0}
r = [0,1] v [2,3]



Le diverse soluzioni del pbm (38) - (39) per diversi valori di V (a

partire da valori vicini a zero) sono nelle figure seguenti:

TN TN unicitd

m 7 /7/7/7 unicita

/i 1110 o
° A 2 3 V=m/4
m L/ /////5 due soluzioni

/
m m due soluzioni
0 1 2 B

N.B. ogni soluzione & data da calotte sferiche. Che queste siano le

soluzioni segue dalla proprietad isoperimetrica del cerchio.

Un altro risultato dimostrato in [9] & che se E non prende il dato

al bordo, allora 9E arriva a 3Q in modo tangenziale. Pill precisamente:
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Teorema.

Sia O e 3Q un punto regolare della frontiera di Q. Se 0 e T

allora esiste B (0) tale che 2E (B (0) & di classe ¢! (eventual

mente ).

Analogamente, se 0 e I' , allora B(Q—E)r]Bp(O) ¢ di classe C1.

Non ci possiamo aspettare né unicita di soluzione per il pbm
(38)-(39) né dipendenza continua della curvatura media Q7)3E.

volume V. Consideriamo il seguente

Esempdio.

Siano «Q, come in figura , Q ¢ Rg

r 2v

Le soluzioni, a mano a mano che V cresce, sono indicate nelle fi-

gure successive.



o
—
Ui—))
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A curvatura
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Problema di PLateau con volume f4issato e molitiplicatoni di Lagran-
ge.

I seguenti risultati sono stati presentati per la prima volta da
G. Congedo, E.Gonzalez in [2].

Nel seguito Q ¢ R" sar2 un aperto Limitato con 3Q lipschitizia
nae I'ec 30 . SeV, e (0,|Q|) possiamo considerare il pbm di mini-

mizzare

(41) F(E) = [ |D¢. | + | |¢p -¢.|dH

o E g BT n-1
nella classe
(42) ey = {E cf: |E|l =V, 1}

Sappiamo gia diverse cose rispetto a questo problema. Ci poniamo

ora la seguente questione:

Esiste una funzione g : [0,[R] ] » R '"regolari Z.c. il pbm (41)-(42)

sia equivalente a minimizzahre iL funzionale
(43) F (E) = F(E) + g(|E])
nella classe

(44) e ={EcQ} ?

La risposta naturalmente dipende da che richieste si fanno sulla

penalizzazione g. Ad esempio, se la funzione

k se* v = v, , k costante positiva grande
glv) =
0 se V =V,

¢ .ammessa, la risposta ¢ banalmente affermativa. Ma a noi interessa

considerare, per quanto possibile, penalizzazioni '"regolari'.
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Indicheremo con G la famiglia delle penalizzazioni ammissibili,

Su 6 facciamo le seguenti richieste:

GTJ ogni g € 6 & continua in [0,]Q| ]
GZ) VVoe (0,|] ) VM>0 ¥§>0 con

0 <V, -8< V, +8< |a]

esiste g e G tale che
glv) > g(Vv,) Vve [0,|o] ]
g(v) - g(Vo) i M Vv ¢ (Vo-fss Vo +6)

Ad esempio, la famiglia di tutte le parabole

(43) g, V) = Av-v,) 2, A>0, Vo e (0,]a])

» o

¢ una famiglia G ammissibile.

Primi nisultati.
Nel seguito considereremo sempre famiglie G verificanti 61) e Gz).

Dal teorema di compattezza, dalla limitatezza inferiore di g e G e

dalla s.c.i. del funzionale F,. si ha subito il seguente:

g

Teonema
Vg e ¢ ] Eg (in genere non unico) minimizzante il funzionale Fg.

Dimostriamo ora un facile risultato di densita:
Teorema
L'insieme

(44) v(G) = {|Eg| : g eG}

¢ denso in 0, o] ).
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Dimostrhazione.

Sia V, € (0,|q|), sia € > 0 t.c. 0 < vy=e<v, +e<|Q

Sia

Ft = {x e g: Xn < t}
Si ha F(Ft} < c(@) ¥t e R.
Sia g e G tale che
gv) - glvy) > c(g) ¥v g (vo-e, Vo*€)
Sia t e R t.c. ]Ftl = V,; supponiamo per assurdo che

V=B | ¢ (Vome , Vote)
Si avrebbe

Fg(Eg) - Fg(Ft) = F(Eg)-F(Ft)+g(v)~g(V0) >

>0 - c(p) +c(@) =0

contraddicendo la proprieta di minimo di Eg .

N.B.

Poiché ogni minimo Eg di Fg ¢ un minimo per il pbm di Plateau con

vincolo di volume, sappiamo gia che la frontiera di Eg ¢ regolare nel

senso visto in precedenza.

I1 precedente risultato di densitad non basta per assicurare una ri
sposta affermativa al nostro quesito. Consideriamo infatti la famiglia
. - . . . 2
G di parabole definita in (43) nel caso incui Q ¢R™ e T c 3Q

sono come indicato
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[ 2 = (0,1) x (0,1)

Dalla proprietd isoperimetrica della sfera segue facilmente che

ogni minimo Egk di ng sara necessariamente di uno dei due
:Vo :Vo '

tipi indicati in figura

<’ 7//

//////
A) Soluzione disconnessa B) Soluzione connessa.
dove, in entrambi i casi, ﬁf‘aeg & costituita da due archi di

A ”;VO
cerchio dello stesso raggio. Inoltre, per ogni (A,v,)e(0,+»)x(0,|2])
ci pud essere al pili un minimo di tipo A) ed al pili un minimo di tipo

B) per ng'v ]

Questo segue dalla stretta convessita di
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t — J1+t2

e quindi, del funzionale dell'area) e dalla stretta convessita di
EXove

-

Si vede inoltre facilmente che, nella situazione A) &

d(lunghezza)

>0,
d(misura 2-dimensionale)

mentre nella situazione B) &

d(lunghezza)

<0 .
d(misura 2-dimensionale)

H]

Poiché il minimo di g si trova in v = v,, dove g!
A?.\'lrl.O )\’vo

da questo ne segue che

(1) se Egk,vo ¢ del tipo A), allora lEg)\’VO < vo
mentre

11 se E ¢ del tipo B), allora E >V, .
(ii) 8 v ipo B) | & v, 1

. . 1 5 . <
Vediamo ora che & vakore v, = - non & madi assunto, cioé che

2
|ngn% | # % V>0 Vv, € (0,|Q])
1° Caso) v, < 1/2
Allora, se Egk,vo ¢ del tipo A), da i) segue che
Bg | <3
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Supponiamo quindi che 1'insieme E di tipo B) e misura 1/2 sia mini-

mo di ng\r . Ma allora si avrebbe poiché

s Vo

Fgl Y%

L

(B) = Fg,  (E%)

dove E* & 1'insieme di tipo A) e misura 1/2, che anche E* sarebbe un

minimo di Fg assurdo.

AV,

2° Caso) v, > 1/2.
Si ragiona allo stesso modo.

N.B.

Si noti che questo esempio funziona per ogni famiglia G di funzio

ni derivabili nel pto di minimo.

Penaldizzazilone con cond.

Consideriamo ora la famiglia G costituita da tutte le funzioni del
tipo

g, , V) = Alv-ve |, x> 0, ve(0,|e])
L]

y

Sia v, e (0,[|2]). Vogliamo ora dimostrare che, per A sufficiente

mente grande, se Eh € un minimo di

(45) By, (B) = F(B) + g,  (ED)

in €, allora |E, | = v, .

X
A questo scopo €1 serviamo di due lemmi:
Lemma

Sia Q un ipercubo aperto in R" di lato & > 0, sia E un insie-

me tale che



0<ac< |[ENQ] <b < [Q] = 2"

(46)

fIDg ] < ¢

Q
(a,b,c costanti).

n2

Allora, ¥p e (0, o1 ), VA > 0 esiste
(47) r = r(a,b,c,%,p,A)
e due sfere B1,B2 di raggio r contenute in Q@ t.c.
(48) ENB, | < AP ,|B,-E] < AP

Dimostrazdione.
Basta notare che nella dimostrazione del lemma a p. 74 tutte 1le
maggiorazioni fatte dipendono soltanto da &, |EMQ], f|D¢E},A ep.
Q
Lemma

Sia V, e (0,|Q]). Allora esistono A, = A,(v,) ed r, = r,(v,)

t.c., ¥x> 1,, indicato con Ek un minimo di FA v esistono due sfe
> o
v
re BA’ BA di raggio r, contenute in Q t.c.
N N3 3 n
= N = = T .
(49) |EA Bk' 0, lEA Bhl |Bll w To

Dimostrazione.,

Poiché 1im |E |= v,, presi- a,%,

A>+o0

A

esiste A tale che

"
(50) < |E,l <b VA > A

A

Da (50) segue subito che esiste £ > 0, ed esistono a,b, O<a<b<£n,

?
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tali che ¥A > A, esiste QA ipercubo aperto di lato % contenuto

in @ con
(51) a < IEAf“QAi <b VA > A,
Si scelgano A e p come nella dimostrazione del teorema a p. ’

ed applicando il precedente lemma, due sfere B, = B, (x,), B,=B,(x,)

di raggio r = r(a,b,c,2,p,A) contenute in QA e verificanti (48). Si
procede ora come nella dimostrazione del teorema a pagina ma par

tendo, nel processo ricorsivo, dai valori a, =7r/2, b, = r. Si ottie

ne cosi la tesi con r, = r/2.

Dimostriamo ora il

Teorema
Sia V, € (0,|2]), sia E;, minimo di F con
A A, vV,
. n
(52) A > max {A,, —}

(=]
dove A,,r, sono come nel lemma precedente. Allora

Dimosthazione.

) MY
Supp. iEA' < V,. Possiamo allora muovere la palla BA del lemma pre
ceden&e, rimanendo sempre ‘in Q, fino a raggiungere una nuova posizio

ne %l tale che

A
iEA] < |EA u BA| <V, .
Dalla (10) a pagina si ha
. N : R -
A,VO(EA UB) = {EA U BA) + k(vo~|El U Bl!) <
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| A

JID¢. | +f |o; -6 |dH__ +
E 50 E I 1

Q2 x A n
n v Y
+ ;;| B, - EA’+ My, - IEA u Bll) =
v v
n_ g E A|B. - E. |-
= F(E,) + rol B, - EA|+ A(vy, - | A|) -1 , - By l=
A%
n Y
_FA,VO(EA} + T, ~A) lBk - Ek|< FA,VO(EK)’
contraddicendo cosl la scelta di EA
Quindi |Ekli v, .
Analogamente si dimostra che EA|£ V, .
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