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41.- DEFIIHZIONE (Calcolo e::qua7.io:'ale)

Sia diciamo cbiusura deduttiva

(equazienale) di t il seguente insieme

t" C LV_eq-
definito induttivamente

o) t C t", v=\'€ l* V \"eV

t~
.~

l) t 1= t 2 E l t 2 ti E t-

2) , E

(t1···tk ).(ti· .. t k)E (TL(V))u ' 't'€L u •a ' t1=ti ... tk=tkE t

3) JJ.
a-(t1... t k ) - .,..(ti"."k) E t"

4)

"" E ABa (V,

(

~

• t

La definizione precedente può essere data in modo

equivalente ponendo una relazione r- di deducibilità

tal.e che

e E t" ( •

la cui descrizione in forma

t I- e

~remeBse 'l t
conclusioni e a se6~en e
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o) t I- e V\'t:' V

l) ( simmetria)

2)
t f- \ = t 2 t f- t 2= t}

t f- t 1= t}
(transi tività)

})
t r- t = t'

t f- <rt = <T't'
'f t • (T )2 u '

<r. 2 su,

(conGruità)

4)
t f- t = t' ••

'f';: E Ass (V,T 2 (V) )

(sostitutività)

42. - 'i''::;UiGI·..~

• •t è la Iùi.niclla con.;ruenza che include ~

per er.CJ.o!::orfisll:i di rl\~(";). (un endOJ;IOrfisnlQ di

e ciliusa

~ • 2-a1.,
è un l.lorfisr4ìo di A in 41 e una· cont.;rucnza e , ..

e cm.usa per

e,.òomorfismo f se x e y ~ fx ~ fy ) (R L T ... (xRy ,.,. xTy»)

Prova

.l'er definizione t"'" è Wla congruenza (cfr. def. 41) ed

è ir.oltre ci.liusa per endo!Jlorfism di T~(V) per la regola 4)

della oef. 41 essendo un en<.iomorfismo di tI' 2:(V) completa=

mente i~àividuato da un ~ € Asa (V,T~(V) ) cfr. teor.33).

:001tre 0b'111 conbTuenza chiusa per endon:orfisrll deve

verificare 0),1),2),3),4) della deL 41) quindi t llf è la

minima tra tu~te le conbruenze aiffatte.
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43.- TEOREhA

Se ~ è minimale allora À è iniziale in ~_alg(2:v_eq(A) )

(e quindi in ogni eç ~-alg(~V_eq(A) )

Prova
,

Se A e
(omettiamo gli

m.1nimale A
=

indici)

è generata dalle costanti quindi

con Pa prefissato , 1'0' Aas(V,A)

Sia \%'0 preflseato, "i"o (Ass(V,B) con

g verifica la condizione seguente

e poniamo g( [tl r ) = [t L~
o o

V t ,

ovvero

....) [tlD
po

= [t2 ]po ~> g( lt1Ìl
po

) = g( jt2 ]po)

[tl ] Po= [t2 ] 1'0 > ITt1]'f'0 = [t2]'f'0

Infatti poichè t 1 ,t2 non hanno variabili

Vp,AsS(V.A)

quindi

oioè essendo ~. ~-alg( ~V_eq(A) )

quindi

vale in definitiva * li )
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B. 3i verifica facilmente che g è
Da .. ) e

definita da

un morfiamo.

....)

A in
se6ue allora che

,
g e una funzione ben

Ino1tre g è unico perchè se vi fossero due morfismi

g , g' da A in B essendo A minimale A ~ T~/e per

una a opportuna allora lt.g([t] a) e lt.g·([t] a)
sarebbero due morfismi da T~ in B contro 111nizialità

di T=2: in 2:-alg.

44.- l'EORE!'.A

Una varietà ~,~ette sempre algebra iniziale (ed essa

è anche ~nimale) •

Prova

3iano t le equazioni che defii.1iscono la data varietà

e sia I = T ;-= =2: t"
ove si ponga

(cfr. de!. 41)

1) Y~striamo prima che I, 2:-aIg(t). cioè

Infatti per definizione di -~. si ha

cioè

ma questo implica (per induzione sui termini)
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v e'

Ovvero 'r /- t= t I = t 2=:L t*

.. i) Nostriamo ora ene esiste un morfismo

V lo. • :L-aIg(!) •

g: I -> A

Poniamo g [tJ li" = lt\o ove l'o è un qualsiasi,

ma fissato f'o€ Ass(V,A),
, ben definita poicilèg e

[tlf - [df ~ t I- t= t' ~ Ap t= t t ~

~ [t] = lt']
Po l'o

(cfr. più avanti Lemma 46)

t' semplice verificare che g è UI'l ICorfisr.io infatti:

go- T= g[cr]\i* = 10'\0= O' A

g('" 'r( t) )= g [eT" t]... = [eT" t]r = d Alt1 = Cf A( gt)
" o l'o

iii) J.1ostriamo infine cile da I VJ. è al più un unico

morfisr;IO in oe;:ni al tra algebra 11. di ~-alo{ r. )
Infatti T:E è iniziale in :E-aIg, quindi data

A e ~-alg( t) esiste un unico morfismo f da

J.O A, allora non <.lessano esistere due morI'isJ;.i

diversi h e hl òa I in ~ poichè ultrL..snti vi
-

sarebbero due civersi roor:Cismi hoTT " li 'o rr da

co::. tro 11 u;:,i C i tà di
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Diamo ora un
àel calcolo ~

teorema che stabilisce la completezza
• Premettiamo alcuni lemmi.

Siano :

45.- LEMJ.

•

Prova

TL(V)/t' F= t 1 = t 2

~

u
LIT t 1 ] "" ] t. Li t 2 ] "" 1t" V <!, AB.(V• TL (v) )

ij
[[t1 ] j] t = [[t2 ] j h. ove jv= v V v, V

D.

46.- LEL}iA

3ia A € 2:: -alg- allora:

• t r- e

:trova
3egue facilwente dalla definizione di ~
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Prova
t r- t 1 = t 2

U
tf-[tl]~ = [t2]~ 'f-r:. A5S(V.T2:('l) )

U
[[tln~ ]t*= l [t2 ]<: 1t*

JJ
Utl]~' - [ t 211 't:'

U
T2:(V)/t* 1= t 1= t 2

48.- LEMMA

Prova

< sebUe dal lemma precedente in base al quale

==9) segue dal fatto che per il lemma 45 se

T2:(V)/t*t= t 1= t 2 allora t f- t 1= t 2

e po1chè per ogni. A. 2:-alg( t) si ha A ~ t dal

lemma 46 Bi ottiene
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49.- TEOREhA (BIRKHOFF / di completezza)
•

[- alg ( t))o= e < ) t~ e

Prova

> dal 4" e l" Lemma

<== dal 3" e 4" Lemma

L'algebra T:E(V)/t4 dicesi algebra libera di generatori V

della varietà ~-alg(t) nel senso della seguente defini=

zione

Una ~-algebra L dicesi libera di generatori

G= (Gs I 5 < ::t» nella classe

V !! E. e data una faruglia

E C 2: -alg sse L < e
f= (fsl 5 < ::t» tale che

e

fa: Gs ~ A
s

esiste un unico morfiamo f: L~ A che estende f.=
Tale definizione è una generalizzazione della proprietà

prima stabilita per T2:(V) cfr. Def. 25.

51.- BSERCHIO

Siano L ed L I due algebre libere per e di

geberatori G e G' ave

L ed L' sono isomorfe
=

52.- ESERCIZIO

allora

Verificare che

zione precedente
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53.- OSSERVAZIONE

T~(V)/t* è un'algebra generica nella clasae

~-alg(t) nel senso specificato dal 4" Lemma prima sta=
bilitoj cioè in essa valgono tutte le equazioni di

E~e'i~-alg(t»).

T:E(V)/t* è però intrinsecamente generica nel

senso che le equazioni della varietà sono tutte e

sole quelle valide sU11a famiglia dei suoi generatori:

P ... 'rPt'Rn dIO]' tp.'1uiv~lp.nza P l?vi~f'nt.p. 1 p~r 1 ':'),)tro ~i ol"mer=.

':1 "hp. i n hasE' al teorema di completezza

ma

ove jv _ v 1f v E V.

54.- ES};Rct~IO

Verificare che dalla def. di al~eora libera se=

gue che

L libera < , ar = ae
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'f;E( V)

( L è ~~'algebra con G
=

e,., ee congruenze su

gue:

famiglia di generatori e

definite come se=

ti SI t 2 - ITtiTI j = Ut
2 ]/ ' f' Ass(V,G)

ti Se t 2 < ~ [ti1( [ t 2lp v A.e , r' Ass(V,A) ).
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