VII

VarlisTA

4l.- DEFINIZIONE (Cazlcolc eguazionale)

Sia Ei;.EEvFeq diciamo chiusura deduttiva

(equazienale) di E il seguente insiene

A C = Voeq

definito induttivamente

) EC B, vavep  Vovev
o »
1) ty=t, € t = t, =1t € E
- 4 " t.= t E"
2) tl= t2 , 1:2- 5 € == 1= ¥z €

r b [ —
r(tlilttkjl(ti--iti)e (TZ(v) :]u  J WEZH’BI tl_ti!ittk"t]::'s E-

3)1 {l

0 (tyee0ty) = 0" (tdenut)) € E

f -

T ¢ Ass (V, Tz(v) ) ti=t, € E
4) 4

x

eI, = [t, 1 ¢ E

La definizione precedente pud essere data in modo
equivalente ponendo una relazione |— di deducibiliti
tale che

ee B & El—e

. . : premesse i uen
la cui descrizione in forma S OnOlUSLOn] e la seguente
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0) E — e ¥eel. Yoe&, E+— vav VvelV

£ F—'tl= t2
1) e (simmetria)
E - t,= t,

(transitivita)

3) - ¥ te (Tz)u y O € zu’E
(congruita)
Epb— t =t

4) - - #:U € ass (V,Te(V) )
E— [tl.= [t'], 2.

(sostitutivitia)

42 =  PECRSha

” o . .
E e la winima congruenza che include € e cuniusa

per enuomorfismi di Te(V). (un endomorfismo di 4 € > -alg

.

e un norfismo di 4 in a4 e una congruenza © & cuiusa per

L3

Il

er.domorfismo f se x© y & fx o fy ) (R LT & (xRy = KT.?))

Prova

. e * .
rer definizione E” t una congruenza (cfr, def. 41) ed
e inolire chiusa per endomorfismi di Zzztv) per la regola 4)

della cef, 41 essendo un endomorfismo di Q:E(V) completa=
mente individuato da un T € Ass (V,T:E(v} ) efr. teor.33).

noltre ogni congruenza chiusa per endomorfismi deve
verificare 0),1),2),3),4) della def. 41) quindi ¢~ & 1la
minima tra tuite le congruenze siffatte,
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43, TEOREMA
Se A ® minimale allora A & iniziale in 2-alg(X '-eq(4) )

(e quindi in ogni C Z-alg(S V-eq(4) )

Prova
Se A e minimale A & generata dalle costanti quindi
(omettiamo gli indici)

*) A = llﬂ:‘tﬂpﬂlte‘l‘z}
con p. prefissato , p, € Ass(V,A)

Sia ‘¥, prefissato , ‘¥ e Ass(V,B) con

Be 2-algl Ev-eq(%))

e poniamo gl Et:ﬂPﬂ ) = ﬂt “‘E‘ ¥ t e T:E

g verifica la condizione seguente ¥ tl,t 3 TEE

% %) EtlD = [t, HFn => g( [;1 0,

ovvero ﬂ:tl]] Pﬂ= [[_1:2]!)0 = Etlﬂ"if’n = [t, 1w

1't2 non hanno variabili

ﬁtl.ﬂPct: [[tg}]fgﬂ = ]It]_-n ’0: ﬁt?_np ¥ P € Ass(V,A)

Infatti poiche t

quindi % ': ‘bl = tz

cioé essendo B e > -alg( Ev—eq{.izl) )

[les
|
ct

-
!
ct

AV

quindi I+ ]LP [t,] ¥

vale in definitiva % %)

36



Da %) e »%) segue allora che g & una funzione ben
definita da A in B , 3i verifica facilmente che g &

un morfismo.

Inoltre g unico perché se vi fossero due morfismi

n

its @~

g , &' da A in

essendo A minimale a TE{/B per

una © opportuna allora lt.g(ft] 9) e )t.g'(fﬁ] 9)

sarebbero due morfismi da T in B contro l'inizialita

di T in 2.~alg.
= Z &

Una varieta aumette sempre algebra iniziale (ed essa
b ' -
& anche minimale) .

Prova
31ano E le equazioni che definiscono la data varieta
e Sia 1 = E:E /%E;- ove ¥ tl’ tg € T:E S1 ponga
R
tl E t2 & & tlz t2 (cfr, def. 41)
i) Mostriamo prima che 1 e 2>-alglE ) , ciod

tl: t2 e § = ‘I.‘z/—g; = tl= ‘t2
Infatti per definizione di g* si ha
[t+1] o = [t,] o ¢ E ¥ € Ass(V,TE)

ciog [[tl]]e] T [E%’E-ﬂv] "

ma questo implica (per induzione sui termini)
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Ovvero ‘_gz,/ o = ty=t,

.i) Mostriamo ora che esiste un morfismo g: L — A
¥ Ae 2-alg(E) .
poniamo g [%) Fr = ftl ove p € un qualsiasi,
Po ©

ma fissato Po€ 4ss(V,A), & & ben definita poicud

[tlg =[tJg => Ert=t' = a4k t=t' =
= [t] = Eﬁ'ﬂ (cfr. pilt avanti Lemma 46)
PG Pu

E' semplice verificare cne & € un morfismo infatti:

T_ o _ A
go- *= glolg [a'lh o

iii) Mostriamo infine cne da I vi & 2l pil un unico
morfismo in ogni altra algebra a di E-—al,_:;( E)

b

infatti & iniziale in 2>=-alg, quindi data

T
=2

A € :E—alg(tl} esiste un unico morrfismo f da U

in A, ailora non »osSsono esistere due mMOrTisnd

diversi h e h' da I in A poiché altriienti vi

sarebbero due diversi morzismi holl = H'oIT da

——
——

IEE in A contro l'usicita di £ .
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Diamo ora un teorema che stabilisce la completezza
del calcolo f— , Premettiamo alcuni lemmi,

siano 1 EC SV-eq , ee SV-eq

3ia A € 2 =-alg allora :

= £ , Et—e = AR e

e

rrova
Segue faciluwente dalla definizione di b
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47-- LEI‘M
E— t,=t, == Tz(v)/tx = t,= %,

Prova
g — ty= 1,

E,}—-[[-[;l]]t = ][t2]]1:' ¥ e AES(V,TZ(W) )

U
[ﬂtlﬂt]gﬁ [[“’2 e ] E*

U

H.tl*-“ T." = “‘.t2l ' ¥ T.'. L ABE(V,T2(V)/£h)

U

Tz(v)/tﬂ- = 'tl= ‘t2

48-""" I.IEI‘IHH.
Is- (V) /gl £1= %, &= Z-alg(l) = t;= 1,
Prova

== secue dal lemma precedente in base al quale
thv)/’gﬂ- ¢ 2-alg(f)

== Segue dal fatto che per il lemma 45 se
T:E(V)f€3#= t,= t, allora E}— t,=t,

e poichd per ogni A € 2-alg(€) si ha AR € dal

lemma 46 si ottiene

A ty= 1,
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49.~  TEORENMA (BIRKHOFF / di completezza)

I-alg ()= e & EF— e

Prova

=3 dal 42 e 12 Lemma

&= dal 32 e 4¢ Lemma

Lt'algebra T:E(v)/t* dicesi algebra libera di generatori V

della varietd  >-alg(Z) nel senso della seguente defini=
zione

50, DEFINIZIONL

Una 2-algebra L dicesi libera di generatori

G= (Gsl s € O”) nella classe = C S-alg sse L ¢ C e

¥ A e data una famiglia f= (fsl 3 e ) tale che

s
esiste un unico morfismo f : L —> 4 che estende f.

f : Gs — AS

Tale definizione & une generalizzazione della proprieta
prima stabilita per EEE(V) cfr., Def. 25.

51l.~ L3ERCIZI1O

Siano L ed L' due algebre libere per € di

geberatori G e G' ove IGE] = ] Gé‘ ¥ s e allora

L ed L' sono isomorfe

e
-rerk

52.=- ESERCIZIO

Verificare che TEE(V)/Ew soddisfa la defini=
zione precedente
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53.= OSSERVAZIONE

TEE(V)/E* & un'algebra generica nella classe
2>-alg(E) nel senso specificato dal 42 Lemma prima sta=

bilito: cioe in essa valgono tutte le equazioni di

TV eqfS -a1g(E).

T:E(v)XEﬁ ¢ perd intrinsecamente generica nel

senso che le equazioni della varietd sono tutte e

sole quelle valide sulla famiglia dei suoli generatori:

ry

LI
'

ma. E p— 'i:l= 't2 & [‘tl] B *

- - -

t.o=t, <=>iltt i =’iizﬂ it oocon j'v o= svlgt Ry e V

' vierso dell'equivalenza & evidente , ner 1'alfreo si ossers

“ne in hase al teorema di completezza

E s t,= t, & [ - t,= t,

- |
1

Htlni}e*“ I+ n?]e*
{0

ty ] gx

Sl

[ty]) 5 = [+, ] 3¢

ave JVv = Vv ¥ v €V,

544~ ESERCTZIO

Verificare che dalla def. di algebra libera se=

gue che

L libera & 97 = Op
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(L

& un'algebra con G famiglia di generatori e

B)r, 6. congruenze su EEE(V) definite come se=

gue:

ty B/ t, & ﬁtlﬂ)r= ﬂtgﬂ), , 7 € Ass(V, )

tl BC t2 == [tlj]P: ﬁtgﬂP ¥ Aelf , f) € Ass(V,a)
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