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MDRFISMI E CONGRUENZE

Consideriamo le due algebre simili

A = (N", u )
=

ove v indica la concatenazione tra stringhe dì naturali
e " la concatenazione tra stringhe di booleani (T,F) •

Sia h: N ........ B"

e !l': N"'........ Bo-

tale che

se il verifica la seguente uguaglianza

h" (Cl: u 13) = h* (<x)v J!'{ 13)
Possiamo esprimere tale proprietà tramite il diagramma;

N1f' X Nit

[("h" l
B* x: B)f-

__U",--_+> N"

v---"-_> B"

nel seDso che partendo da

operando secondo il cammino

lo stesso risultato che si ottiene
lttxhlf ,v

commutativo

E N""N"(Cl. 13)
v ,h Bi ottiene

secondo 11 Cammino

dicendo che eSBO è
un elemento

Delle funzioni, tra domini corrispondenti di :E-alge=

bre, che commutano per ogni operatore il relativo diagrammA

costituiscono un morti amo

Esprimiamo tale nozione mediante grafi, sia data una
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segna tura quale

e due alGebre di tale segnatura, una "triangolarel1 e

l'altra "quadrata" :

tLYl morfismo tra l 'alcebra triani~ol.....re e quella qUàdrata è
W1a corrispondenza _.-.~'.... che manda 0(,'111 trianGolo !~el

corrisponciente quadrato e che per esempio riferita allo

operatore ~ verifica la set~ente corrispondenza

.u eviuente lettura

'.

--.---, .

~-

.. - " "". '.', ,- .

(i punti interni alle figure rappre~entano elementi)

13.- DEFI~.Itlvl.E

:3ia L ur.a segnatura di sorte t::P e A. B due

L-algebre, dicesi L-morfismo da A in B

h: A - •• B
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una famiglia di funzioni

tale che

i)

ii) Jf C7" :Eu. s • x'A"

ovvero 7f (j E. L h commuta il diagramma

erA
>

.,..B ,
Osserviamo che la
condizione ii) impo=
ne in particolare che
h (.,..A)=.,..B li' .,..,:E

5 •

~e Jf 5 ha è

l) iniettiva

2) surgettiva

3) biunivoc~

h

h

h

dicesi

"
"

monomorfismo

epimorfismo

isomorfisrno

(Omomorfismo è un~ variante terminologica ,di morfiamo)

14.- ESERCIZIO

Verificare che 1a composizione di

è un L: -morfismo.

~-morfi5mi

Sia una :E-algebra (di sorta ~) ed

R = (Rs I s ,d')

'ma famig1ia di relazioni tali che Rs è una relazione di
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eqw.valenza su Aa per ogni a < ";j' •

Se x.T < "u in'tendiamo con

Se tutte le operasio~ di A applicate ad elementi equiv~~

lenti producono elementi equivalenti, come esempli~icato

dal seguente ttiagramma ,,

>

allora R dicesi una COngrueDBa su ! come precisato dalla
seguente

15.- DJlll'INlZlOIIE

R= (Ral a < d') è una ::E-co!!Q!!e,n,,,!, su A se

se 'f cr c ~U,8

16.- BS1lJlPIO

Hellla1eeèra L del1 l esempio 1, la seguente

relazi ODe R è una congruenza

a) et Rs"triLlg P C ) « è pertIUtazione di f
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bl x R"at Y ~ x e y dividono gli stessi nume=

ri primi

c) Vp,4 ''hoo1 - p = q

1 C~ domini sono gli insiemi quozienti

Dato un insieme e una relazione di equivalenza su di

esso l'insieme quoziente modulo tale relazione è ottenuto
considerando come elementi le classi di equivalenza della

relazione.

Una congruenza permette di estendere la stessa costru=
zione anche per le algebre come specificato dalla seguente

17.- ilEFINIZIONE

Data una :E-congruenza R su una :E-algebra A
=

dicesi algebra quoz2ente di A modulo R l J algebra seguente
=

As/R e indicando
a

con [x]R la classe di equivalenza di x rispetto R

Tale definizione è ben posta polchè essendo R una congruen=
za su A

cioè la definizione delle operazioni di 41 R non dipende

dai particolari rappresentanti delle classi di equivalenza
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La nozione di morfismo e oongruenza sono intimamente
oonnesse oome specificato dal seguente

18.- TEORE~lA (fondal.<entale del morfismo)

Sia b:!; _. B un morfismo

allora sulla famiglia

è definibile una ~-sottoalgebradi B
=

ii) Se

allora Eh è una oongruenza su A

iii) Se e

e che

allora esiste un unico monomorfismo g che rende
commutativo il seguente diagramma

Prova

•
i) Bisogna provare cbe la famiglia b(A) è chiusa rispet=

to alle operazioni di ~. Osserviamo che

h(A)s = h(As )

h(A)u= h,,(Au) = h
Sl

(ASl) " •••••
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rimane quindi da provare che

y < , y E B
u

ma y • ~(A,,) - y= Il"x e x < A"

quindi

Jvvero

ii) x <h Y =-9 llx = hy

(per def.)

Per semplicità sono
stati omessi indici
ad h e ad (h

Lii) Basta d~;inire

_ O- B(IlX) = O- B(hy)

{j. (h morfismo)

h(o-Ax ) = h(O-Ay)

V (per def.)

o-Ax <h o-Ay

H) g (x]e = hx
h

g è un morfismo infatti:

g è unico poichè ogni altro morfismo che commuta il
diagramma deve soddisfare #)

g è iniettivo poichè

g (xlc = g[y]C '* hx = hy - x Eh Y - [xk =(YJe
h h h h
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