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MORFISMI E CONGRUENZE

Consideriamo le due algebre simili

= (N%, )

e

B = (B%,v)

ove v indica la concatenazione tra stringhe di naturali
e v la concatenazione tra stringhe di booleani (T,F) .

Sia h: N —>» B*
e H: N*— B*

tale che
B (ny0,0..n,) = h(n,)vh(n,)v... hin,)

se QX , ,6 e N* H verifica la seguente uguaglianza

B (« vB) =10 (a)v 8l B)

Possiamo esprimere tale proprietd tramite il diagramme:

N x N¥ 2 N*
hK'xh 1 l h*
B* x B* ~ B*

dicendo che esso & commutativo nel senso che partendo da
un elemento (o, /B) € erH" operando secondo il cammino

v ,h sl ottiene 10 stesso risultato che si ottiene
secondo il cammino oy % ¥ ’

Delle funzioni, tra domini corrispondenti di 2 -alge=
bre, che commutanc per ogni operatore il relativo diagramma
costituiscono un morfismo

Esprimiamo tale nozione mediante grafi, sia data una
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segnatura quale

r /'\
& O
e due al;zebre di tale segnatura, una "triangolare™ e
1'altra "quadrata" :

& o

[f.

un morfigmo tra l'alzebra triangolire e quella quadrata &

una corrispondenza —-—---» Cche manda ogni triung;olo nel
corrisponcente quadrato e che per esempio riferita allo
operatcocre Oamgffﬂ verifica la seiuente corrispondenza

il evidcente lettura

o

(i punti interni alle figure rappresentanc elementi)

L5e= DRl I1olUldl

5ia 2 ura segnatura di sorte °oF e
Efaalgebre, dicesi 2 —morfismo da A 1in

e IIEG'
{]ss

L

o

)

h: é —

Jid



una famiglia di funzioni

h={h5}sij’)
tale che

i) ho: A, —> By
ii) h(crﬂx) =r.:r'B( X ) ¥ oe 2 X€
S hu U, 8 ﬂu

ovvero ¥ 0ce¢2 h commuta il diagramma

A
o
) > Ag
. 1 h Osserviamo che la
u H,B S condizione ii) impo=
Bu g Bs ne in particolare che
115(5-"9‘}: P ¥ o3
Se ¥ s hs e
1) diniettiva h dicesi monomorfismo
2) surgettiva h " epimorfismo
3) Dbiunivoca h " isomorfismo

(Omomorfismo & unz variante terminologica di morfismo)

14.~ BSERCIZ1O

Verificare che la composizione di 2 -morfismi
& un 2 -morfismo.

Sia A una :E-algebra (di sorta & ) ed

R = (RS[ s e S )

ana famiglia di relazioni tali che Rg ¢ una relazione di



equivalenza su A_ per ogni s ¢ < .
S5e X,y € A, intendiamo con
x Ru y
x-R y e R Yy sevee Y
178,71 ) 8," 2 xkﬂsk K

Se tutte le operazioni di A applicate ad elementli equiva=
lenti producono elementi equivalenti, come esemplificato

dal seguente diagramma
-

allora R dicesi una congruenza su A cume'precisatn dalla
seguente

15.=~  DEFINIZIOKE

R= (Rﬂlﬂ €-) ® una 2.-congruenza su A se

se ¥ o ezu'B

xRu:f = ﬂ"A‘xREG"Ay

16.- ESEBHPIO

Hell'gl.ecra L dell’esempuic 1, la seguente
relazione R € una congruenza

a) a R /8 > « & permutazione di F

stricg



b) x Rnat Yy & x e y dividono gli stessi nume=
ri prini

¢c) Vp,y L <o P =g

bool

Dato un insieme e una relazione di equivalenza su 4di
esso l'insieme quoziente modulo tale relazione & ottenuto
considerando come elementi le classi di equivalenza della

relazione.,
Una congruenza permette di estendere la stessa costru=

zione anche per le algebre come specificato dalla seguente

17.~  DEFINIZIOKE

Data una :E—congruenza R su una :E-algebra A

——

dicesi algebra quoziente di A module R l'algebra seguente

-y
——

A/
=/R=((‘&5’{R‘E‘Edg)r (O"’ R|¢EZ))
S

i cui domini sono gli insiemi quozienti AE/R e indicando
S

con [}QR_ la classe di equivalenza di x rispetto R

o Ve (&g ) = ["'Ax]ﬂ

Tale definizione & ben posta poiche essendo R una congruen=
za su é

X,y € Au = X ‘?.u y = ﬂ"ﬁx RE D"A y = I:G'AK]R=[O"A}I]R

cioé la definizione delle operazioni di é/R non dipende
dai particolari rappresentanti delle classi di equivalenza

18



La nozione di morfismo e congruenza sono intimamente
connesse come specificato dal seguente

18.- TEOREMA (fondarnentale del morfismo)

Sia h: A —> B un morfismo

i) Se h_(4)) = [hﬂx e B,| xe AE}

allora sulla famiglia

h(4) = (By(a,) s ¢ )

® definibile una 2 -sottoalgebra di

B
ii) Se xehyw h x = hy ¥s e X,y e Ag
allora €y ¢ una congruenza su A
iii) Se  TTy: A—>4fg, e Thx-= Eﬂ]gh

allora esiste un unico monomorfismo

& c¢he rende
commuitativo il seguente diagramma

Prova

i) Bisogna provare che la famiglia h(A) ® chiusa rispet=

to alle operazioni di B . Osserviamo che

ﬁ(A)a = E(AE)

h(A)y= By(ay) = By (45 ) xeeee. B

e cCche

1S



rimane quindi da provare che

» B

yf.hu(;ﬂ.u) = O yehs{AS) JFu*eEu’S,yeBu

ma y € ﬁu(Au) => y=hx e xe€A

quindi G“B}r = o-'B(hux) = hE(crAx)
B FY
IVVero oy € nS(AE)

ii) X €, Y => hx = hy =» U'B(nx) = t:r‘B(hy)

(per def,) ‘U-(h morfismo)
A s
Per semplicita sono h(o"®x) = h(U'A?)
stati omessi indici U- (PET def.)
ad h e ad E_h g‘ﬁx E'il g'%y

tii) Bagta delinire
#) 24 [XJeh = hx

g € un morfismo infatti:

Ase

glo- B [x]Eh )= g[*:r*"*x:]eﬂ-"= n(o-%x) = o B(nx) =

= ﬂ""B(g [I]Eh )

g & unico poiche ogni altro morfismo che commuta il
diagramma deve soddisfare #)

g ¢ iniettivo poichd

g|xX = gy =»> Bx =hy = xE y = [Xjg =
[xJe, = elvle, h [xJe =Wle
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