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INTRODUZTIONE

Questo articolo & una versione notevolmente estesa e accre-
sciuta di un ciclo di conferenze tenute dal Prof. Manuel
Valdivia dell'Universita di Valencia, presso il Seminario
di Analisi dell'Universita di Lecce nell'aprile 1985.

[T lavoro €& stato concepito in modo da essere accessibile
anche ai non specialisti: a tal fine la prima parte e stata
dedicata ad wuna panoramica su quegli argomenti della teoria
degli spazi localmente convessi necessari per la lettura

delle altre due.

La seconda parte e una introduzione alla teoria di Ptak,
e, come tale, ha 1'obiettivo di mettere in luce i Tlegami
essenziali tra teoremi di grafico chiusoc e la teoria generale
della dualita.

Nell'ultima parte ci siamo limitati ad esporre rappresenta-

zioni degli spazi funzionali pil classici (di funzioni continue,

funzioni test, distribuzioni) omettendo importanti generalizza
zioni, dovute allo stesso Valdivia e a D.Vogt, al caso di
spazi di funzioni definite su varieta, o a valori vettoriali,

e spazi di Beurling, di Sobolev, di Hormander.

Infine desideriamo ringraziare i Proff. M.Valdivia per
la sua disponibilita, V.B.Moscatelli per averci proposto
questo lavoro e sequito nel suo svolgimento, M.A.Simdes e
C.Sempi per i loro utili suggerimenti.

G. Metafune

D. Pallara



1. RICHIAMI DELLA TEORIA GLI SPAZI LOCALMENTE CONVESSI.

Per comodita di lettura raccogliamo alcuni argomenti ben
noti della teoria degli slc in modo da fissare la notazione.
Per trattazioni esaurienti e per le dimostrazioni rimandiamo

ai trattati classici citati in bibliografia.

§1. Richiami di teoria della dualita.

Sia <E,F> una coppia duale di spazi vettoriali: indicheremo
con o(E,F) la topologia indotta su E dalla topologia prodotto
in KF. Ricordiamo che o(E,F) & la topologia localmente conves

sa pilu debole su E per cui F & i1 suo duale topologico.

Se U & un sottoinsieme di E indicheremo con U° (i1 polare

di U) i1 sottoinsieme di F cosi definito:
U% ={y e F : |<x,y>] < 1 ¥xeU}

Ricordiamo che TR assolutamente convesso e debolmente

chiuso e che se U2 a sua volta assolutamente convesso e debol-

mente chiuso allora U%° = (UO)0 = .

n

Se E & slc,c'e una dualita naturale <E,E'>, dove E' &
i1l duale topologico di E. Notiamo che se 1la topologia su
E & Ta piu forte topologia localmente convessa, cioé quella
i cui intorni sono tutti gli insiemi assolutamente convessi

e assorbenti (la indicheremo con.¥) allora E'=E*,

Un insieme H ¢ E' si dice equicontinuo se e contenuto

nel polare di un 1intorno.
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Sara utile nel seguito i1 seguente classico

Teorema 1.1. (Alaoglu-Bourbaki).

~

Se U & intorno in E slic, allora u° c E* & o(E',E) compatto

Descriviamo wuna tecnica wusuale per definire differenti
topologie su E ed F, una volta che siano state introdotte
le topologie deboli. Si dice bornologia su E (relativa alla
dualita <E,F>) una famiglia @® di sottoinsiemi o(E,F)-limitati

tali che:

(i) B,,B

’ e = ]JBe@: B, UB, cB;

2 1

(ii) Be® peXK = ]CeB® : 0B c C;

(iii) span{ U B} & o(E,F) denso in E.
Be®

Data una bornologia 8 su E, si definisce una topologia
@h localmente convessa su F prendendo come intorni in F i
polari degli elementi di @®. Osserviamo esplicitamente che
tale topologia & quella della convergenza uniforme sugli

elementi di @.

Esempi. Sia E slc e consideriamo la dualita <E,E'>.

1. Se 6 e la famiglia di tutti i sottoinsiemi finiti

di E', Eé coincide con o(E,E').

2. Se 8 & la famiglia degli insiemi precompatti di E
(o compatti) Eé ¢ la topologia su E' della convergenza uniforme

sui precompatti (compatti) di E e sara denotata con 5 (E',E)
pc



(6, (E',E)).

3. Se 8 & la famiglia degli insiemi assolutamente convessi
e o(E',E)-compatti in E', a7 sara denotata con w(E,E') (topo-
logia di Mackey su E) ed & la topologia localmente convessa

piu forte per cui i1 duale topologico di E & E'.

4. Se @ & la famiglia di tutti gli insiemi o(E',E)-
Timitati di E', EB e Ta topologia forte su E e sara indicata

B(E,E').

E' ovvio che negli esempi precedenti si possono scambiare

E ed E'.

Non & difficile convincersi che 1la topologia debole si
conserva passando ai sottospazi ed ai quozienti, e che 1la
topologia di Mackey si conserva passando ai quozienti. Invece
la topologia u non si conserva in generale per restrizione
ai sottospazi; infine, la topologia forte 1in generale non
si mantiene né per passaggio ai quozienti né per passaggio

a sottospazi.

Dualita di operatori.

Sia T un operatore debolmente continuo fra due slc E ed
F. Si definisce 1'operatore aggiunto T':F' » E' tramite 1'equa-

Zione

<x,T'y"'>=<Tx,y'> V¥xeE, Vy'eF'.



T' risulta debolmente continuo e valgono le seguenti rela-
zioni:
Ker T' = [T(E)]0
Ker T = [T'(F*)]° ,
da cui si deduce, per esempio, che T' & 1-1 se e solo se
T(E) & denso in F. Nel seguito useremo il segquente
Teorema 1.2 del rango chiuso.

Se E ed F sono spazi di Fréchet e T:E»> F & continuo, sono

equivalenti:

(i) T(E) & chiuso in F

(ii) T*(F') & o(E',E) chiuso in E'.

In generale questo teorema non vale in slc. E' ‘invece
generale i1 seguente

Teorema 1.3 di omomorfismo debole.

E,F slc, T : E » F ;

T'(F') & o(E',E) chiuso se e solo se T & omomorfismo debole.

E' interessante anche sapere quando un operatore T:E ~+ F
debolmente continuo resta continuo rafforzando le topologie

di E e di F.

Se B e € sono bornologie in E' ed F' si ha che T @&
E[¢g]-F[@p] continuo se e solo se T'(€) ¢ B, come si verifica

con un calcolo standard per polarita (cf. per esempio il



Lemma 2.9). In particolare se T & debolmente continuo, @&

anche fortemente continuo e Mackey continuo.

Da ci0 si deduce la seguente

Proposizione 1.4

Se T : E =~ F & omomorfismo debole e T(E) = F allora &

anche omomorfismo per le topologie di Mackey.

§2. Limiti induttivi di slc.

Ci limiteremo a ricordare i fatti essenziali della teoria

dei limiti induttivi stretti di slc.

¥n

]

Sia £ [@,] una successione di slc tali che E, g E .,
e che la topologia Gpeq ristretta ad E coincida con g .
Posto E = U En, E & ovviamente uno spazio vettoriale; definiamo

n
una topologia & (localmente convessa) su E come segue:

U ¢ E assolutamente convesso & intorno in & se e solo

se U ﬂEn e intorno in En per ogni n.

Notiamo che ¢ e la topologia localmente convessa piu fine
su E per cui tutte le inclusioni jn:En+ E risultano continue.
Si verifica facilmente che un operafore T definito su E e
#-continuo se e solo se Tej € continuo su E, per ogni n.
Lo spazio E[&] si dice limite induttivo stretto degli slc
En, e la successione En si dice una successione di definizione

di E. Si pud provare che la topologia indotta da E su ogni

En coincide con ¢, © che se ogni En @ chiuso in En+1 (e.g.



se ogni E @ completo) allora un insieme B ¢ E & limitato
se e solo se esiste nelN tale che B ¢ En ed & ivi limitato;

inoltre se ogni En e completo anche £ & completo.

Se tutti gli En sono spazi di Fréchet allora E si dice
spazio (LF)-stretto. Osserviamo che ogni spazio (LF)-stretto
E & di prima categoria; infatti E = UEn’ e se fosse di seconda

n

categoria uno degli En - sia En - conterrebbe un aperto,
0

e quindi sarebbe £ = En , contro 1'ipotesi che la successione
0

E, sia stret-amente crescente. Ne segue che E non e metrizzabi

le.

Per esempio, lo spazio Z(gn) & limite induttivo stretto
degli spazi di Fréchet QWKj), dove Kj 2 una successione stret-

tamente crescente di compatti invadenti £ .

§3. Prodotti e somme dirette.

Sia (E, [ &4 ) qep una famiglia di slc; indicheremo con

agAEﬂ lo spazio (localmente convesso) prodotto topologice
degli
g Ea
Indicheremo con 6 Ea (somma diretta degli Ea) il sottospa
aeh
zio lineare di M E, degli x = (xq) tali che xyg # 0 per un
Q

numero finito di indici. Su & Ea si pud considerare la topolo-
a
gia indotta da HEa , ma piu frequentemente esso si dota
a

della topologia localmente convessa v} Ty la pild fine per
a



cui ogni iniezione canonica j,: E

Q> g Eae continua.

Tale topologia & piu fine della topologia prodotto e si

chiama topologia somma diretta.

Questa €& la topologia che useremo tacitamente nel sequito.

Osserviamo che una base d'intorni per 8z, in E=BE e
a a

data dalla famiglia {EUGB}B , dove {U }B percorre una base

af
d'intorni in EG ; ne segue che 1la topologia indotta da 85&
a

su Ea coincide con Eh

Se A =N e En = £ per ogni n useremo le seguenti notazioni:

N _ 1
E nemEn
(N) _ @
E = ndWEn .

Osserviamo che se A e finito ailora IE, coincide algebrica
mente e topologicamente con ®Ey; percido in tal caso, useremo
a

indistintamente i due simboli. In particolare E2 = ExE=EBE.

Notiamo anche che un operatore T:F * ¥ Ea (F slc) & continuo

se e solo se pﬂoT : Fa-Eué continua Va,pa essendo la proiezio

ne canonica su E

Qs analogamente T:8 E, > F e continua se e
a

solo se T oja: Ea+ F e continuo ¥a.

Mostriamo come sono fatti gli idinsiemi 1limitati 1in E=8 Ea;
a
sia B ¢ E Timitato e supponiamo che esistano infiniti indici

(basta considerare i1 caso numerabile) per cui Bn=qn(B)#{0}
(qn proiezione di E su E“n); se allora D#xneBn, esiste Un

. . 1 .
intorno in Ean tale che Fxnéun’ ne segue che (x
¢ assorbito dall'intorno rnU

n)n c B non

0o contro 1'ipotesi che B sia



Timitato. Pertanto gli insiemi Tlimitati di E sono contenuti

n
in insiemi del tipo @ Ba_’ 80‘ limitato in Ea

i=1 i i i

Dualita tra prodotti e somme dirette.

Sono facili da vedere gli isomorfismi algebrici tra (gEa)'

e @ Ey ., e tra (@ ' e IEg

E' interessante vedere quando tali isomorfismi sono topolo-
gici. Sia (B4) bornologia su Ey; e siano 8 = I8, e B'=§ B
rispettivamente, 1le bornologie prodotto su TEy , e somma

o

su 6 Ea’ i cui elementi sono del tipo:
4]

@ > B =1By,, B €8 ,
@ o
n
B'»B' = .8

Si verifica con un calcolo per polarita che la topologia
bg su @ E & la topologia somma diretta & ¢ e analogamente
a @ a« Bgy

che EGI su gE
6@

Tenendo conto dei legami tra le famiglie di insiemi limitati,

& coincide con la topologia prodotto delle

debolmente compatti e finiti 1in %@], gEa e nei singoli

Easi deducono Te seguenti eguaglianze:

B( TE, . 8E ) = gB(Ec; , EQ)
u(g.%', gEa) = T (E& ’Ea)
ol JEy % E,) = Jo(E, ,E, )



8(9 €', JE )

Qo

1]
=3
w
——
m

~
M
e

b8 By, TEy) = 8 u(Ey LEq)

E' da notare che 1'uguaglianza

=0 o(E, , E)

a

vale se e solo se A & finito; infatti altrimenti il prodotto
delle bornologie degli insiemi finiti non & 1la bornologia

degli insiemi finiti sul prodotto.

§4. Prodotti tensoriali

Nozione algebrica.

La nozione algebrica di prodotto tensoriale tra spazi
vettoriali & stata introdotta per studiare applicazioni bilinea
ri: infatti ogni applicazione bilineare sul prodotto di due
spazi vettoriali si pud leggere come applicazione lineare

sul loro prodotto tensoriale.

IT primo esempio di applicazione dei prodotti tensoriali
nello studio di problemi di analisi funzionale & dovuto a
Schatten [27] che introduce i1 prodotto tensoriale di due

spazi di Hilbert.

Lo studio sistematico di "buone topologie" sul prodotto
tensoriale di slc & intrapreso, perd, solo nel 1955 con 1la
fondamentale tesi di Grothentieck [9] nella quale & messa
in luce 1'importanza dei prodotti tensoriali praticamente

in tutti 1 campi dell'analisi funzionale.
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Siano E,F spazi vettoriali: denotiamo con B(E,F) 1o spazio

delle forme bilineari definite su ExF e con B*(E,F) il suo

duale algebrico. Consideriamo 1'applicazione bilineare:
R : E x F =~ B*(E,F)
cos1 definita:

B(x,y)(b) = bix,y) ¥beB(E,F)

Posto xQy = R(x,y), denoteremo con ERF 1'inviluppo lineare
del1' immagine dell'applicazione 8 in B*(E,F). Notiamo che

se (e.) sono basi di Hamel per E ed F rispettiva-

ilier © (fj)

mente, allora (ei f fj)(i,j)elxd ¢ base di Hamel per ERF.

Jjed

Inoltre valgono le seguenti relazioni:

ERBF ~F @E

E 8 (FEG) ~ (ERF)RG

E @ (FxG) ~ (E®F) x (ERG)
F @K~ E

dove ~ denota isomorfismo algebrico.

— —

Sia ora TelL(ERQF,G); poniamo T = ToB®; TeB(E,F;G) (spazio
delle funzioni bilineari da ExF in G). L'applicazione T*»?

e lineare e bigettiva, e l'inversa ?“ T & data da:

G1i spazi L(E®F,G) e B(E,F;G) sono allora algebricamente

isomorfi.



In particolare, se G=K si ha (EQF)* = B(E,F).
Consideriamo ora 1'applicazione
Xx: EX 8 F ~ L(E,F)

cosi definita:

e
——
=)
>
—%
o)
e
>
I
Hnm~m3

X <x,x§>y1;
1 i=1
€ssa induce un isomorfismo algebrico tra E*RQF e il sottospazio

degli operatori di rango finito in L(E,F).

Definiamo infine il prodotto tensoriale di due applicazioni:

se T,I € L(E1,F1), TzeL(EZ,Fz) sia

cosi definita:
(T, @ T,)(x 8 y) = (T,x) 8 (T,y)

estesa per linearita a tutto E1@E2; evidentemente TqﬁTzeL(E1@EZ,

F1&F2) ed ¢ i1 prodotto tensoriale di T, e T

1 2"

Prodotto tensoriale proiettivo di slc.

Siano ora £ ed F slc; denotiamo con E8_F (prodotto tensoria
le proiettivo di E ed F) i1 prodotto tensoriale ERfF munito
della topologia localmente convessa pid fine per cui 1'applica

zione @ & continua. Se U & intorno in E e V @ intorno in



F, posto URBV=R(UxV), proviamo che 1la famiglia ¥ = {T(UQV)]},
al variare di U e V in due basi d'intorni in E ed F rispettiva

mente, & base d'intorni in E @ﬂF.

n
W = T(URYV) & assorbente; infatti, sia zeEQF, z= 7§ xiﬁyj;
i=1
poiché U e V sono assorbenti, esistono Ai’“i>0 tali che

X ekiU, Y €y, ¥i=1,...,n;
ne segue

n X Y; n
(*) z = I xuw (5=) 8 (—) e ( Zx.n )W

E' chiaro inoltre che w & base di filtro, poiché F(U3@V1)ﬂ
ﬂF(UZQVZ) > F((U1HU2)@(V1HV2)) e quindi definisce una topologia
su ERF; per come e& definita essa e evidentemente 1la pil
fine per cui 8 & continua, e quindi & la topologia proiettiva

su E@F.

Osserviamo che se E ed F sono metrizzabili allora anche
E@ﬂF e metrizzabile perché prendendo basi d'intorni numerabi-

11 in E ed F # risulta anch'essa numerabile.
Con un rapido calcolo si verifica la sequente relazione

fra i funzionali di Minkowski associati a U,V e W=T(URV):

. n
pylz) = inf{if1pU(xi)pV(yi)} ,

n
dove 1'inf & su tutte 1le rappresentazioni di z= 2



Ne seque subito che se E,F sono spazi normati allora anche

E@”F ¢ spazio normato con norma
n

Izl = inf{ 2 Ix. 0 ly 1)
i=1

L'isomorfismo algebrico tra L(E®F,G) e B(E,F;G) ristretto

a ,%TEEHF,G) e un isomorfismo algebrico su #A(E,F;G). Infatti

T = Tof® e continua su ExF per composizione; viceversa, se
n n

b e A(E,F;G) e T & definita da T( I Xi@yi) = I b(xi,yi)
i=1 i=1

allora ?=b, e T e continua su E®;F; per provarlo, sia W intorno
(assolutamente convesso) in G: esistono U,V idintorni 1in E
ed F tali che b(UxV) ¢ W; per come & definito T ne segue
T(T(UAY)) c¢ W, cioé la continuita di T. In particolare, se

G=K si ottiene (EQHF)‘ ~ A(E,F) algebricamente.

In generale, E8;F non & completo anche se E ed F lo sono;

EﬂﬂF denotera i1 suo completamento.

Prodotto tensoriale iniettivo di slc.
Siano E,F slc; consideriamo 1'applicazione:

x: ER®F~ZL(EL ,F)

n n
x{ Z X 8 yi)(x') = <Xiax'>yy ¥x'ebE';

essa e isomorfismo algebrico sul sottospazio gF(Eé JF)  di

L(E, ,F) degli operatori di rango finito.



Introduciamo su Z(E4 ,F) la topologia #. della convergenza
uniforme sugli insiemi equicontinui di E'; una base d'intorni
per ¢. e data da:

%)

W = {TeAE' ,F) = T(U c Vi,

u,Vv
quando U e V variano in basi d'intorno di E ed F.
EQF, munito della topologia e indotta tramite x , e il
prodotto tensoriale iniettivo di E ed F e verra 1indicato

con E@EF. Si vede facilmente che le seminorme che definiscono

la topologia in E@:F sono date da:

n
= ' i - 1 O 1 0
EU,V(Z) = Sup{IiET<xi,x ><ys,ytoixtelt,y eV 1,
n
per z = gy X % Yy
i=1

Facciamo notare che se E,F sono metrizzabili allora anche
E@EF lo e&; 1inoltre se E ed Fsono normati la topologia ¢¢
¢ quella della norma degli operatori in F(E',F) e quindi

ER.F & normato.

L'applicazione bilineare Xof : ExF ~Z(Ey ,F) applica

UxV in W, , con ovvia notazione e quindi 8:ExF ~E@cF e conti-

nua; se segue che ¢ & meno fine della topologia proiettiva.

In particolare, se E ed F sono normati vale 1la relazione

bzl < bzl

Come prima, indicheremo con EﬁzF il completamento di ER.F.



Osservazione.

Con le topologie € e T si verifica facilmente che 1le
proprieta formali algebriche del prodotto tensoriale (p.10)
valgono anche in senso topologico; in particolare gli isomorfi

smi sono isometrie nel caso di spazi normati.

2. TEQOREMI DI GRAFICO CHIUSO.
§1. Teoria classica.

E' ben nota 1'importanza che tanto nell'analisi funzionale
astratta quanto nelle applicazioni rivestono teoremi di grafi-
co chiuso e teoremi di omomorfismo. I primi risultati in
guesta direzione sono i classici teoremi di Banach del grafico
chiuso e dell'applicazione aperta tra spazi di Fréchet ([1]);
Ta nascita della teoria delle distribuzioni ha motivato 1la
ricerca di generalizzazioni agli spazi (LF), classe in cui
rientrano gli spazi %( ). Dieudonné e Schwartz [6] hanno
provato 11 seguente teorema di cui presentiamo la dimostrazio-

ne originale:

Teorema 2.1.

Siano E,F spazi (LF) stretti: T : E *F lineare continuo

e surgettivo & aperto.
Dimostrazione.

Siano E = ind E_,F = ind F_.
n n
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Proveremo che, se U & un intorno dello zero in E, allora

T(U) & 1intorno dello zero 1in F; sara sufficiente provare

che T(U)OFn e intorno dello zero in F_ (per ogni n). Posto

6. = ENT (F),
mn m n

per la surgettivita di T risulta

n m mn
poiché T & continuo, Gmn ¢ chiuso per ogni m,n, e quindi
dal teorema di Baire seque che ¥n uno dei sottospazi T(Gmn)-
sia T(Gm n) - & di seconda categoria; il teorema di omomorfismo
0
di Banach, applicato a T :G ~ F mostra allora che
| G m n n
m n 0
0
T(Gmon) - Fn: ne segqgue che T(Gmonﬂlj) contiene un intorno
dello zero in F: poiché T(U)ﬂFnDT(Gm nﬂU) la tesi & acquisi-
0

ta. []

Con tecniche analoghe si pud provare anche un teorema

di grafico chiuso tra spazi (LF) stretti (cf. [6] e anche

[13] e [9]).

§2. Spazi di Ptak.

La dimostrazione di Banach e quella di Dieudonné e Schwartz
sfruttano (come anche abbiamo visto nel caso della seconda)
in modo essenziale il concetto di categoria e i1 teorema

di Baire. In quest'ordine di idee si & pervenuti ad ampie



generalizzazioni grazie all'introduzione degli. spazi webbed
dovuta a De Wilde (cf.[4], [42]). In un'altra direzione,
Ptak (cf. [21],[22]) ha avuto il merito di riconoscere i legami
tra teoremi di grafico chiuso e 1la teoria generale della
dualita. Il punto di partenza della teoria di Ptak & la seguen

te semplice
Osservazione 2.2.

Siano E,F slc, T : E >F un operatore e sia

T* : F* o E* |

1'aggiunto algebrico di T.

Allora il sottospazio D = (T*)'q(E‘)ﬂF' e o(F',F)-denso in F'

se ¢ solo se T e chiuso.
Dimostrazione.
Proviamo che
G(T) = 6(T)°° =D 2 denso.
Si ha
G(T)O ={(x',y')eE" x F' tex,x's+<Tx,y'> =0 ¥x} =

= {(-T*y',y') e E'" x F' : y! e D1},

da cui:

(x,y) € G(T)%% &= <Tx,y'> - <y,y'> =0 V¥y' e D

<> Tx -y € DO,



percio G(T) = G(T)°% «>0% = 0 .]

Se D & anche ofF',F)-chiuso, allora T & debolmente continuo;
infatti in tal caso D=F', e quindi T*(F') ¢ E', che & equivale

alla debole continuita di T.

La possibilita di ottenere teoremi di grafico chiuso parten
do da queste considerazioni e dungue legata all'individuazione
di classi di spazi per cui D risulti debolmente chiuso e
contemporaneamente T risulti, oltre che debolmente continuo,

anche continuo.

Un potente strumento per studiare la chiusura debole di
sottospazi (e pil in generale di insiemi convessi) del duale

topologico di uno slc e il classico

Teorema 2.3 (Krein-Smulian).

Uno spazio localmente convesso metrizzabile E e completo

se e solo se vale la seguente proprieta:

(KS) un sottoinsieme convesso G di E' & o(E',E)-chiuso se
e solo se 6NUY & O(E',E)-chiuso per ogni intorno U in

E.

Tenendo conto di questo teorema e dell'obbiettivo indicato

Ptak da la seguente
Definizione 2.4.

(i) Uno spazio E @ Br-comp1eto se (KS) 2 vera per ogni

sottospazio G o(E',E)-denso in E'.



(ii) E & B-completo se ogni quoziente separato di E &
Br—comp1eto, o equivalentemente se (KS) & vera per ogni sotto-

spazio G ¢ E'.

G11 spazi B-completi (risp. Br~comp1eti) si chiamano anche

spazi di Ptak (risp. infra-Ptak).

Esempi.

1. I1 teorema di Krein-Smulian mostra che ogni spazio

di Fréchet & B-completo.

. L. .
2. K e B-completo per ogni insieme di indici I; per 1
non numerabile si ottiene cos1 un esempio di spazio B-completo

non metrizzabile. Inoltre ogni spazio debolmente completo,

poiché & isomorfo a un KI, e B-completo.

3. Il duale di uno spazio di Fréchet & B-completo per
la topologia di Mackey:; 1in particolare i1 duale forte di
uno spazio di Fréchet riflessivo & B-completo.

4. 0Ogni quoziente di uno spazio B-completo & B-completo.

Per altri esempi di spazi Br—comp1etf e B-completi cf.
[17], [33].[34].

Proposizione 2.5.

(i) Ogni spazio B.-completo & completo.

(ii) Ogni sottospazio di uno spazio B-completo o Br4comp1eto

ha la stessa proprieta.



Dimostrazione.

(i) Ricordiamo wuna caratterizzazione degli slc completi
dovuta a Grothendieck. E & completo se e solo se ogni iperpiano
F ¢ E' tale che FNU° & debolmente chiuso per ogni intorno

U in E & debolmente chiuso.

Sia allora F un iperpiano di E' con FAu® chiuso per ogni
intorno U; F non pud essere debolmente denso in E' perché

E e Br—comp1eto, e quindi e debolmente chiuso.

(1i) Proviamo 1'asserto per gli spazi Br—completi; nel caso

dei B-completi si procede in modo analogo.

Sia F sottospazio chiuso di E (Br—comp1et0); allora F'
¢ debolmente isomorfo a E'/F°, e sia Q:E'~F' la suriezione.
Se G & sottospazio debolmente denso in F' e tale che GnyP°
e debolmente chiuso ¥V intorno in F, dal teorema di Hahn-

Banach segue che QHT(G) ¢ debolmente denso in E'.

Ma per U intorno in E risulta:
0°ng~"(6) = o '(q(u)ne) = o ' ((unF)°ne),

e quindi, essendo UNF intorno in F, dalla continuita di Q
) K

seque che UOFWQ_q[G) ¢ debolmente chiuso in E'. Pertanto
0”1(6) = E' perché E & B.-completo e quindi G=F "', 0]

Osserviamo che esistono spazi Br-compTeti che non sono
B-completi [41].

§3. Spazi botte.

Ricordiamo che, dato un slc E, si dice botte un sottoinsieme



di E assclutamente convesso, assorbente e chiuso. Le botti
in uno slc sono legate agli insiemi debolmente limitati del

duale, come mostra la seguente
Proposizione 2.6.
Sia E un slc e G un sottoinsieme di E'; G & debolmente

limitato <= G° & una botte di E.

Dimostrazione.

G° & assolutamente convesso e chiuso (perché polare di
un insieme); proveremo che & assorbente se e solo se G &

debolmente limitato.

G debolmente limitato = sup |<x,x'> |[<» wxeE
x'eG

=> ¥xeE {0>0 : supl<x,x'>| < p =
X' ek

<> WxeE Jp>0 : x er G°

[

Definizione 2.7.

Uno slc E si dice spazio botte (barreled, tonnelé) se

ogni botte & intorno dell'origine.

Alla luce della Proposizione 2.6 una immediata caratteriz-

zazione degli spazi botte e Ta seguente:

E|¢] & spazio botte <> &= B(E,E")



Esempi.
1. Ogni spazio di seconda categoria e uno spazio botte.

Sia infatti U una botte in E; allora E = n U, e quindi

n g

n=1

° o o
esiste n, tale che ﬁ;ﬁ # @ ne seque che U#0 e, poiché Oel,

U & intorno.

In particolare ovviamente ogni spazio di Fréchet & spazio

botte.

2. 0gni limite induttivo stretto E di spazi botte & uno

spazio botte.

Per vederlo sia (E_) wuna successione di definizione per

n
E, e sia U una botte in E; allora ogni Un=UﬂEn @ botte, e
quindi intorno dell'origine, in En. Dalla definizione della
topologia di E segue la tesi.

In particolare gli spazi (LF) stretti sono spazi botte,

e quindi non tutti gli spazi botte sono spazi di Za-categoria.

3. Ogni quoziente F=E/G di uno spazio botte E & uno spazio
botte. Infatti, se U & botte in F,p '(U) & botte in E, dove
p & 1'applicazione quoziente di E su F; allora p'1(U) 2 intorno

in E e quindi U=pp'1(U) ¢ intorno in F perché p & aperta.

4. 11 prodotto topologico di spazi botte & ancora uno

spazio botte.

Se E= gEa » e E, ha la topologia forte va anche E ha

la topologia forte (cf. p.8) e quindi & spazio botte.



5. Limiti proiettivi e sottospazi di spazi botte non &
detto che siano spazi botte; & vero per0 che sottospazi di
codimensione numerabile restano spazi botte. (cf. [38] e

cf. anche [5] nel caso finito).

In generale, non & vero neppure che il duale forte di

uno spazio botte e spazio botte.

Una proprieta degli spazi botte utile per la nostra discus-

sione & espressa dalla seguente
Proposizione 2.8.

Siano E uno spazio botte ed F unoslc; ogni operatore T: EsF

debolmente continuo © continuo.

Dimostrazione.

Sia V un intorno assolutamente convesso e chiuso in F;
T_1(V) e assolutamente convesso e assorbente perché 1o e
V, ed & debolmente chiuso per 1la debole continuita di T;

ma allora & anche chiuso in E ed & quindi una botte. (]

Osserviamo che questo risultato si deduce subito dalla
discussione sulla dualita di operatori fatta nella prima

parte.

§4. I teoremi del grafico chiuso e dell'applicazione aperta

nella teoria di Ptak.

Siamo ora pronti a provare i teoremi del grafico chiuso

e dell'applicazione aperta nella formulazione di Ptak.
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Premettiamo per comodita il seguente semplice
Lemma 2.9. Siano E,F slc e T : E -~ F debolmente continuo:
[T(A)]° = (1)~ 1 (a%) per ogni A ¢ E.

Dimostrazione.

y' € [T(A)}O = | <Tx,y'>| <1 ¥x € A
= |<x,T'y'> |£1 ¥x € A
=

T'y' € Aq D

Teorema 2.10 del grafico chiuso

Siano E uno spazio botte ed F Br—comp1eto. Ogni operatore

chiuso T : E-F & continuo.

Dimostrazione.

Sia T* : F* > E* 1'aggiunto algebrico di T; T* & o(F*,F)-
-0(E*,E) continuo. Poiché ogni sottospazio di F & Br-comp1eto
(cf. Proposizione 2.5), non si perde di generalita supponendo

che T(E) sia denso in F . In tal caso T0=T* F' > E* & 1-1.

|F’

IT sottospazio
D= Fra(T*) T (E"),

per l1'osservazione 2.2 e o(F',F)-denso in F'. Se proviamo
che D=F', T risultera debolmente continuo e quindi continuo
per la Proposizione 2.8. Poiché F e Br-comp}eto, e sufficiente

provare che DNV® & O(F',F)-chiuso per ogni intorno V in F.
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Sia allora V un intorno (assolutamente convesso e chiuso)
in F, e sia W = T_1(U); W & botte in E, e quindi intorno
perché E e spazio botte. Per i1 Teorema di Alaoglu-Bourbaki
We = W° & Oo(E',E)-compatto e quindi o(E*,E)-compatto. Per

acquisire la tesi basta allora provare che
[- T -1 o
DNVe = T. ' (W°).
0
Ma

TO(DﬂVO) = Tx(pnvO)ng:

-1

1

= T*(VO)nE = 77 (V) nE"

Weng' = W°
(dove * indica i1 polare in E*) per il lemma 2.9. 1

Dal teorema del grafico chiuso si deduce agevolmente il
Teorema 2.11 dell'applicazione aperta.
Siano E B-completo ed F spazio botte.

Ogni operatore T : E > F continuo e surgettivo & un omomor

fismo.
Dimostrazione.
L'operatore
-1
T =« E/T (0) »F

canonicamente associato a T e bigettivo e continuo. Allora

o N : N . .
TO ¢ chiuso ed e continuo per il +teorema precedente; ne

seque che TO e aperto e quindi anche T. 0



Corollario 2.12.

Ogni operatore bigettivo e continuo, T : E — F, con E

Br-comp1eto ed F spazio botte, & isomorfismo.

Osserviamo che il teorema 2.1 di Dieudonné e Schwartz
non & contenuto nel teorema 2.11 perché gli spazi (LF) (anche
stretti) non sono in generale Br—comp]eti, come si vedra
nel seguito. Con successivi raffinamenti A. e W.Robertson
hanno ritrovato il risultato di Dieudonné e Schwartz in questo
ordine di idee estendendo la teoria di Ptak (cf.[23],[24],[11],
[30],[31] e anche [12]).

Osserviamo che 1e <classi di spazi qui introdotte sono,
in certo senso, massimali rispetto alle proprieta di grafico

chiuso e di omomorfismo.

Si possono provare infatti le seguenti proposizioni, per
le cui dimostrazioni rimandiamo ai trattati di Jarchow e

Kothe (cf. anche [15]):

(i) Uno slc E & B-completo sse ogni operatore continuo e

surgettivo da E in F, con F spazio botte, & aperto.

(ii) Uno slc E e 8r~comp1eto sse ogni operatore continuo e

bigettivo da E in F, con F spazio botte, & aperto.

(ii1) Uno spazio E & botte sse ogni operatore chiuso da

E in uno spazio di Banach & continuo.



§5. Due teoremi di interpolazione.

Dimostriamo ora due classici teoremi d'interpolazione
che saranno utili nel segqguito e che possono essere dedotti

dal teorema del rango chiuso e dal teorema di Krein-Smulian.
Teorema 2.13 (interpolazione di Borel).
Sia (a,b) ¢ R e ¢ un punto di (a,b). Data una successione

(an) di numeri reali, esiste feCm(a,b) tale che f(n}(c)=an

¥nelN.

Dimostrazione.
Sia

T :C (a,b)> w

cosi definito:

Tg = (¢\™(c)) ,

T e lineare e continuo; proveremo che & surgettivo. A tal
fine & sufficiente provare che T' & 1-1 e che T' ha rango
debolmente chiuso. Siano (eo,e?,...,en,...) i vettori canonici

di o= w'. Risulta per ogni geC®(a,b):
<g,T en > = <Tg,en >= g
e quindi T'en = (~1)n5£n) (derivata n-esima della distribuzione
di Dirac in c).
Ricordiamo che una base di intorni di C ®(a,b) & data da

U, = [geC™: suD|g(k)(x)|51/n, kin}doveﬁdn) € una successione
N



d'intervalli compatti invadenti (a,b). Per provare che T'g
e debolmente chiuso in Cm(a,b)' ¢ sufficiente mostrare, per
il teorema di Krein-Smulian che T @ ﬂUﬁ ¢ debolmente chiuso

¥n.
Poiché
T'e = span{G(g)}

k]

si vede facilmente che:

T'@f?Ug C En= span{ﬁék),k:0,1,...,n} c T'y

o0

Siccome dim E =n, En ¢ debolmente chiuso in C (a,b)"’

\ 0 . . . .
e T w!]Un e chiuso in En si ha la tesi. []
Teorema 2.14.

Sia (zn) una successione in [ senza punti di accumulazione

al finito, e sia (an) una successione di numeri complessi.
Esiste una funzione intera tale che

) = a per ogni neN.

Dimostrazione.

Procedendo come nel teorema precedente sia:

T : H(C) *» w

Tg = (g(z,)), geH(C).

Risulta



e quindi T' ;@ >H'(C) e 1-1.

Come prima si vede che T'¢ & debolmente chiuso in H'(C)

e quindi che T & surgettivo. i

3. RAPPRESENTAZIONI DI SPAZI DI FUNZIONI CONTINUE.
§1. Alcuni risultati classici.

Un vecchio problema 1lasciato aperto da Banach nel suo
celebre trattato era il sequente:

E' vero che C([0,1]x[0,1]) & isomorfo a C([0,1])?

E' da notare che Banach sapeva che non potevano essere
isometrici perché aveva provato, nel caso C(H) e C(K) sepa-
rabili (c equivalentemente H e K metrizzabili) i1 seguente

teorema dovuto a M.H.Stone nella sua formulazione generale:

Teorema 3.1. (Banach-Stone)

Siano H e K spazi compatti; C(H) & isometrico a C(K) se

e solo se H & omeomorfo a K.

La risposta a questo problema (affermativa) si & avuta
oltre trent'anni dopo la sua formulazione, ed & contenuta

nel famoso

Teorema 3.2 (Milutin).

Se K @ un compatto metrico non numerabile, allora C(K)

e isomorfo a C([0,1]).

Segnaliamo che esiste wuna <classificazione isomorfa di



tutti gli spazi C(K), con K compatto metrizzabile, per 1la

quale rinviamo a Lindenstrauss e Tzafriri [14].

Nello studio degli spazi di funzioni continue, come si
vedra anche nel seqguito, sono wutili strumenti teoremi di
estensione che siano legati alla struttura vettoriale degli
spazi in oggetto: i1 teorema di Tietze & percid inadegquato

in quanto 1'operatore di estensione che fornisce non 2 lineare.
Di grande utilita @ invece i1 seguente teorema di estensione

simultanea dovuto a Borsuk e Kakutani (cf.[14], [2] e [40]).
Teorema 3.3.

Sia K compatto, e H ¢ K chiuso e metrizzabile; esiste
un operatore T : C(H) ~ C(K) tale che (Tf)‘H=f ¥feC(H),

ITFl = £l eTl, = 1, dove 1, e 1, sono rispettivamente 1'iden-
tita di C(H) e C(K).

Una immediata consequenza e il sequente utile

Corollario 3.4.

Nelle ipotesi del teorema 3.3, esiste un sottospazio E
di C(K) isometrico a C(H) e complementato in C(K) con proiezio

ne di norma uno.

Dimostrazione.

Siano T : C(H) - C(K) 1'operatore dato dal teorema 3.3,

R : C(K) ~C(H) operatore di restrizione, ed E=T(C(H)).



£ 2 evidentemente isometrico a C(H), e P =

TR & la proiezio
ne cercata.

§2.

I1 metodo di decomposizione di Pelczynski.

[l metodo 1in esame & stato introdotto da

Pefczynski in
[19] per studiare una situazione di questo tipo:

Siano E ed F spazi di Banach

(o, pilu 1in generale,

slc),
isomorfo ad un sottospazio complementato di

con

F e F isomor

fo ad un sottospazio complementato di

E (scriveremo nel segui-

to E<F, F<E rispettivamente):

in quali 1ipotesi su £ ed F si pud concludere che E

ed
F sono isomorfi?

Noi esporremo questo procedimento prima attraverso

alcuni
esempi, e poi nella

[45].

formulazione astratta dovuta a D.Vogt

Negli esempi che seguono supporremo di essere nella

ipotesi
del problema enunciato, con £ ~F & F , F ~E & E0

Esempio 1.

Se E ~E2 (= E ® E)

~ e F ~F allora E ~ F. Infatti
E®F~FO®&F ®F~F8&F ~E
E6F~EB6EBE ~E6E ~F

da cui B ~ F.



Esempio 2.

Se £ ~(E & E ...)p (1 <p <=, oppure p=0) allora E~F.
Intanto, risulta E ~ E & E, e quindi come nell'esempio |
E®F ~F;
inoltre:
E®F ~ (E®E ® ) & F ~
~((F ® FO) ® (F & Fo) + ...)p & F ~
= (Fp @ F 0 ...) 8 (FOF@O ...) 8F~

~ 0 -
~(Fo@F 0...) 8 (FOFO ...) ~

((F@FO)Q(F@FO)@...)p:(E&E@.")p ~ E.

i

Quest'esempio & servito a Pefczynski (ed a Lindenstrauss
nel caso di Rm) per provare che ogni sottospazio complementa-

to di &P (1 < p <» e di c, & isomorfo allo spazio stesso

p_ p p ~
(notare che &% ~ (&% & 27 8 "')p e com(coﬁcoﬂ...)o).

Esempio 3.

Siano E ed F slc e £ ~ Gm, con G slc.

Allora E ~ F. Infatti, come prima, E ~ E°, e quindi

E®F ~F. Inoltre:

eoF-cNoF~ (& Mor~ (For_Mor~rMort~ (For )NeM- (6MN)N.aM-k.

Sequendo VYogt esponiamo ora la formulazione astratta del

metodo di PeYczynski.



Sia A un'applicazione che assegna ad ogni slc E un altro

slc AE, in modo che:

(i) A(AE) ~ AE ~E 8 AE
(ii) A(E & F) ~ AE & AF.
Proposizione 3.5.
Siano E,F slc. Supponiamo che AE<F e F<AE; allora AE~F.
Dimostrazione.
Siano FO,EO t.c. AE ~ F & FO, F - AE 6 EO, allora si ha
AE ~ A(AE) - A(F@FO) ~ AF 8 AFO ~F & AF 8 AFO ~ F & A(AE) ~ FOAE

ed anche

It

F - AE + E0 ~ A(AE) ® E0 ~ A(AE & E) © EO ~A(AE) & AE ® E0
~ AE & F.
- U

Osserviamo che negli esempi precedenti 1'applicazione

A era:

AE = E & E nell'esempio 1,

AE = (E ® E ...)p nell'esempio 2,
_ ¢N ' :

AE = E nell'esempio 3,

e si supponeva E ~ AE. Diamo altri esempi:

Esempio 4.

se AE = E™N) 14 (4). (ii) si verificano facilmente.



Esempio 5.

Sia G uno slc tale che G ~G & K e G ~ G 5& G, con a=¢€,m;
definiamo AE = G & ,E.

La verifica di (ii) & immediata tenendo conto delle proprie
ta del prodotto tensoriale. Proviamo (i):

A(RE) = G 8,(G BqF) ~ (G B4G) BuE ~ 6 B4 = AE

AE = G 8,E ~ (G & K) 8,E ~ G 84E 8 E = AE 8 E

§3. Rappresentazione di C(Q) e di CO(K).

Siano K, o ¢ R", K compatto con interno non vuoto e Q(#0)
aperto, C(2) sara lo spazio di Fréchet delle funzioni continue
su St con la topologia della convergenza uniforme sui compatti,

C (K) lo spazio di Banach delle funzioni continue su R" e

a supporto contenuto in K con la norma del sup.

In questo paragrafo proveremo i sequenti risultati (dovuti

a M.valdivia (cf. [40],[37]).

Teorema 3.6

C_(K) ~cC([0,1]).

0

Teorema 3.7

c(2) ~ c(o, 1N,

Alla dimostrazione e necessario premettere 1 seguenti

1:-*‘{"*-
LSS



Lemma 3.8

(1) C([0,1]) - C([O,1]) # K
(ii) c([0,1]) ~c([o,1]) & Cc([0,7])
Dimostrazione.

(i)Per H e K compatti 1'applicazione T : (C(K) & C(H) ~C(KU H)

U = unione disgiunta) definita da

fx) se x € K
T(f,g)(x) =
e un isometria fra gli spazi indicati.

Se K = |0,1] e H & un punto per il teorema di Milutin

si ha la (i).
(i1) Per i1 teorema di Milutin & sufficiente provare che

c([0,1] x [0,1]) ~ c(fo.1]) @, C([0.1]).

Dimostriamo pil in generale che

C(H x K) =C(H) B C(K) H e K compatti.
n
Posto per z = L f1 & gieC(H)@EC(K),
i=1
n
Tz(x,y) = _z1fi(XJgi(y) e C(HxK).
']:

Tz non dipende dalla rappresentazione di z e T & un'isometria;

infatti:



n
e(z) = sup | 2 <f.,u><g.,v> | =
Tul=lvi=11=1

(L e R

= sup

|‘ J fiduf gidv | =
Pul=0vi=1 1 K

1 H

n
- sup f z f1 gid(uﬂv}l <
Bul=0vl=1 HxK i=1
n
< sup | I fa(x)g.(y) s

(x,y)eHxK i=1

d'altra parte

n
sup |z fi(x)gs(y)| =
(x,y)eHxK =1

sup |
(x,y)eHxK 1

[T g R

q<fi,6x><g1.,6y> | < e(z)

poiché HGXI = "5y" = 1.

Allora a meno di isometrie C(H) ﬂE C(K) & denso in C(HxK)

per il teorema di Stone-Weierstrass e quindi il suo completa-

~

mento C(H) 9€ C(K) & C(HxK).



Lemma 3.9.

Sia @ =8¢ R" aperto. Esiste un ricoprimento di & di scatole
compatte che -subordina wuna partizione dell'unita di classe

CCO
Dimostrazione.

Sia (Kj) una successione di compatti invadenti £ tali

[s]
che @ # Kj c K. ¢ K.

; 341 ¥j. Ricopriamo K1 con un numero finito

di scatole {Mg1),...M(T)} contenute in K,, prendendo per
agni xeK1 una scatola Mx c K2 ed estraendo poi un ricoprimento finito

]

di K1. Allo stesso modo, per j > 2, ricopriamo Kj\Kjﬂ1 con

un numero finito di scatole { M%J),...,MQJ) ' contenute in
J

Kj+1'

La famiglia (MEJ)) e localmente finita e quindi si pud
costruire in modo standard una partizione dell'unita di classe

Coo ad essa subordinata.

Dimostrazione del teorema 3.6.

Per i1 lemma 3.8 si pud applicare il metodo di decomposizio
ne di Pelczynski come nell'esempio 5, basta quindi provare
che C([0,1]) <C,(K) e C_(K) <C([0,1]).

Sia P una scatola compatta di R" che contiene K, e poniamo
M=P\§. Se T e 1l'operatore di estensione fornito dal Teorema

di Borsuk, T : C(M) ~C(P), proviamo che si ha C(P)=T(C(M))@CO(K).

Infatti se feCO(K)r1T(C(M)), f|M=O ed f=T(f|M)=O per 1la



linearita di T; ne segue che CO(K)fﬁT(C(M)) ={0}. Inoltre,

se feC(P), f=T(f|M)+(f-T(f|M)), con T(f|M)eT(C(M)] e

(F-T(F ) eCy (KD . Quindi € (K) < C([0,1]) ~ C(P).

o

Sia ora Q#0 una scatola chiusa contenuta in K e weCO(K)
una funzione che vale 1 su Q, (Jv] = 1); tramite il teorema
di Borsuk si costruisce immediatamente un operatore di esten-
sione isometrico S da C(Q) in CO(K). Se allora R : C _(K) »C(Q)

e 1'operatore restrizione si ha

e quindi P = SR & proiezione di CO(K) su C(Q) ~ c([o,1]).

Dimostrazione del teorema 3.7.

In virtt della Proposizione 3.5 con AE=§N, e sufficiente

provare che C(Q) <C([0,1]}]N e che C([O,1])m<c(ﬁ).

Siano M = (Mi} come nel Lemma 3.9 e (wijuna partizione

dell'unita ad essa subordinata. Definiamo gli operatori

i=1 !
RE = ()
1
¢ T oo > (e
i=1
T(F.), = & W.f

evidentemente TR = IC(Q)’ e quindi, al solito, C(8)< it C(M

che & isomorfo a C([O,ﬂ)N per il Teorema di Milutin.



Per dimostrare 1'altra relazione siano (Ni) e (P.) due

successioni di scatole compatte contenute in @ e tali che

=]

Ni c Pi Vi, PiﬂszG ¥iZj, e siano (ni) funzioni tali che

{ - 1 = 3
nieco‘Pi)’ n. 1 in N1 ﬂﬂjﬂ 1, Vi.

Definiamo gli operatori

dove fjeC(Pi) sono le estensioni date dal teorema di Borsuk

e
R C() ~ 1T C(N,)
. i
i=1
Rf = (f{N.)
j
Ancora una volta si ha RS=l e pertanto C(ULT])m ~
M. C(N.)
i=1 i
~ _}}’1 cN) <)
'I:

Dalle proprieta generali dei duali di prodotti topologici,

essendo.Z(Q) = C(Q)' e .#([0,1]) = C([0,1])", segue
Corollario 3.10
() ~a([0,17) M)

[ risultati mostrati in gquesto paragrafo possono essere
generalizzati nel caso che © sia aperto di uno spazio tcpologi

co pil generale, utilizzando tecniche analoghe a quelle viste



qui. Per questi sviluppi confronta [40],[37] e [38].

4. RAPPRESENTAZIONI DI SPAZI DI FUNZIONI INFINITAMENTE DIFFE-
RENZIABILI E DI DISTRIBUZIONI.

§1. Spazi di successioni.

Esporremo rappresentazioni degli spazi C C*(l0,11),

(v 9]

2m
H(L), H(D), 2(K), Z(a), 2 (%), (), &' (%) tramite spazi
di successioni. Percid richiamiamo brevemente gli aspetti

fondamentali della teoria di questa spazi (cf. [12], [25).

Uno spazio vettoriale A t.c. ¢¢c Acw , si dira spazio di

successioni. I1 suo duale di Kothe A\ Y 2 definito da A=

= {aew : I |E o |<® ¥Eer}, ed & anch'esso ovviamente uno
n=1

spazio di successioni. la dualita <g,a> = z gn @ induce

in modo naturale la topologia debole U(A,Ax) su A piu utile

nel seguito sara perd la topologia Vv (A, 2%), che chiameremo

normale, definita dalla famiglia di seminorme

py (€)= ilinanl a e A*

Osserviamo che i1 completamento di A[v] & A% e che o

¢ denso in A[v]. Inoltre v & compatibile con la dualita

aur® > 0% ¢ x' perché, dato  aex”,<E,a> = 5g e, definisce
n

un funzionale continuo, essendo k&, ol < E(gnan1=pu(g); d'altra
n

parte, se fel', esistono p, ed ¢ > 0 tali che pa(E J<e=|f(E}]<T;



e e
posto B, = f(en), si ha pa(e n ) =€ e quindi |f(¢€ n)|
la | | a
n n
‘Bnl . 1 X
=€ < 1, da cui | %}Lﬁ Elun!: questo prova che (Bn)el :
| a |
n

poiché f e il funzionale §& - Zgan coincidono su ¢ e ¢ ¢
n
denso in A possiamo identificare f e B= ( Bn) e concludere

che A' ¢ A%,

. . .. C X X
Uno spazio di successioni A si dice perfetto se AT =,

Esempi.

1. (aP) = 2P 1 < p o<, % + %, = 1, e quindi ogni &P

¢ perfetto (anche 2! ed 271).

2P e aP)* & ovvio per la diseguaglianza di Holder. Vicever-

(k) .

sa, se a e(Rp)x, allora Z |gna | <o VE € Rp; posto a

n

n

k)

(01,a2,...,ak,0...), a(k)eﬁpl, a( > debolmente e quindi

per il teorema di Banach-Steinhaus ae 2P ; questo conclude

la dimostrazione se 1 < p <«
Se p = «», basta scegliere &n = 1 ¥n per ottenere a € 21.
2. ¢t = 91, e quindi ¢ non & perfetto.
3. w =9, mx =w, percido v e w sono perfetti.

4. L'unico spazio di successioni A tale che A = A% 3

22, Infatti se Ee X anche Eex = AY e quindj



BlE |°< @, cioé A e L7,

n

D'altra parte Ac &% dmplica (22)* ¢ A%, cioé 2% c i .

5. 1 Ai e V] Ai sono spazi di successioni (basta pensare
i=1 i=1

ogni elemento come successione a due indici) e verificano;

(1 )\]-)x = @ k?
i=1 i=1

(9 )\1.)" = I X
i=1 i=1

Spazi di Kothe.

G111 spazi di successioni che saranno piu utili nel segquito

spno gli spazi di Kothe: sia P cw tale che:
K1 ¢ e P = @, > 0 ¥n
K2 o,B e P == Jye P: max{un,en} <, ¥n

K3 per ogni n, esiste ae P: a > 0;

definiamo

NP) ={te :p_ (&) = (Z]g e <o ¥a € P}, con le seminorme
n
indicate. A(P) & completo (K3 consente di ragionare sulle

coordinate) e quindi se P & numerabile A(P) & Fréchet; d'ora

in poil P sara supposto sempre numerabile.

E' ‘interessante notare <che 1la topologia introdotta su



AP) coincide con 1la topologia normale . Infatti, con 1o
stesso ragionamento usato per provare che v e compatibile
con la dualita <A,Rx>, si vede che A(P) = A(P)" = {(n Dew:

[foe P, M >0 ¢ |n | <M a ¥n} da cui si ha la tesi. Inoltre

A(P) & perfetto perché & completo per la topologia normale.

Sia ora a = (a n) una successione crescente a termini
kgn
positivi divergenti. Poniamo Poo (a ) = (e ), P1(a) =
-an/k _
(e ") (keN), e Ag(a)=A(Rfa)), A, (a)=A(P(a)).

I hw(a) si diconc spazi di serie di potenze di tipo infini-

to, 1 AT(G} spazi di serie di potenze di tipo finito.

Per esempio, se an=1ogn, A_(logn)=s, lo spazio delle succes
sion1 rapidamente decrescenti; per quanto detto prima, S
. X

e perfetto, s' = s” che & lo spaziodelle successioni a crescen

za polinomiale.

Osserviamo che la topologia su s puo essere definita

anche tramite le seminorme qk(i) = Supnk|£n].
n

Le denominazioni wusate per Am(u), A](a, sono legate al

fatto che



dove {an) € A.(n) per la diseguaglianza di Cauchy; viceversa,

si verifica facilmente che se (an)e Aoln) allora ;;anzn ha

ragqgio di convergenza infinito e definisce percito una funzione

in H(CT); quindi T & bigettivo.

Inoltre T & continuo : posto qR(f)= sup 1f(z)|, ReN,
|z |ZR

qR(f) & una delle seminorme che definiscono 1la topologia

- Vo= F Kn
Dk(Tf) pk(an;] nlan|e

< C qR(f) per R abba-

stanza grande.

Per il teorema dell'applicazione aperta T & 1isomorfismo.

(ii) Tenendo conto che le seminorme di H(D) sono date da

qp(f) = sup 1 f(z)], R e N,

IZ\gW-%

la dimostrazione €& analoga alla precedente.

]

Dato uno spazio .di successioni perfetto ) e uno slc E
si costruisce 1o spazio AE) = {(x. ) ¢ E : p(x_)eXx per
ogni seminorma continua p su E}; la topologia su A(E) & defini

ta dalle seminorme:

r

au(x

A= sle e (x ), aeX’, U intorno in E.

E' immediato che ¢ (E) & denso in A(E): 1inoltre se E &

completo anche A(E) lo e. In particolare, se £ e X sono Fréchet



anche ME) & Fréchet.

‘ 1 . . . . .
Per esempio, CLEY @ lo spazio delle successioni in F
. - n m
assolutamente sommabili ~ {(E) e lo spazio delle successioni
limitate di E, s{(E) 1o spazio delle successioni "rapidamente

convergenti a zero".

Sara wutiie nel sequito la segqguente proposizione, dovuta
]
a Grothendieck per A = £ (cf. [9]) e successivamente genera-

~lizzata da Pietsch (cf. |20] e anche [12]):

Proposizione 4.1.

—

Se £ & completo allora A@nEw A(E).

Dimostrazione.
Sia T @ xx E« NE) cosy definito.

T(&,x) = (& x);

n

poiché T & bilineare, possiamo pensarlo esteso su A8 B
faremo vedere che e wun 1isomorfismo su un sottospazio denso

di NE); 1'estensione di T al completamento sara 1'isomorfismo

cercato.
CL)
T & continuo: per z = ¢ & f X si ha:
i=1
(T2) S PRITSARITHERE
Payt'?) < rf 15,] oy [len T lpy(xy
k K .
_ (i), . (i)
=z oey0) p el N - R TICR NGRS

e poiché



(2) = infC s o en (20
o, yté/s =00 ‘121 PutXi /Py 5
$1 ha
Se ora z e della forma z = en 8 x risulta
lmU(Z) < EOln|pu(x) ) FGU(TZJ‘
e quindij

&U(Z) < ruU{Tz) per ze g 8 E;

poiché f@@ﬂE e denso in A8 _E e T & continuo, vale

Toplz) = ryyTz)

per ogni ze AfB;E, ae AX, U intorno in E.

Poiché T( e &”E) contiene ©(E) si ha la tesi.

o0

§2. Rappresentazioni di Czﬂ, C (Q},.V{Rn).

Il sequente risultato & dovuto a Grothendieck.

Teorema 4.2.

Dimostrazione.

(s8]
Associamo ad feCQ?T la successione Tf=(fh) dei suoi

coeffi-



crtenti di Fourier [complessij). Risulta:

k - y ih-
|h ‘h| - | O 21-” nﬁf K}e \\‘< =
O - K Phe o, ~
=i . nf\‘\ (e }d)(l -
10,27]"
= | ] _ng(i (x);eih'xdx| < C sup|akf|
[0,27]
P : - . ‘
e quindi th}es{l ) ~ s e T : C2ﬂ -s @ continuo.

L'iniettivita seque dall'unicita dello sviluppo e la surget

tivita dal fatto che I {he‘h'x
h

e convergente e derivabile

termine a termine infinite volte per (ﬁh)es{ln).

Per 11 teorema dell'applicazione aperta T e isomorfismo.

[l
Con un metodo analogo proveremo anche altri teoremi di
rappresentazione; il seguente e originariamente dovuto a

Mitjagin [16]:

Teorema 4.3.

“(Q) ~s, Q ¢ R" scatola compatta.

C
Dimostrazione.

Scegliamo per semplicita Q = [~1,1]n.

Posto du, = (1-x5

1 v
1)_2dx. (i=1,...,n), i polinomi di CebiSev

i

Tj(xi} = cos (J arcosx.) (jeN),

sono una base ortogonale di LZ([—1,1}, “i)’ e quindi



- n
n
sono una base ortogonale in LZ(Q,u), dove u = u, 9...@un
e lTa misura prodotto.
Ad feC®(Q) associamo la successione Rf = (fh) dei coefficien

ti del suo sviluppo nella base (Th).

Integrando per parti si vede facilmente che:

|hkfh < c = sup|a®f(x)];
la]<[k] Q
questo prova che (fn)es(Fn) ~ s e che R : C*(Q) ~ s & continuo;

¢ chiaro inoltre che R & injettivo e surgettivo, e quindi

e isomorfismo per i1 teorema dell'applicazione aperta.[J

Tenendo conto che le funzioni di Hermite

2 i 2
H.o(X) = e /2 _d° (e™ )
j dix

sono una base ortogonale di Lz(R), e quindi H =Hh (x1)...Hh (x

. n . u .
lo sono in L°(R"), si pud procedere come prima e provare

il seguente

Teorema 4.4



§3. Rappresentazioni di &(Q), 2(9), 2(K) e loro duali.

Un operatore di estensione.

Esiste una vasta Tletteratura sull'esistenza di operatori
- - - - =) . - - . - . -
di estensione per funzioni C su sottoinsiemi chiusi di varie-

ta (cf. e.g. [16],[18],[28],[46]); qui & sufficiente provare
che, se Q e P sono scatole compatte in R" con Q c P esiste

un operatore continuo di estensione E da C (Q) in 2(P).

Scegliamo per semplicita di notazione Q=[-1,1]”, P =

= [-2,2]".

fae]

Data feC (Q) siano ¢ (x) e C R"), ¢ (x) = 1 per x; >0

m1(x) = 0 per xq < -1/2, e f1=f¢1 estesa a zero per

© n-1
X, <-1/2 ¢ fieCT(-=,1] x [-1,1]"7 .

Data la successione (—2k), esiste per il teorema d'interpo-
k
)

lazione 2.14 wuna funzione 1intera F1 tale che F1(-2 =
_ k : _ k .
= (-1)", sia Fy(z) =1 a z"; poniamo:

K

() By 0= X 0 E @y (=25 0xp0 )

iX,leCw(Rn),x1 = 1 per x1e[-1,1], X, = 0 per x4 >2) e:

f per x, e [-1,1]

1 per x, € J1,2] 3

Ef e o ([-1,2] x [-1,11" 1)



infatti avendo moltiplicato per P4 la serie in (*) contiene
per ogni x un numero finito di termini; inoltre il raccordo
delle derivate per Xq = 1 & assicurato dalla scelta di F1,
come si verifica facilmente.
Consideriamo ora i punti (2k)

Ky _
t.c. F2(2 )y = (-1)

e una funzione intera F2

. . + .
; come prima, estendiamo E1f ad una funzione

£, feC” ([-2,2]x[-1,11"")  tale che E,f(-2,x,,....x ) =
= E1f(2,x2,...,xn) = 0,(E1f)|Q = f,
In modo analogo, per k=2,...,n costruiamo operatori E, sulle

k
variabili Xy che estendono f da

[-2,2] x...x [-2,2] x [-1,1]x ...x [-1,1]

k=-1T"volte ’ N n-k+T volte

[-2,2] x ... x [-2,2] x [-1,1] x ... x [-1,1]

J 3 4

k volte n-k volte

w

e sia E = E_oF ..oF Allora E : C (Q)=>2(P) & 1'operatore

n®n-1° 1°

di estensione cercato. E

I seguenti teoremi di rappresentazione sono dovuti a M.Val-

divia (cf.[40] e [36])

Teorema 4.6.



Dimostrazione.

Proveremo che &(Q) <51N e che sm<:3{9). Dal motodo di decom-

posizione di Pelczynski seguira la tesi.

Sia (Mi) una partizione di cubi come nel Lemma 3.9, e

(wij 1'associata partizione dell'unita. Definiamo gli operatori:

Ry © E(R) ~ mC™(M,)

T(fi)

1
i s
e
—
—
—

Evidentemente TR1

It
—
O
_—
o)
o
™
L
ol
e
3
Q.
—

per il teorema di Mitjagin.

Viceversa, siano (Ni} e (Pi) due successioni di scatole

compatte contenute in © tali che G#Ni C Pi’ PiﬂPj:G (i#3),

e siano (Ei) operatori di estensione, E, : Cw(Ni)+fa(Pi).

Definiamo

S(f.) = Z E.f.,

1 j 11
R2 2 () ~ 111 C (N1)
R, = (f|N )3



. _ P I\
come al solito, R,S = I§Cm(Ni), e quindi s <£(Q).D
Si ottiene immediatamente per dualita la seguente rappresen

tazione dello spazio delle distribuzioni a supporto compatto

Corollario 4.7
Teorema 4.8

Dimostrazione.

Proveremo anche in questo caso
2(Q) < s M), s(m)<9(ﬂ)

Sia (K.,) una successione di compatti invadenti Q tali

J
°

che @ # Kj c Kj c K e siano (Mi)’(Ni)’(Pi) scatole compat-

j+1°
te tali che:

(Mi) sono costruite come nel lemma 3.9 a partire da (Kj)

e subordinano la partizione dell'unita ($i);

\ .
N1 c Pi’ P1 c K1+1 Ki ¥i.
Definiamo gli operatori
Ry = Z(9)> 8 c¥(M,)

i=1



T gc‘”(m.)*@(m
i=1 !

T(f'l) = .iZf.i‘IJ-i;

R, : 2(9) -8 CIN,)

dove Ei : Cm(Ni)»E@(Pi) sono 1 soliti operatori di estensione.

Si verifica immediatamente che:

CT(Ny)

poiché B C ~ S la tesi & provata. [

Ancora per dualita si ottiene una rappresentazione dello

spazio delle distribuzioni:
Corollario 4.9
N
2'(2) ~ (s")

M.Valdivia ha provato anche una rappresentazione dello
spazio P(K); della dimostrazione daremo qui solo un cenno,
rimandiamo a Valdivia ([39],[40]) e Vogt ([45]) per la prova

completa.In essa si wusano risultati sugli spazi nucleari



di

esposizione ci e sembrata andare al

(cf. [43],[44]) Ta cui
qgueste note.

1a degli scopi di
. Teorema 4.10
P2(K) ~s, K¢ RN compatrco, E 7 0.
Dimostrazione (cenno)
Assumiamo senza darne prova che Z(K) <s e mostriamo invece
che s<Z2(K).

o [s o]
Infatti, siano Q ¢ K una scatola compatta, ed E:C (Q)» 2(K)

inoltre R : 2(K) - ¢ (Q)

un operatore di estensione; sia

1'operatore di restrizione; si ha:

da cui, poiché CXQ) ~ s, s <@D(K).

D'altra parte dalla proposizione 4.1 segue che s(s) ~
elemento di s

scrivendo ogni come successione

~ s B.s, e,
-~ S, e quindi

doppia, si vede che s(s) ~ s; ne segue che sf s -
si pud applicare i1 metodo di decomposizione di Pelczynski

(cf. 1'esempio 5), ottenendo la tesi.

§4. Quozienti dello spazio 2(R).
Mostreremo che 2(f2) non & B-completo: infatti ha un quozien
te isomorfo a un sottospazio denso proprio di w : tale quozien

te evidentem-~te non & completo e percid neanche Br-comp]eto



(cf. Proposizione 2.4); ne sequira che 2(9) non & B-completo.

(cf. [29] nel caso Q= QN).

[n realta 2($) non & neanche B -completo (cf. [35]).

Un risultato che sara utile (ma & interessante di per sé)
e il seguente, dovuto originariamente ad Eidelheit (cf. [8]);

ne riportiamo la dimostrazione per completezza.

Teorema 4.10

Se E & wuno spazio di Fréchet non Banach allora E ha un

quoziente isomorfo ad w

Dimostrazione.

Poiché £ di Fréchet ma non di Banach esiste in E una base
d'intorni % tale che se (Bn) e la corrispondente famiglia

dei polari Bn non assorbe Bn+1 per ogni n; allora posto

En = span(Bn) per ogni n, esiste X, € En\En-T‘

Se F=span(x$), FﬂBn ha dimensione finita per ogni n, e
quindi & debolmente chiuso; per il teorema di Krein-Smulian
F e percid debolmente chiuso.

Sia G = E/F°; mostriamo che G ~ w ; basta provare che G
& debolmente completo; infatti & in tal caso isomorfo a RI
e I & numerabile perché G & metrizzabile. Poiché i compatti
di F=6G' sono di dimensione finita, le topologie O(G,F) e
W(G,F) coincidono; ma u(G,F) & la topologia quoziente (perché

G e Fréchet) e quindi G 2 debolmente completo. N
L



Sia allora G un sottospazio di s tale che s/G ~w.

Risulta:
55115 - ~ ~ ~
— ~ s B (s/6) = sBw-s @ Ko (s 1NN
s@_G
kil
IN

cioé: s ha un quoziente isomorfo ad s .

Siamo ora in grado di provare il seguente
Teorema 4.11

2(92) ha un quoziente isomorfo ad un sottospazio denso

e proprio di w.
Dimostrazione.

@(Q)-vs(m} ~ 5 X s{m)

, € quindi, con L opportuno:

2(8)/L :_sm X s(m);

per i1 teorema 4.10 (applcato ad ogni s in s(m)) esiste un

sottospazio H di 2(2) tale che

Sia

cosi1 definito:

T(&mn = &+n , per Ee SN, ne w(m).
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T & continuo e ha immagine densa, perché R(T}=Tkmxwum)bﬁm,

e propria perché, ad esempio, & = 5(1), con E(})={1,1,...,

o T, ) € R(T).

Ammettiamo ora per un attimo che T sia un omomorfismo

debole, in modo che 1'applicazione indotta

Sia un isomorfismo debole. E ha Tla topologia di Mackey
perché e quoziente di uno spazio con la topologia di Mackey,
ed anche R(T) perché & metrizzabile. Seque dalla proposizione

1.4 che T e isomorfismo.

Ne segue che 2%(%) ha un quoziente isomorfo ad un sottospa-

zio denso e proprio di w.

Resta da provare che T & un omomorfismo debole, 0, equiva-

lentemente, che R(T') & debolmente chiuso. Risulta:

T: CP(ZN) -»(Sa)(m) X@IN
T' (&) = (&,8)
Lo spazio
G = {(g¢) : & e¢m}
e il grafico dell'aggiunto dell'inclusione di s(m) in w (V)

)m N

e pertanto & debolmente chiuso in (s X9 ; ne seque che



¢ debolmente chiuso in (s')(m) X @m
D'altra parte non & difficile convincersi che F=R(T').[]

In conclusione segnaliamo che anche £'(Q) non @& B -comple-

to; anche per questo risultato rinviamo a M.Valdivia [32].
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TABELLA DELLE RAPPRESENTAZIONI

Cop ~ 5
C(Q) ~ s
LR ~ s
£(2) ~ &



1]

2]

6]

7]

8]
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