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I N T R O O U Z I O N E

Questo articolo è una versione notevolmente estesa e accre-

Valencia, presso

Lecce nell'aprile

di

di

sci uta di un ciclo di conferenze

Valdivia dell 'Università

di Analisi dell 'Università

tenute d a l Prof. Manuel

il Seminario

1985.

Il lavoro è stato concepito in modo da essere accessibile

anche ai non specialisti: a tal fine la prima parte è stata

dedicata ad una panoramica su quegli argomenti della teoria

degli spazi localmente convessi necessari per la lettura

delle altre due.

La seconda parte è una introduzione alla teoria

e, come tale. ha l'obiettivo di mettere in luce

essenziali tra teoremi di grafico chiuso e la teoria

della dualità.

di Ptak,

legami

generale

Nell'ultima parte ci siamo limitati ad esporre rappresenta

zioni degli spazi funzionali più classici (di funzioni continue.

funzioni test, distribuzioni) omettendo importanti generalizz~

zioni, dovute allo stesso Valdivia e a D.Vogt, al caso di

spazi di funzioni definite su varietà, o a valori vettoriali,

e spazi di Beurling, di Sobolev, di Hormander.

questo

C.Sempi

l a

Infine desideriamo ringraziare Proff. M.Va1divia per

sua disponibilità, V.B.Moscatelli per averci proposto

lavoro e seguito nel suo svolgimento, M.A.Simoes e

per i loro utili suggerimenti.

G. Metafune

o. Pall ara
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GLI SPAZI LOCALMENTE CONVESSI.

Per comodità di lettura raccogliamo alcuni arqomenti bpn

noti della teoria degli slc in modo da fissare la notazione.

Per trattazioni esaurienti e per le dimostrazioni rimandiamo

ai trattati classici citati in bibliografia.

§l. Richiami di teoria della dualità.

Sia <E,F> una coppia duale di spazi vettoriali: indicheremo

con a(E,F) la topologia indotta su E dalla topo1ogia prodotto

in ~F. Ricordiamo che a(E,F) è la topo1ogia localmente conves

sa più debole su E per cui F è il suo duale topologico.

Se U è un sottoinsieme di E indicheremo con UO (il polare

di U) il sottoinsieme di F così definito:

Uo ={Y E F l<x,y>1 < 1 VXEU}.

Ricordiamo che UO è assolutamente convesso e debolmente

chiuso e che se U è a sua volta assolutamente convesso e debol

mente chiuso allora UOO
" {Uo)o = U.

Se E è slc, c'è una dualità naturale <E,E'> dove El è

il duale topo1ogico di E. Notiamo che se la topologia su

E è la più forte topologia localmente convessa, cioé quella

cui intorni sono tutti gli insiemi assolutamente convessi

e assorbenti (la indicheremo con.\!') allora E'=E*.

Un insieme H c E' si dice equi continuo se è contenuto

nel polare di un intorno.
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Sarà utile nel seguito il seguente classico

Teorema 1.1. (Alaoglu-Bourbaki).

Se U è intorno in E slc, allora UO c E' è a(E',E) compatto

Descriviamo una tecnica usuale per definire differenti

topologie su E ed F, una volta che siano state introdotte

le topologie deboli. Si dice bornologia su E (relativa alla

dualità <E,F» una famiglia 43 di sottoinsiemi a(E,F)-limitati

tal i che:

( i ) B, , B2 € iB => ] B € iB B, U B2 c B',

( i i ) B € <8, p € J( = l C € 43 pB c C;

( i i i ) span{ U B } è a( E ,F ) denso i n E.
B€iB

Data una bornologia iB su E, si definisce una topologia

ir(jJ localmente convessa su F prendendo come intorni in F

polari degli elementi di 43. Osserviamo esplicitamente che

tale topologia è quella della convergenza uniforme sugli

elementi di 43.

Esempi. Sia E slc e consideriamo la dualità <E,E'>.

,. Se iB è la famiglia di tutti sottoinsiemi finiti

di E', "iB coincide con a(E,E').

2. Se 43 è la famiglia degli insiemi precompatti di E

(o compatti) "43 è la topologia sU E' della convergenza uniforme

sui precompatti (compatti) di E e sarà denotata con" (E' ,E)
pc
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3. Se ill è la famiglia degli insiemi assolutamente convessi

e a(E' ,E)-compatti in E', ~~ sarà denotata con "(E,E') (topo

logia di Mackey su E) ed è la topologia localmente convessa

più forte per cui il duale topologico di E è E'.

4. Se ill è la famiglia di tutti gli insiemi a(E',E)-

limitati di E', ~ill è la topologia forte su E e sarà indicata

8(E,E').

El ovvio che negli esempi precedenti si possono scambiare

E ed E'.

Non è difficile convincersi che la topologia debole si

conserva passando ai sottospazi ed ai quozienti, e che la

topologia di Mackey si conserva passando ai quozienti. Invece

la topologia " non si conserva in generale per restrizione

ai sottospazi; infine, la topologia forte in generale non

si mantiene né per passaggio ai quozienti né per passaggio

a sottospazi.

Dual ità di operatori.

Sia T un operatore debolmente continuo fra due slc E ed

F. Si defin;scel'operatore aggiunto T':F ' -io El tramite l'equa

zione

.( x,T 'y' > = < Tx,y' > VxeE, Vy'eF'.
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T' risulta debolmente continuo e valgono le seguenti rela

zioni:

Ker T' = [T(E)]o

Ker T = [T'(F'}]o ,

da cui si deduce, per esempio, che TI è 1-1 se e solo se

T(E) è denso in F. Nel seguito useremo il seguente

Teorema 1.2 del rango chiuso.

Se E ed F sono spazi di Fréchet e T:E ~ F è continuo, sono

equivalenti:

(i) T(E) è chiuso in F

(ii) T' (F') è a(E' ,El chiuso in E'.

In generale questo teorema non vale in slc. E' invece

generale il seguente

Teorema 1.3 di omomorfismo debole.

E,F slc, T : E ~ F ;

T'(F'l è a(E',E) chiuso se e solo se T è omomorfismo debole.

E' interessante anche sapere quando un operatore T:E ~ F

debolmente continuo resta continuo rafforzando le topologie

diEediF.

Se Gl e 'e sono bornologie in E' ed F' si ha che T è

E[1i~1-F[1i'e] continuo se e solo se T'('e) c;~, come si verifica

con un calcolo standard per polarità (cf. per esempio il
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Lemma 2 . 9 ) • I n particolare se T è debolmente continuo, è

anche fortemente continuo e Mackey continuo.

Da ciò s i deduce l a seguente

Proposizione 1 .4

Se T E "' F è omomorfismo debole e T ( E) F allora è

anche omomorfismo per le topo10gie di Mackey.

§2. Limiti induttivi di slc.

Ci limiteremo a ricordare i fatti essenziali della teoria

dei limiti induttivi stretti di slc.

Sia E [7' J una successione di slc tali che En c En+1 Vn,n "n ..,

e che la topologia lin+1 ristretta if1j En coincida con lin0

Posto E = ~ En, E è ovviamente uno spazio vettoriale; definiamo

una topo10gia li(localmente convessa) su E come segue:

U c E assolutamente convesso è intorno in li se e solo

se un En è intorno in E
n

per ogni n.

Notiamo che li è la topologia localmente convessa più fine

su E per cui tutte le inclusioni jn:En"' E risultano continue.

Si verifica facilmente che un operatore T definito su E è

(i-continuo se e solo se Toj é
n

continuo su E per
n·

ogni n •

Lo s p a z i o E [ li] s i d i c e l i mit e i n d utt i vo s t r e t t o de g 1 i s 1c

En , e la successione En si dice una successione di definizione

di E. Si può provare che la topologia indotta da E su ogni

En coincide con lin e che se ogni En è chiuso in En+1 (e.g.
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se ogni E
n

è completo) allora un insieme B c E è limitato

se e solo se esiste n€IN tale che B c E
n

ed è ivi limitato;

inoltre se ogni En è completo anche E è completo.

Se tutti gl i E
n

sono spazi di Fréchet allora E si dice

spazio (LF)-stretto. Osserviamo che ogni spazio (LF)-stretto

E è di prima categoria; infatti E = ~En' e se fosse di seconda

categoria uno degli En sìa E
no

conterrebbe un aperto,

e quindi sarebbe E = E
no

contro l'ipotesi che la successione

En sia stret "amente crescente. Ne segue che E non è metrizzabi

l e .

Per esempio, lo spazio !J1(Q) è limite induttivo stretto

degl i spazi di Fréchet !J1(K
j
),

tamente crescente di compatti

dove K. è una successione stret
J

invadenti Q

§3. Prodotti e somme dirette.

Sia (E.[iF.]).eA una famiglia di s'lc; indicheremo con

n E 10 spazio (localmente convesso) prodotto topologico.eA •

de gli E•
I nd i c h e r e mo con ffl E. (s Omm a dir e t t a de g l i E.) i l so tt o s p~

'eA

zio 1 ineare di

numero finito di

gia indotta da

nE. degli x = (x.) tali che x. ~ O per un
•
indici. Su ffl E. si può considerare la topolo

•
TIE , ma pi ù frequentemente esso si dota• •

della topologia localmente convessa ffl iF., la più fine per
•



cui ogni iniezione canonica j(): Eo '" {Il Eoè continua.
o

Tale topologia è più fine della topologia prodotto e si

chiama topologia somma diretta.

Questa è la topologia che useremo tacitamente nel seguito.

Osservi amo che una base d l i ntorni per ffi(';o in
o
percorre

E=ffi E è
o o

una base

d'i nt or ni i n Eo; ne s e 9ue che l a t oPo l o9 i a i ndot t a da ~ (';0

su Eo coincide con 00 .

Se lA = IN e En = E per ogni n useremo le seguenti notazioni:

ffi E
neIN n

Osserviamo che se lA è finito aìlora ~Ea coincide algebric~

indistintamente i due simboli. In

mente e topologicamente con ffi Eo ;
o

perciò in tal

particolare E2
caso, useremo

= ExE=EffiE.

Notiamo anche che un operatore T:F ~ UEo (F slc) è continuo

se e solo se Pa oT : F ... E()è continuo VI)'PI) essendo l a proieziQ.

ne canonica su El); analogamente T:ffi Eo ~ F è continua se e
o

solo se T oja: Ea '" F è continuo Va.

Mostriamo come sono fatti gli insiemi limitati

sia B c E limitato e supponiamo che esistano infiniti

i n E=ffi
o

indici

E .
o'

s i a

non

B

Bn=qn(B)t {O}

esi ste Un

che

c u iper

l'ipotesi

allora

ne segue che

contro

se

numerabile)

E ) ;
o n

1x tU
n n n

r nUn'

caso

su

i l

E

tale che

di

Eo
n

dall'intorno

i n

considerare

proiezione

assorbito

intorno

è

(basta
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limitato. Pertanto g l i insiemi l iniitati di E sono contenuti

n
i n insiemi d e l tipo @ Bo ' Bo. l imitato i n Eo ..

i = 1 i l l

Dualità tra prodotti e somme dirette.

Sono facili da vedere gli isomorfismi algebrici tra (gEo)'

e ~ E:' , e t r a (~ 'al' egEa .

E' interessante vedere quando tali isomorfismi sono topolo-

g i c i . S i a bornologia su Ea ; e siano (8 = e 43' =@ <B
o o

rispettivamente, le bornologie prodotto su

su @ Eo ' i cui elementi sono del tipo:
o

nEo
o

e somma

iB ~ B = RB CI' B e 6o o
n

(8' ~ BI = .m1 Ba Bo e 1B 0l-
i i i

Si verifica con un calcolo per polarità che l a topologia

è la topologia somma diretta"IB s u

che

iFol·o

@ E'
o a

nE'
a o

coincide con l a

@ i'i m e analogamente
o o

topologia prodotto delle

Tenendo conto dei legami tra le famiglie di insiemi limitati,

debolmente compatti e finiti in

Eosi deducono le seguenti eguaglianze:

nE
o a e nei singol i

B( g E~ ~Eo) = gB(E~

~ ( n E' tJE) = n~ (E'aa'aa a a

o ( g E~ , @ Ea ) = go (E~ , Eo )
a



8(~ E', ,

9 -

BE l = lt 8( E' , E )
et a Ci a

~ (@ E', ,

El da notare che l'uguaglianza

a(@ E', nE l = @ atE' , E,l
aO'a cr O' Cl

vale se e solo se A è finito; infatti altrimenti il prodotto

delle borno,logie degli insiemi finiti non è la bornologia

degli insiemi finiti sul prodotto.

§4. Prodotti tensoria1;

Nozione algebrica.

La nozione algebrica di prodotto tensoriale tra spazi

vettori al i è stata introdotta per studiare applicazioni bilinea

ri: infatti ogni applicazione bilineare sul prodotto di due

spazi vettoriali si può leggere come applicazione lineare

sul loro prodotto tensoriale.

Il primo esempio di applicazione dei prodotti tensoriali

nello studio di problemi di anal isi funzionale è dovuto a

Schatten [27J che introduce i l prodotto tensoriale di due

spazi di Hilbert.

Lo studio sistematico di "buone topologie" sul prodotto

tensoriale di slc è intrapreso, però, solo nel 1955 con la

fondamentale tesi di Grothentieck [gJ nella quale è messa

in luce l'importanza dei prodotti tensoriali praticamente

in tutti i campi dell 'analisi funzionale.
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Siano E,F spazi vettoriali: denotiamo con B(E,F) lo spazio

delle forme bilineari definlte su ExF e con B*(E,F) il suo

duale algebrico. Consideriamo l'applicazione bilineare:

o : E x F ~ B*(E,F)

così definita:

O(x,y)(b) = b(x,y) VbeB(E,F) .

Posto xOy = O(x,y), denoteremo con EOF l'inviluppo lineare

dell' immagine dell 'applicazione O in B*(E,F). Notiamo che

se (ei)ieI e (fj)jeJ sono basi di Hamel per E ed F rispettiva

mente, allora (e i 9 fj)(i,j)eIxJ è base di Hamel per E9F.

Inoltre valgono le seguenti relazioni:

EOF-FOE

E O (FOG) " (EOF)OG

E O (FxG) - (EOF) x (EOG)

EOD<-E

dove - denota isomorfismo algebrico.

-Sia ora TeL(E9F,G); poniamo T = T o 9; TeB(E,F;G) (spazio

-
delle funzioni bilineari da ExF in G). L'applicazione T "T

-è lineare e bigettiva, e l'inversa T" T è data da:

n
T( l: x.

i = 1 l
O y.) =

l

n _

l: T(x.,y.).
i = 1 l l

Gli spazi L(E9F ,G) e B(E,F;G) sono allora algebricamente

isomorfi.
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In particolare, se G=K si ha (E~F)* = B(E,F).

Consideriamo ora 1'applicazione

x: E* ~ F • L(E,F)

così defini ta:

n
x( I x'" ~ Yi)(x) =

i = 1 l

n
L: <x.x'*:>y.;

i = 1 ' 1

essa induce un isomorfismo algebrico tra E*~F e il sottospazio

degli operatori di rango finito in L(E,F),

Definiamo infine il prodotto tensoriale di due applicazioni:

così definita:

estesa per linearità a tutto El~E2; evidentemente Tl~T2EL(El~E2'

Fl~F2) ed è il prodotto tensoriale di T1 e T2 ,

Prodotto tensoria1e proiettivo di slc.

Siano ora E ed F slc; denotiamo con E~nF (prodotto tensori~

le proiettivo di E ed F) il prodotto tensoriale E~F munito

della topologia localmente convessa più fine per cui l 'applic~

zione ~ è continua. Se U è intorno in E e V è intorno i n
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F, posto UQV=Q(UxV), proviamo che la famiglia '/1'= (r(UQV)},

al variare di U e V in due basi d'intorni in E ed F rispettiv~

mente, è base d'intorni in E ~nF.

n
W = r(U~V) è assorbente; infatti, sia zeEQF, z= E x.~y.;

; .: 1 l 1

poiché U e V sono assorbenti, esistono Ài ' ~i>O tal i che

ne segue

\li=1, ... ,n;

(* ) z =
n
E À.~·

; =1 ' l

x.
(-') ~

Ài

y.
(-') €

~i

n
( EÀ.~.)W.

i =1 l l

E' chiaro inoltre che '/l'è base di filtro, poiché r(U,~V,)n

nr(UZ~V2):> r((u,nUZ)Q(VlnvZ)) e quindi definisce una topologia

su E~F; per come è definita essa è evidentemente la più

fine per cui Q è continua, e quindi è la topologia proiettiva

su EH.

Osserviamo che se E ed F sono metrizzabili allora anche

E~nF è metrizzabile perché prendendo basi d'intorni numerabi

li in E ed F "/frisulta anch'essa numerabile.

Con un rapido calcolo si verifica la seguente relazione

fra i funzionali di Minkowski associati a U,V e W=f(UQV):

n
PW(z) = inf{ E PU(X.)PV(Y')} ,

i = 1 l l

dove l'inf è su tutte le rappresentazioni di
n

z= E x.Qy ..
i = 1 1 1
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Ne segue subì to che se E,F sono spazi normati allora anche

E~ F è spazio normato con norma
rr

Id
n

= inf( E Ix.1
i =1 l

L'isomorfismo algebrico tra L(EH,G) e B(E,F;G) ristretto

a ..'t(E@ F,G) è un isomorfismo algebrico su S\j(E,F;G). Infatti
n

T = To ~ è continua su ExF per composizione; viceversa, se

b E S\j(E,F;G) e T è definita da
n

T( E x.@y.)
i =1 1 1

n
E b(x.,y.)

i == 1 l l

-
allora T=b, e T è continua su E@nF; per provarlo, sia W intorno

(assolutamente convesso) in G: esistono U,V intorni in E

ed F tali che b(UxV) e W; per come è definito T ne segue

T( f(U@V)) e W, cioé la continuità di T. In particolare, se

G=D< s i o t t i e n e (E @n F)' ::. S\j( E, F) a l ge b r i c a me n t e .

In generale, E@nF non è completo anche se E ed F lo sono;

E@ F denoterà il suo completamento.
n

Prodotto tensoriale iniettivo di sle.

Siano E,F slc; consideriamo l'applicazione:

x: E Q F -• .I!'(E~ ,F)

(dove E~ = E'[a(E',E)]) definita da

n
x( E x.

i = 1 1
Q y.)(x')

1 .

n
l: <x.,x'>y.

i = 1 1 l
Vx'eE';

essa è isomorfismo algebrico sul sottospazio

.I!'(E~ ,F) degli operatori di rango finito.

y( E~ , F) di
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Introduciamo Su S!'(Ea ,F) la topologia 0c della convergenza

uniforme sugli insieml equicontinui di E'; una base d'intorni

per Pc è data da:

Wu,V = (TeS!'(E~ ,F)

quando U e V variano in basi d' intorno di E ed F.

E~F, munito della topologia indotta tramite X, è il

prodotto tensoriale iniettivo di E ed F e verrà indicato

con E2(F. Si vede facilmente che le semi norme che definiscono

la topologia in E~ F sono date da:
c

n
C u V(z) = sup{1 L <x.,x'><y·,y'>I;x'eUo,Y'eV o },

, ;=1 l l

per z =

Facciamo notare che se E,F sono metrizzabili allora anche

E~ F
€

l o è', inoltre se E ed F sono normati la topologia

è quella della norma degli operatori in Y'(E',F) e quindi

L1applicazione bilineare x o ~ ExF "Y'(E" ,F) applica

UxV in Wu,v con ovvia notazione e quindi ~:ExF"E~cF è conti

nua; se segue che {Cc è meno fine della topologia prc;ettiva.

In particolare, se E ed F sono normati vale la relazione

id <~zll.
€ - TI

Come prima, indicheremo con E~€ F i l completamento di E~€ F.
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Osservazione.

Con le topologie e: e 11 si verifica facilmente che le

proprietà formali algebriche del prodotto tensoriale (p.lO)

valgono anche in senso topologico; in particolare gli isomorfi

smi sono isometrie nel caso di spazi normati.

2. TEOUMI DI GRAFICO CHIUSO.

§1. Teoria classica.

Et ben nota l'importanza che tanto nell1analisi funzionale

astratta quanto nelle applicazioni rivestono teoremi di grafi

co chiuso e teoremi di omomorfismo. primi risultati in

questa direzione sono i classici teoremi di Banach del grafico

chiuso e dell'applicazione aperta tra spazi di Fréchet ([1]);

la nascita della teoria delle distribuzioni ha motivato la

ricerca di generalizzazioni agli spazi (LF), classe in cui

rientrano gl i spazi !1il( Il). Dieudonné e Schwartz [6] hanno

provato il seguente teorema di cui presentiamo la dimostrazio

ne originale:

Teorema 2.1.

Siano E,F spazi (LF) stretti: T

e surgettivo è aperto.

Dimostrazione.

E -... F 1 i neare (oot i nuo
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Proveremo che, se U è un intorno dello zero in E, allora

T ( U) è intorno dello zero i n F', sarà sufficiente provare

che T(UlnF n è intorno dello zero i n F
n

(per ogni n ) . Posto

per la surgettività di T risulta

poiché T è continuo, Gmn è chiuso per ogni m,n, e quindi

d a l teorema di Baire segue che Vn uno de; sottospazi T ( G ) -mn

11 teorema di omomorfismo- è di seconda categoria;

F : ne segue
n

i n F: poiché è acquisi-

un intorno

- F mostra allora che
nT IG : Gm n

ffion o

che T(Gmonn U) cor,tiene

T(U)nFnJT(GmonnU) la tesi

aappl icatod i

ta. O

5; a

T(G
mon

) =

dello zero

Con tecniche analoghe si può provare anche un teorema

di grafico chiuso tra spazi (LF) stretti (cf. [6J e an c h e

[13J e [9J).

§2. Spazi di Ptak.

La dimostrazione di Banach e quella di Dieudonné e Schwartz

sfruttano (come anche abbiamo visto nel caso della seconda)

in modo essenziale il concetto di categoria e il teorema

di Baire. In quest'ordine di idee si è pervenuti ad ampie
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generalizzazioni grazie a11 I introduzione degli. spazi webbed

dovuta a De Wilde (cL(4], [42]). In un'altra direzione,

Ptak (cf. [21J,[22])ha avuto il merito di riconoscere i legami

tra teoremi di grafico chiuso e la teoria generale della

dualità. Il punto di partenza della teoria di Ptak è la segue~

te sempl ice

Osservazione 2.2.

Sjano E,F slc, T : E "F un operatore e sia

T* : F* -lo- E* ,

l'aggjunto algebrico di T.

A1 l o r a i l s o t t o s p a z i o O = (T * ) - 1 ( E ' )nF ' è a( F ' ,F ) - d e ns o i n F'

se e solo se T è chiuso.

Dimostrazione.

Proviamo che

G(T) = G(T)oO => D è denso.

S i h a

G(T)o ={(x',y')€E' x F' :<x,x'>+<lx,y'>

= {(-T*y',y') € E' x F' : y: € Dl,

da cui:

O vx l =

(x,y) € G(T)°o = <Tx,y'> - <y,y'> = O Vy' € D

-e=> Tx _ y € Do,
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p e r c i Ò G(T) = G( T) o o <=> Do = O. O

Se D è anche a(F' ,F)-chiuso, allora T è debolmente continuo;

infatti in tal caso D=F', e quindi T*(F') c E', che è equivale

alla debole continuità dl T.

La possibilità di ottenere teoremi di grafico chiuso parten

do da queste considerazioni è dunque legata a11 'individuazione

di classi di spazi per cui D risulti debolmente chiuso e

contemporaneamente T risulti, oltre che debolmente continuo.

anche continuo.

Un potente strumento per studiare la chiusura debole di

sottospazi (e più in generale di insiemi convessi)

topologico di uno slc è il classico

Teorema 2.3 (Krein-Smulian).

del duale

Uno spazio localmente convesso metrizzabile E è completo

se e solo se vale la seguente proprietà:

(KS) un sottoinsieme convesso G di E' è a(E',E)-chiuso se

e solo se GnU o è a(E',E)-chiuso per ogni intorno U in

E.

Tenendo conto di questo teorema e dell 'obbiettivo indicato

Ptak dà la seguente

Definizione 2.4.

(i) Uno spazio E è Br-completo se (KS) è vera per ogni

sottospazio G atE' ,E)-denso in E'.
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E è B-completo se ogni quoziente separato di E è

B -completo, o equivalentemente se (KS) è vera per ogni sotto
r

spazioGcE'.

Gli spazi B-completi (risp. Br-completi) si chiamano anche

spazi di Ptak (risp. infra-Ptak).

Esempi.

1. Il teorema di Krein-Smulian mostra che ogni spazio

di Fréchet è B-completo.

2. è B-completo per ogni insieme di indici I ., per

non numerabile si ottiene così un esempio di spazio B-completo

non metrizzabile. Inoltre ogni spazio debolmente completo,

poiché è isomorfo a un K1 , è B-completo.

3. Il duale di uno spazio di Fréchet è B-completo per

la topologia di Mackey; in particolare il duale forte di

uno spazio di Fréchet riflessivo è B-completo.

4. Ogni quoziente di uno spazio B-completo è B-completo.

Per altri esempi di spazi Br-completi e B-completi cf.

[17], [33J, [34J .

Proposizione 2.5.

(i) Ogni spazio B -completo è completo.
r

(ii) Ogni sottospazio di uno spazio B-completo o B ccomp1eto
r

ha la stessa proprietà.
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Dimostrazione.

(i) Ricordiamo una caratterizzazione degli slc completi

dovuta a Grothendìeck~ E è completo se e solo se ogni iperpiano

F c E' tale che Fnu o è debolmente chiuso per ogni intorno

U in E è debolmente chiuso.

Sia allora F un iperpiano di El con Fnu o chiuso per ogni

intorno U; F non può essey'e debolmente denso in E' perché

E è Br-completo, e quindi è debolmente chiuso.

(ii) Proviamo l'asserto pergli spazi Br-completi; nel caso

dei B-completi si procede in modo analogo.

Sia F sottospazio

è debolmente isomorfo

chiuso di E (Br-completo); allora F'

a E'/F', e sia Q:E'" F' la suriezione.

Se G è sottospazio debolmente denso ; n F I e tale che Gnv o

è debolmente

Banach segue

chiuso VV

- 1che Q (G)

intorno in F, dal teorema

è debolmente denso in E'.

d i Hahn-

Ma per U intorno in E risulta:

e quindi, essendo UnF intorno in F, dalla continuità di Q
') .

non sono

PertantoE ' •i nchiusodebolmenteèche

= E' perché E è Br-completo e quindi G=F'. O
Osserviamo che esistono spazi Br-completi che

segue

Q-l (G)

B-completi [41J.

§3. Spazi botte.

Ricordiamo che, dato un slc E, si dice botte un sottoinsieme
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di E assolutamente convesso, assorbente e chiuso. Le botti

in uno slc sono legate agli insiemi debolmente limitati del

duale, come mostra la seguente

Proposizione 2.6.

Sia E un slc e G un sottoinsieme di E'; G è debolmente

limitato <=::::> GO è una botte di E.

Dimostrazione.

GO è assolutamente convesso e chiuso (perché polare di

un insieme); proveremo che è assorbente se e solo se G è

debolmente limitato.

G debolmente l imitato <-> sup I <X,x '> I<ro yxeE
x1eG

<= VxeE 3 p>O supl<x,x'>1 < p <=
x' eG

< '> VXe E Jp > O : x e P GO.

Definizione 2.7.

D

Uno slc E si dice spazio botte (barreled, tonnelé) se

ogni botte è intorno dell'origine.

Alla luce della Proposizione 2.6 una immediata caratteriz-

zazione degli spazi botte è la seguente:

Ele] è spazio botte <=> i'i= a(E,E')
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Esempi.

1. Ogni spazio di seconda categoria è uno spazio botte.

Sia infatti U una botte in E; allora E
00

U n U, e quindi
n= 1

o o o,...,.
esiste no tale che noU 'I 0 ne segue che U'I0 e, poiché OeU,

U è intorno.

In particolare ovviamente ogni spazio di Fréchet è spazio

botte.

2. Ogni limite induttivo stretto E di spazi botte è uno

spazio botte.

Per vederlo sia (EnJ una successione di definizione per

E, e sia U una botte in E; allora ogni Un=UnE
n

è botte, e

quindi intorno dell 'origine, in E
n

. Dalla definizione della

topologia di E segue la tesi.

In particolare gli spazi (LF) stretti sono spazi botte,

e quindi non tutti gli spazi botte sono spazi di 2 a -categoria.

3. Ogni quoziente F=E(G di uno spazio botte E è uno spazio

botte. Infatti, se U è botte in F,p-1(U) è botte in E, dove

p è l'applicazione quoziente di E su F; allora p-1(U) è intorno

in E e quindi U=pp-1(U) è intorno in F perché p è aperta.

4. Il prodotto topologico di spazi botte è ancora uno

spazio botte.

Se E= ilEa' e Ea ha la topologia forte Va anche E ha

la topologia forte (cf. p.B) e quindi è spazio botte.
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5. Limiti proiettivi e sottospazi di spazi botte non è

detto che siano spazi botte; è vero però che sottospazi di

codimensione numerabile restano spazi botte. (cf.

cf. anche [5J nel caso finito).

[38] e

In generale, non è vero neppure che il duale forte di

uno spazio botte è spazio botte.

Una proprietà degli spazi botte utile per la nostra discus-

sione è espressa dalla seguente

Proposizione 2.8.

S i a n o E un o s p a z i o bo tt e ed F uno s l c; o g n i o pe r a t o r e T: E-. F

debolmente continuo è continuo.

Dimostrazione.

S i a V un intorno assolutamente convesso e chiuso i n F',

T-l(V) è assolutamente conv-esso e assorbente perché l o è

V, ed è debolmente chiuso per l a debole continuità di T',

ma allora è anche chiuso i n E ed è quindi una botte. D

Osserviamo che questo risultato si deduce subito dalla

discussione sulla dualità di operatori fatta nella prima

parte.

§4. I teoremi del grafico chiuso e dell 'applicazione aperta

nella teoria di Ptak.

Siamo ora pronti a provare teoremi del grafico chiuso

e dell'applicazione aperta nella formulazione di Ptak.
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Premettiamo per comodità il seguente semplice

Lemma 2.9. Siano E.F slc e T : E ~ F debolmente continuo:

[T ( A)] o = (T') - l (A o )

Dimostrazione.

per ogni A C E.

y' € [T(A)]o = l <Tx,y' >1 < 1 Vx € A

< 1 Vx € A
<->

D

Teorema 2.10 del grafico chiuso

Siano E uno spazio botte ed F Br-completo. Ogni operatore

chiuso T E ~ F è continuo.

Dimostrazione.

Sia T* : F*~ E* l'aggiunto algebrico di T; T* è a(F*,F)

-a(E*,E) continuo. Poiché ogni sottospazio di F è Br-completo

(cf. Proposizione 2.5), non si perde di generalità supponendo

che T(E) sia denso in F

I l sottospazio

è 1-1.

per l'osservazione 2.2 è a(F',F)-denso in F'. Se proviamo

che O=F', T risulterà debolmente continuo e quindi continuo

per la Proposizione 2.8. Poiché F è Br-completo, è sufficiente

nrovare che onv o è O(F' ,F)-Chiuso per ogni intorno V in F.
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Si a allora V un intorno (assolutamente convesso e chiuso)

i n F , e s i a W = T-l(V); W è botte i n E, e quindi intorno

perché E è spazio botte. Per i l Teorema di Alaoglu-Bourbaki

WO = WO è a (E", E) -compatto e quindi a(E*,E)-compatto. Per

acquisire la tesi basta allora provare che

Ma

T (OnVo) = T*(OnVo)nE' =
°

= W • n E' = WO

(dove' indica il polare in E*) per il lemma 2.9. O

Dal teorema del grafico chiuso si deduce agevolmente il

Teorema 2.11 dell'applicazione aperta.

Siano E B-completo ed F spazio botte.

Ogni operatore T : E ~ F continuo e surgettivo è un omomor

fismo.

Dimostrazione.

L1operatore

canonicamente associato a T è bigettivo e continuo. Allora

T~1 è chiuso ed è continuo per il teorema precedente; ne

segue che To è aperto e quindi anche T. O
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Corollario 2.12.

Ogni operatore bigettivo e continuo, T

B -completo ed F spazio botte. è isomorfismo.
r

E -> F, con E

Osservi amo che i l teorema 2.1 di Dieudonné e Schwartz

non è contenuto nel teorema 2.11 perché gli spazi (LF) (anche

stretti) non sono in generale Br-completi, come si vedrà

nel seguito. Con successivi raffinamenti A. e W.Robertson

hanno ritrovato il risultato di Oieudonné e Schwartz in questo

ordine di idee estendendo la teoria di Ptak (cf.[23J.[24J,[11J.

[30J,[31J e anche [12J).

Osserviamo che le classi di spazi qui introdotte sono,

in certo senso, massimali rispetto alle proprietà di grafico

chiuso e di omomorfismo.

$i possono provare infatti le seguenti proposizioni. per

le cui dimostrazioni rimandiamo ai trattati di Jarchow e

Kothe (cf. anche [15J):

(i) Uno slc E è B-comp1eto sse ogni operatore continuo e

surgettivo da E in F. con F spazio botte, è aperto.

(i i) Uno slc E è Br-completo Sse ogni operatore continuo e

bigettivo da E in F, con F spazio botte, è aperto.

(iii) Uno spazio E è botte sse ogni operatore chiuso da

E in uno spazio di Banach è continuo.
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§5. Due teoremi di interpolazione.

Dimostriamo ora due classici teoremi d ' interpolazione

che saranno utili nel seguito e che possono essere dedotti

dal teorema del rango chiuso e dal teorema di Krein-$mulian.

Teorema 2.13 (interpolazione di Borel).

Sia (a,b) c R e c un punto di (a,b). Data una successione

di numeri reali. esiste
00

feC (a,b) tale che

Dimostrazione.

S i a

così definito:

T C oo(a,b) ~ w

Tg = (g(n) (c)) ,

T è lineare e continuo; proveremo che è surgettivo. A tal

fine è sufficiente provare che T' è 1-1 e che T' ha rango

debolmente chiuso. Siano (ea,e". "'€n"") i vettori canonici

di '1'= w'. Risulta per ogni geCOO(a,b}:

e quindi T'e = (_l}n é (n) (derivata n-esima della distribuzione
n c

di Dirac in c).

Ricordiamo che una base di intorni di C OO(a,b) è data da

SUplg(k)(X) I <l/n,
J

n
-

k<n}dove (J )
- n è una successione
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d'intervalli compatti invadenti (a,b). Per provare che T'q>
00

è debolmente chiuso in C (a,b)' è sufficiente mostrare, per

i l

Vn.

teorema di

Poiché

Krein-Smulian che T' q> n UO è debolmente chiuso
n

T 'q> = span lo(n)}
c

si vede facilmente che:

o ( k ) _T'q>nU n c En= spanloc ,k-O,1, ... ,n} c T'q> .

Siccome dim E =n
n '

è debolmente chiuso i n COO(a,b)'

e T'q>nu~ è chiuso in En si ha la tesi. D

Teorema 2.14.

Sia (zn) una successione in [ senza ~unti di accumulazione

al finito, e sia (a o ) una successione di numeri complessi.

Esiste una funzione intera tale che

per ogni neN.

Dimostrazione.

Procedendo come nel teorema precedente sia:

T H([)··w

Tg = (g(zn))'

Risulta

T'e n

geH([) .
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e quindi T' :""'H'([) è 1-1.

Come prima si vede che T'", è debolmente chiuso in H' ([)

e quindi che T è surgettivo. [J

3. RAPPRESENTAZIONI DI SPAZI DI FUNZIONI CONTINUE.

§1. Alcuni risultati classici.

Un vecchio problema lasciato aperto da Banach nel suo

celebre trattato era il seguente:

E' vero che C([O,lJx[O,l]) è isomorfo a C([O,l])?

E' da notare che Banach sapeva che non potevano essere

isometrici perché aveva provato, nel caso C(H) e C(K) sepa

rabili (e equivalentemente H e K metrizzabi1i) il seguente

teorema dovuto a M.H.Stone nella sua formulazione generale:

Teorema 3.1. (Banach-Stone)

Siano H e K spazi compatti; C(H) è isometrico a C(K) se

e solo se H è omeomorfo a K.

La

oltre

risposta a

trent'anni

questo

dopo l a

problema (affermativa)

sua formulazione, ed

si è avuta

è contenuta

nel famoso

Teorema 3.2 (Milutin).

Se K è un compatto metrico non numerabile, allora C(K)

è isomorfo a C([O,lJ).

Segnaliamo che esiste una classificazione isomorfa di
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tutti gli spazi C(K), con K compatto metrizzabile, per la

quale rinviamo a Lindenstrauss e Tzafriri [14].

Nello studio degli spazi di funzioni continue, come si

vedrà anche nel seguito, sono utili strumenti teoremi di

estensione che siano legati alla struttura vettoriale degli

spazi in oggetto: il teorema di Tietze è perciò inadeguato

in quanto l'operatore di estensione che fornisce non è lineare.

Di grande utilità è invece il seguente teorema di estensione

simultanea dovuto a Borsuk e Kakutani (cf. [14], [2J e [40]).

Teorema 3.3.

Sia K compatto, e H e K chiuso e metrizzabile; esiste

un operatore T c(H) C(K) tale che (H) iH=f HEC(H),

lITri = ~q en H = l K dove l H e 1 K sono rispettivamente l'iden-

tità di C(H) e C(K).

Una immediata conseguenza è il seguente utile

Corollario 3.4.

Nelle ipotesi del teorema 3.3, esiste un sottospazio E

di C(K) isometrico a C(H) e complementato in C(K) con proiezi~

ne di norma uno.

Dimostrazione.

Siano T C(H) ., C(K) l'operatore dato dal teorema 3.3,

R : C(K) - C(H) operatore di restrizione, ed E=T(C(H)).
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E è evidentemente isometrico a ((H), e P = TR è la proieziQ

ne cercata.

§2. Il metodo di decomposizione di Pelczynski.

Il metodo in esame è stato introdotto da Pe1czynski in

[19J per studiare una situazione di Questo tipo:

Siano E ed F spazi di Banach (o, più in generale, slc),

con E isomorfo ad un sottospazio complementato di F e F isomor

fo ad un sottospazio complementato di E (scriveremo nel segui

to E<F, F<E rispettivamente);

in quali ipotesi su E ed F si può concludere che E ed

F sono isomorfi?

Noi esporremo questo procedimento prima attraverso alcuni

esempi, e poi nella formulazione astratta dovuta a D.Vogt

[45J .

Negli esempi che seguono supporremo di essere nella ipotesi

del problema enunciato,

Esempio 1.

con E - F & F , F - E & Eo '- o

Se E - E2 (= E & E) e F "- F2 allora E-F. Infatti

F

dacuiE-F.
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Esempio 2.

Se E .::: (E @ E @ ... ) p (1 ~ P < 00, o ppur e p=O) a l l o r a E::F.

Intanto, risulta E '- E @ E, e quindi come nell 'esempio 1

E @ F - F;

inol tre:

E@F_-(E@E@ .•• )@F-
p -

::((F @ Fa) @ (F @ Fa) + "')p It F-

- (Fa It Fa It "')p It (F It F It "')p It F-

- (Fa It Fa ~"')p It (F It F It "')p::

- ((FItF )1t(FItF )It ••• ) -(EItEIt ... )p - E.o o p- -

Quest'esempio è servito a Pelczynski (ed a Lindenstrauss

" 00 )nel caso di ~ per provare che ogni sottospazio complementa-

to di ~p (1 < p -2 00) e di Co è isomorfo allo spazio stesso

(notare che ~p - (~p @ ~p @ "')p e co::(co@colt ... )o)'

Esempio 3.

Siano E ed F slc e E ~ ~, con G slc.

Allora E - F. Infatti, come prima, E E2 , e quindi

Seguendo Vogt esponiamo ora la formulazione astratta del

metodo di Pelczynski.
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Sia A un'applicazione che assegna ad ogni slc E un altro

slc AE, in modo che:

(i) A(AE) - AE- E @ AE

(ii) A(E @ F) - AE @ AF.

Proposizione 3.5.

Siano E,F slc. Supponiamo che AE<F e F<AE; allora AE-F.

Dimostrazione.

Siano Fo,E o Lc. AE - F @ Fo ' F ._ AE @ Eo ' allora si ha

AE := A(AE) - A(F@F ) _ AF @ AF - F @ AF @ AF - F @ A(AE) - F@AE- o - o - o - -

ed anche

F _ AE + E - A(AE) @ E - A(AE @ E) @ Eo .:A(AE) @ AE @ Eoo o

- AE @ F. D

Osserviamo che negli esempi precedenti l'applicazione

A er a:

AE = E @ E nell'esempio 1 ,

AE = ( E @ E @ ... ) p nell'esempio 2 ,

AE = EIN nell'esempio 3,

e si supponeva E

Esempio 4.

AE. Diamo altri esempi:

Se AE = E(IN) la (i), (ii) si verificano facilmente.
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Esempio 5.

Si a G uno s l c t a 1e c he G - G ij II( e G - G 9. G, con • = <, n;

definiamo AE = G ~.E.

La verifica di (ii) è immediata tenendo conto delle propri~

tà del prodotto tensoriale. Proviamo (i):

A(AE) = G 9.(G Q.E) =(G Q.G) a.E - G Q.E = AE

-
AE = G Q.E =lG i IK) Q.E - G Q.E ~ E = AE ~ E . D

§3. Rappresentazione di CIO) e di Co(K).

Siano K, O c ]Rn, K compatto con interno non vuoto e 0(10)

aperto, CIO) sarà lo spazio di Fréchet delle funzioni continue

su O con la topologia della convergenza uniforme sui compatti,

lo spazio di Banach delle funzioni continue su IR n e

a supporto contenuto in K con la norma del sup.

In questo paragrafo proveremo i seguenti risultati (dovuti

a M.Valdivia (cf. [40], [37]).

Teorema 3.6

Co(K) - Cl [0,1]).

Teorema 3.7

CIO) =C([0,1])IN.

Alla dimostrazione è necessario premettere seguenti



- 35 -

Lemma 3.8

(il C([O,lJ)- C([O,lJ) ffi J(

(ii) C([O,lJ) - C([O,lJ) ilc C{[O,lJ)

Dimostrazione.

(i)Per H e K compatti l'applicazione T

Ù " unione disgiunta) definita da

{

f ( x )

T(f,g)(x) "
g ( x )

è un isometria fra gli spazi indicati,

se

se

C(K) ffi C(H) 'C(K Ù H)

x € K

x € H

Se K " [O,lJ e H è un punto per il teorema di Milutin

sihala(i).

(ii) Per il teorema di Milutin è sufficiente provare che

Dimostriamo pi~ in generale che

-C(H x K) • C(H) 9c C(K) HeKcompatti.

Posto per z "
n
I f 99ieC(H)9cC(K),

i "1 l

Tz(x,y) "
n
I f.(xlg·(y)

; =1 l l
€ C(HxK).

Tz non dipende dalla rappresentazione di z e T è un'isometria;

infatti:
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n
sup I" <f.,~><g.,v>

1~1=llv~=l i=l l l

=

n
sup I" f f.d~f g.dv I =

1~~=lvl=l i=l H l K l

= su p If
1~1=lvl=l HxK

n

" f.i = 1 l

n
< sup I" f.(x)g.(y) I;

(x,y)eHxK ;=1 l l

d'altra parte

sup
(x,y)eHxK

sup
(x,y)eHxK

n
I" f.(x)g·(y)1 =. 1 l l

l =

n
I" <f.,o ><g.,o >

i=1 l x l Y
< < ( z )

poiché 101=101=1.x Y

Allora a meno di isometrie C(H) 0< C(K) è denso in C(HxK)

per il teorema di Stone-Weierstrass e quindi il suo completa-

mento C(H) ~ C(K) è C(HxK).
<
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Lemma 3.9.

Sia ~ : Q c Rn aperto. Esiste un ricoprimento di Q di scatole

compatte che ·subordina una partizione dell'unità di classe

COO
•

Dimostrazione.

Sia (K
j

) una successione di compatti invadenti Q tali
o o

che ~ 1 Kj c Kj c Kj +1 Vj. Ricopriamo Kl con un numero finito

di scatole (M
1
(1), ... M(1)j

ml o

l'gni x€K l una scatol a Mx c K2

o
contenute i n K2 , prendendo per

ed estraendo poi un ricoprimento finito

di Kl . Allo stesso modo, per j 2 2, ricopriamo
o

K.,K. 1 con
J J -

un numero finito di scatole contenute i n

La famiglia è localmente finita e quindi s i può

costruire in modo standard una partizione dell 'unità di classe

C 00 ad essa subordinata.
D

Dimostrazione del teorema 3.6.

Per il lemma 3.8 si può applicare il metodo di decomposizi.".

ne di Pelczynski come nell 'esempio 5~ basta

che C( [O, 1J) <Co(K} e Co(K) <C( [O, lJ).

quindi provare

Sia P una scatola compatta di Rn che contiene K, e poniamo
o

M:P'K. Se T è l'operatore di estensione fornito dal Teorema

di Borsuk, T C(M} 4C(P), proviamo che si ha C(P):T(C(M))@Co(K).

Infatti se f€CO(K) nT(C(M)), ed f=T(f )=0
1M

per 1 a



- 38 -

linearità di 1; ne segue che Co(K) n l(C(M)) = {O}. Inoltre,

se fEC(P), f=T(fIM)+(f-T(f
IM

)), con T(fIM)ET(C(M)) e

( f - T( f IM) ) ECo ( K). Qu i nd i Co ( K) < C( [O, 1]l = C( P ) .

o
Sia ora Qr~ una scatola chiusa contenuta in K e ~ECo(K)

una funzione che vale l su Q, (II~II = 1); tramite il teorema

di Borsuk si costruisce immediatamente un operatore di esten-

sione isometrico S da C(Q) in Co(K). Se allora R : Co(K) ~C(Q)

è l'operatore restrizione si ha

IC(Q) = RS,

e quindi P = SR è proiezione di Co(K) su C(Q) _ C( [0,1]).

Dimostrazione del teorema 3.7.

In virtù della Proposizione 3.5 con AE=EIN , è sufficiente

provare che Cun <C( [O,l])IN e che C( [0,1] )IN<C(Q).

Siano .;11 = (Mi) come nel Lemma 3.9 e (~i) una partizione

dell'unità ad essa subordinata. Definiamo gli operatori

00

R : C(Q) -, rr
i = 1

c(M. )
l

e T 'Ii
i = 1

C(M.) -, C(Q)
l

evidentemente TR = IC(Q)' e quindi, al solito, C(Q)< 'Ii C(M.)
i = 1 l

che è isomorfo a C([O,l])N per il Teorema di Milutin.
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Per dimostrare l'altra relazione siano (N
i

) e (P i ) due

successloni di scatole compatte contenute in n e tali che
o

Ni c P i Vi, PinPj=~ Vi;j, e siano

ni€co(P i ), ni=l in Ni ~nill=1, Vi.

Definiamo gli operatori

(n·) funzioni tali che
l

00

S: rr C(N
i

) ~ C(Q)
i =1

-
dove fi€C(P i ) sono le estensioni date dal teorema di Borsuk

e

R C(Q)
00

rr C(N
i

)
i = 1

Rf = (fiN)
l

Ancora una volta si ha RS=! 00 e pertanto C( [O, 1J)lN _
i~lC(Ni)

TI
i = 1

C(N.)<C(Q).
l D

Dalle proprietà generali dei duali di prodotti topologici,

essendo.4t(Q) = C(Q)' e ..11([O,lJ) = C([O,lJ)', segue

Corollario 3.10

risultati mostrati in questo paragrafo possono essere

generalizzati nel caso che Q sia aperto di uno spazio ttOOlogi

co più generale, utilizzando tecniche analoghe a quelle viste
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qui. Per quesli sviluppi confronta [40],[37] e [3B].

4. RAPPRESENTAZIONI DI SPAZI 01 FUNZIONI INFINITAMENTE DIFFE-

RENZIABILI E 01 DISTRIBUZIONI.

§1. Spazi di successioni.

m
Esporremo rappresentazioni degl i spazi C2 • C OO ([O,1]),

H([), H(D), !'À(K), !'À(>I), !'À'(>I), 8(>1), c' (>I) tramite spazi

di successioni. Perciò richiamiamo brevemente gli aspetti

fondamentali della teoria di questa spazi (cf. [12], [25].

Uno spazio vettoriale À Lc. '4'c À c w, si dirà spazio di

successioni. Il suo duale di Kathe ÀX è definito da À x =

in modo naturale la topologia debole

anch'esso ovviamente uno

= E sn o n induce
n

o(À,À x ) su À; più utile

la dualità <s,o>

m

E I s O I<m
n =1 n n
successioni.

(o E w :

spazio di

nel seguito sarà però la topologia v (À,À x ), che chiameremo

normale. definita dalla famiglia di semìnorme

xo E À •

Osserviamo che il completamento di À[v] è ÀXx e che '4'

è denso in À[v]. Inoltre v è compatibile con la dualità

x x
<À,À >: À C ).,' perché, dato xaEÀ ,«,a> = E(nQn definisce

n

un funzionale continuo, essendo ~(.et>: <

parte, se fEÀ'. esistono Pa ed < >

Eis o I=p (s); d'altra
n n n a

O tali che po(s)~<=<>lf(s)I~I;
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en e
posto 8 n = f(e n ), s i ha p «--l = < e quindi If«-_nll =

" I" n 1 I" In
I 8 I

il a n I: 8 )EÀ x .= < n < 1 , da c u; I 8n 1~ questo che (prova
I "n 1

n '

poiché f e i l funzionale 1; -> I1;n 8 n coincidono su 'l' e 'l' è
n

denso i n l. possiamo identificare f e 8= ( 8 ) e concluderen

che I.' e l. x .

Uno spazio di successioni À si dice perfetto se

Esempi.

À
XX = l. .

1 . p'
~

1 + 1
p pl = 1, e quindi ogni

è perfetto (anche ~1 ed ~oo! l.

p'
~ c (~Plx è ovvio per la diseguaglianza di Htilder. Vicever-

sa, se " E( ~p)x, allora I I 1; "1<00 VI; E
n n n

_ ( l (kl p' (kl.>- 11 1 ,l1
Z

, ... ,l1
k

,O ...• Cl Et, Q' a

~P; posto

debolmente e quindi

pe r i l teorema di Banach-Steinhaus
" E

~ p' ., questo conclude

la dimostrazione se l ~ p <ro.

Se p = 00 basta scegl iere 1; = 1 .n per ottenere
n

1
CtEQ,.

2. c ~ ~1 e quindi Co non è perfetto.

x x
3. w = 'l' 'l' = w perciò 'l'e w sono perfetti.

4. L'unico spazio di successioni À tale che À = l. x è

~2 Infatti se 1; E l. anche 1; E l. = À
X e quindi
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l:1~ 12
< ~. cioé À c ~2.

n n

D'altra parte À c ~2 implica (~2)x c À
X

• cioé 2
~ c À •

5. n À·
i =1 l

e @ À. sono spazi di successioni (basta pensare
i = 1 l

ogni elemento come successione a due indici) e verificano;

~ x
( n À i )

i =1
=

~

@ À
X

i =1 l

Spazi di Kiithe.

( @
i =1

À. ) x =
l

~

n
i =1

Gli spazi di successioni che saranno più utili nel seguito

spno gli spazi di Kothe: sia P c w tale che:

Kl o E P => o
n

> O Vn

K2 < y
- n

Vn

K3 per ogni n. esiste o E P:

definiamo

a > O;n

A(P)={~E

indicate.

: Pa (O = (l:I~ lo <~ Vo E Pl. con le seminorme
n n n

A(P) è completo (K3 consente di ragionare sulle

coordinate) e quindi se P è numerabi le A(P) è Fréchet; d'ora

in poi P sarà supposto sempre numerabi le.

E' interessante notare che la toP010g13 introdotta su
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A( P) coincide con l a topologia normale v· Infatti, con l o

stesso ragionamento usato per provare che v è compatibile

con l a dualità <À , À x > , S i ved e che A(P)'= A( P) x = {(nn)EW:

13"' P, 3M > O : I nn I < M o Vn) da c u i s i ha l a t es i . Inol tre- n

A(p) è perfetto perché è completo per la topologia normale.

Sia ora a = (a ) una successione crescente a termini
n

positivi divergenti. Poniamo P (o)
00

- o /k
=( e n ) (k ElN ), e Aoo( o ) = A( P.l o )) ; A1 ( o ) :A ( P1( o )) .

I A (o) si dicono spazi di serie di potenze di tipo infini-
00

to, i Al(o) spazi di serie di potenze di tipo finito.

Per esempio, se 0n=logn, Aoo(logn)=s, lo spazio delle succes

sioni rapidamente decrescenti; per quanto detto prima, 5

è perfetto, s' = SX che è lo spazio delle successioni a erescen

za polinomiale.

Osserviamo che la topologia su s può essere definita

anche tramite le seminorme qk(é)

Le denominazioni usate per Aoo(o), Al(o. sono legate al

fatto che

(ii) H(D)

Dimostrazione.

(i) H([) ( an) ,
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dove (3
n

) E Aco(n) per la diseguaglianza di Cauchy; Vlceversa.

S l verifica facilmente che se allora ha

I"aggio di convergenza infinito e definisce perciò una funzione

in H([); Quindi T è bigettivo.

Inoltre T è continuo SUP
1z I~ R

If(z)l, REIN,

QR(f) è una delle seminorme che definiscono la topologia

di H([) e si ha:

k
c(~R)n < (f) R bb" c QR per, a a-
n

stanza grande.

Per il teorema dell'applicazione aperta T è isomorfismo.

(ii) Tenendo conto che le seminorme di H(D) sono date da

1 f ( z ) 1 ' . R E Ij,

la dimostrazione è analoga alla precedente.
D

Dato uno spazio .di successioni perfetto À e uno slc E

ogni semi norma continua p su El; la topologia su

s i costruisce lo spazio À ( E) = ((x) c E
n

p(x )EÀ per
n

À(E) è defini

ta dalle seminorme:

O'EÀ
X

, U intorno in E.

E' immediato che <p(E) è denso in À(E); inoltre se E è

completo anche À(E) lo è. In particolare, se E e À sono Fréchet
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anche A(E) è Fréchet.

Per esempio, '(l(E) è lo SpaZ1Q delle successioni in E

assolutrtmente somm3bili
00

~ (El è lo spazio delle successionl

l imitate di ,
c, s ( EI lo spazio delle successioni "rapidamente

convergenti a zero".

Sarà u t i ì e nel segui to l a seguente proposizione, dovuta
I

a Grothendieck per A ~ c ( cf. WJi e successivamente genera-

l izzata da Pletsch ( cf. [20J e anche [12J I:

Proposizione 4.1.

Se E è completo allora A@E-A(E),
TI --

Dimostrazione.

Sia T: Ax E, AiE) così definito.

T(I;,x) ~ (I;n x);

poiché T è bilineare. possiamo pensarlo esteso su A!lrr E;

faremo vedere che è un isomorfisrno su un sottospazio denso

di >{E); l'estensione di T al completamento sarà l'isomorfismo

cercato.

ha:
k
I

i ~ 1

k ,(i) x
< L . I I"n I I" n Ip U( i) ~

n l =1

T è continuo: per z =

~

k
L pu(x i )

i = 1
I
n

I" 111;(;)1 ~
n n

k
I

i ~ 1

e poiché
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s i h a

I: u( z )Q ,

k
~ inf{ L

i ~ 1

Se Ofa z è della forma z = e
n

Q x rislJlta

e quindi

poiché 'l'gnE è denso in ),g.E e T è continuo, vale

per ogni ZE ÀQTIE, O'E ,Xx, U intorno in E.

p o i c hé T ( 'l' gn E) c o n t i e ne 'l' ( E) s i h a l a t e si.

~ ~ n
§2. Rappresentazioni di C2n , C (O), .'/(IR ).

Il seguente risultato è dovuto a Grothendieck.

Teorema 4.2.

Dimostrazione.

00

Associamo ad fEC 2n la successione Tf=(f h ) dei suoi coeffi-
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cienti di Fourier ;complessi). Risulta:

1
- -k( ;h-') I::: ; f(x)e e dx
1'0,2 11 ]"

I J '(-( )' ih'X d Ia t x le x
[0,2 11 ]n

è continuo.

L'iniettività segue dal l'unicità dello sviluppo e la surge!

t;vità dal fatto che L[,heih.X è convergente e derivabile
h

termine a termine infinite vo lte per (~h)ES(ln).

Per , l teorema dell 'appl icazione apErta T è isomorfismo.
IJ

Con un metodo analogo proveremo anche a l t r i teoremi d i

rappresentazione; il seguente è originariamente dovuto a

Mitjagin [16J:

Teorema 4.3.

COO(Q) ~ s, Q c Rn scatola compatta.

Dimostrazione.

Scegliamo per semplicità Q = [_l,l)n.

2 _l
Posto de· = (l-x.) 'dx_, , , (i=1, ... ,n), i polinomi di CebiSev

T_(x.) = cos (j arcosx,')J , (jEN),

s o no u na ba s e o r t o go na 1e d i L2 ([ - 1 , 1], i. i ), e q u i nd i
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sono una base ortogonale in L2 (Q,u), dove u: u, ~ ... ~un

è la misura prodotto.

Ad feCOO(Q) associamo la successione Rf : (f h ) dei coefficien

ti del suo sviluppo nella base (T h ).

Integrando per parti si vede facilmente che:

supla"f(x)!;
Q

questo prova che (fn)es(ln) - s e che R : Coo(Q) ., s è continuo;

è chiaro inoltre che R è iniettivo e surgettivo, e quindi

è isomorfismo per il teorema dell1applicazione aperta.o

Tenendo conto che le funzioni di Hermite

sono una base ortogonale di L2 (R), e quindi Hh:Hh,(X, ) ... Hhn(X n )

lo sono in L2(ll n ), si può procedere come prima e provare

il seguente

Teorema 4.4

.'l'(R n ) _ s
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§3. Rappresentazioni di &'(Q), f0(Q), f0(K) e loro duali.

Un operatore di estensione.

Esiste una vasta letteratura sull 'esistenza di operatori

00
di estensione per funzioni C su sottoinsiemi chiusi di varie-

tà (cf. e.g. [16],[18],[28J,[46J); qui è sufficiente provare
n o

che, se Q e p sono scatole compatte in R con Q c P esiste

un operatore continuo di estensione E da Coo(Q) in f0(P}.

Scegliamo per semplicità di notazione Q~[-l,lJn, p ~

~ [-2,2Jn.

Da t a f € C 00 ( Q) s i a no 'P
l

( x) € C00 (IR n ), 'P 1 ( x) ~ 1 Pe r Xl> D

'P 1 (x) ~ D per xl :. -1/2, e f1~f'Pl estesa a zero per

xl:' -1/2: f
1

€C
oo

(_00,1] x [_l,lJn-l.

Data la successione (_2 k ), esiste per il teorema d'interpo

lazione 2.14 una funzione intera F
l

tale che F
l

(-2 k ) ~

~ (_l)k, sia F
1

(z) ~ E akz k ; poniamo:
k

(*) 11 (x) ~ x1 (x)E akfl(-2kxl'x2,···,xn)
k

. 00 n
'.X1 €C (R )'Xl ~ 1 per x 1€[-1,lJ, Xl ~ D per xl -': 2) e:

per xl € [-1. lJ

pe r xl € J 1 , 2J

+ 00 [Jn-lElf € C ([-1,2J x-l,l ):
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infatti avendo moltiplicato per ~1 la serie in (*l contiene

per ogni x un numero finito di termini; inoltre il raccordo

delle derivate per xl = 1 è assicurato dalla scelta di F 1 ,

come si verifica facilmente.

Consideriamo ora punti (2 k , e una funzione intera F2

Lc. F
2

(2k) = (_ll k ; come prima, estendiamo E~f ad una funzione

E
1

fEC
oo

([-2.2Jx[-1.1]n-l) tale che E1f(-2.x
2
•...• x

n
)

= E1f(2.x 2 .···.x n ) = 0.(E 1f) lo = f.

In modo analogo, per k=2 •...• n costruiamo operatori E
k

sulle

variabili x k che estendono f da

[-2.2J x ... x [-2.2J x [-l,lJx ... x [-1.1]

a

k-l 'volte n-k+l volte

[-2.2J x ... x [-2.2] x [-1.1] x ... x [-l.lJ

k va lte

e sia E = E oE lo ... oEl' Allora En n-
di estensione cercato. D

n-k volte

COO(o)~!!l(P) è l'operatore

I seguenti teoremi di rappresentazione sono dovuti a M.Val-

divia (cf.[40] e [36J).

Teorema 4.6.

"'(Il)
IN

- s
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Dimostrazione.

Proveremo che .s'un < sIN e che sIN <.s'( Il). Dal motodo di decom-

posizione di Pelczynski seguirà la tesi.

Sia (Mi) una partizione di cubi come nel Lemma 3.9, e

(~i) l'associata partizione dell'unità. Definiamo gli operatori:

T

T(f,.)=I~.f ..
. l l
l

Evidentemente TR 1 = I.s'(Il) e quindi

IN
- s

per il teorema di Mitjagin.

Viceversa. siano (N;) e (P;) due successioni di scatole

compatte contenute in

e siano (E
i

) operatori

Definiamo

o

Il tali che ~tN. c P., p.np.=~ (;tj),
l 1 l J

di estensione, Ei : COO(Ni)"~(Pi)'

S(f ,') = I E.f.,
; , l

R
Z

: $(11) .. TI COO(N
i

)
l
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IN
come al solito, R2S = !nCOO(N.)' e quindi s <&(Il).O

1 l

Si ottiene immediatamente per dualità la seguente rapprese~

tazione dello spazio delle distribuzioni a supporto compatto

Corollario 4.7

&'(ll) _ (s,)(IN)

Teorema 4.8

Dimostrazione.

Proveremo anche in questo caso

o

Kj c Kj +1 , e siano (Mi),(Ni),(P i ) scatole compat-

Sia (K
j

)
o

che0'1 K
j c

te tal i che:

una successione di compatti invadenti Il tali

(Mi) sono costruite come nel lemma 3.9 a partire da (K
j

)

e subordinano la partizione dell 'unità (lj>i);

Definiamo gli operatori
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R1f = (tIM);
l

00

T: ~ Coo( M. H~( Il)
i =1 l

T(f.) = H.1(i.;
, i' l

00 00

·~C(N.)

i = 1 l

S :

= (fiN);
l

00 00

~ C (N. )-!il( Il )
i = 1 l

S(f
i

) = H.f.,
i 1 l

dove E
i

soliti operatori di estensione.

Si verifica immediatamente che:

poiché la tesi è provata. D

Ancora per dualità si ottiene una rappresentazione dello

spazio delle distribuzioni:

Corollario 4.9

!il' (II) = (s,)IN

M.Valdivia ha provato anche una rappresentazione dello

spazio !iI(K); della dimostrazione daremo qui solo un cenno;

rimandiamo a Valdivia ([39],[40J) e Vogt ([45J) per la prova

completa. In essa si usano risultati sugli spazi nucleari
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(cf. [43J,[44J) la cui esposizione ci è sembrata andare al

d i l à de g l i s c o P i d i q u e s te no te .

Teorema 4.10

9)( K) - s, K c Rn

Dimostrazione (c~nno)

o

compatto, K f ~.

Assumiamo senza darne prova che ~(K) < S e mostriamo invece

che s<9)(K).

o
Infatti, siano Q c K una scatola compatta, ed E:Coo(Q)~ 9)(K)

un operatore di estensiOFle; sia inoltre R

l'operatore di restrizione; si ha:

d a c u i, Po i c hé C oo( Q} :::: s, S < 9)( K) .

O'altra parte dalla proposizione 4.1 segue che s(s)

- S QTIs, e, scrivendo ogni elemento di 5 come successione

doppia, si vede che s(s) = s; ne segue che sQns S, e quindi

si può applicare il metodo di decomposizione di Pelczyriski

(cf. l'esempio 5), ottenendo la tesi.

§4. Quozienti dello spazio 9)(Q).

Mostreremo che 9)(Q) non è B-completo: infatti ha un quozie~

te isomorfo a un sottospazio denso proprio di w : tale quozie~

te evidentemr~te non è completo e perciò neanche Br-completo
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(cf. Proposizione 2.4); ne seguirà che ~(Q) non è B-completo.

(cf. [29] nel caso Q = ~).

In realtà ~(Q) non è neanche Br-completo (cf. [35]).

Un risultato che sarà utile (ma è interessante di per sé)

è il seguente, dovuto originariamente ad Eidelheit (cf. [8]);

ne riportiamo la dimostrazione per completezza.

Teorema 4.10

Se E è uno spazio di Fréchet non Banach allora E ha un

quoziente isomorfo ad w .

Dimostrazione.

Poiché E di Fréchet ma non di Banach esiste in E una base

d'intorni 6IJ tale che se (B
n

) è la corrispondente famiglia

dei polari Bn non assorbe B
n

+ 1

En = span(B n ) per ogni n, esiste x~

per ogn i

.E'E 1.n n-

n·, allora posto

Se F=span(x~), FOB ha dimensione finita per ogni n, e
n

quindi è debolmente chiuso; per i l teorema di Krein-Smul ian

F è perciò debolmente chiuso.

Sia G = E/F o
; mostriamo che G - w; basta provare che G

è debolmente completo; infatti è in tal caso isomorfo a n<l

e l è numerabile perché G è metrizzabile. Poiché i compatti

di F=G' sono di dimensione finita, le topologie a(G,F) e

~(G,F) coincidono; ma ~G,F) è la topologia quoziente (perché

G è Fréchet) e quindi G è debolmente completo. D
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Sia allora G un sottospazio di s tale che s/G -w.

Risulta:

s9 n s - IJ(IN - IJ()IN sIN--- s ijn(s/G) ; slianw ; s 9 - ( s 9 -
sin G

n n

cioé: ha quoziente isomorfo ad
IN

s un s .

Siamo ora in grado di provare il seguente

Teorema 4.11

!2l( Q) ha un quoziente isomorfo ad un sottospazio denso

e proprio di w.

Dimostrazione.

!2l( Q) - s (IN) - s x s (IN ), e q u i ndi, c On L opPor t uno :

!2l(Q)/L :: sIN x s (IN);

per i 1 t eor ema 4. 1O ( app 1c at o ad o 9n i s i n s (IN )) e s i s t e un

sottospazio H di !2l(Q) tale che

S i a

così definito:
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T è c o n t i n uo e h a i mm a 9 i ne de nsa. p e r c hé R( T) = T (sIN x w(IN) )=' qlN •

e propria perché. ad esempio. f; = f;(i). con

•••• 1 •••• ) t R(T).

( i ) _
f; -(1.1 •...•

Ammettiamo ora per un attimo che T sia un omomorfismo

debole. in modo che l'applicazione indotta

T E =
IN (IN )

s x w
~ R(T)

Sia un isomorfismo debole. E ha la topologia di Mackey

perché è quoziente di uno spazio con la topo1ogia di Mackey.

ed anche R(T) perché è metrizzabile. Segue dalla proposizione

1.4 che f è isomorfismo.

Ne segue che ~(Q) ha un quoziente isomorfo ad un sottospa-

zio denso e proprio di w.

Resta da provare che T è un omomorfismo debole, 0, equi va-

lentemente. che R(T') è debolmente chiuso. Risulta:

T' : 'l'(IN} ~ (s' ) (IN) x <p IN

T' (f;) = (f;,f;)

Lo spazio

G = {( f; ; f;') : f;' € 'l'IN}

è i l 9 r a f i c o d e l l'a 99 i un t o del l'i nc 1 usi o ne d i s (IN ) i n w (IN )

e pertanto è debolmente chiuso in (s,)1N x 'l'IN; ne segue che
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è debolmente chiuso in (s' l,m) x JN

D'altra parte non è difficile convincersi che F=R(T'). D

In conclusione segnaliamo che anche ~'(Q) non è Br-comple

to; anche per questo risultato rinviamo a M.Valdivia [32].



C (K) - C( [0,1])
O -

C(Q) :: C( [D,1])IN

.A'f(K) ::.4/([0,1])
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TABELLA DELLE RAPPRESENTAZIONI

00

C2 - sn -

Y'(R") - s

0"'(Q) - (s,)(IN)

(IN )
- s

!0(K) - s
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