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XI. La q\l.'!~t19ne della l1nearità per i gruPRi abeliani nei

plani di traslazione.

Sia T un'plano di traslazione di· ordine
2

q con nucleo

K ~ GF(q) con un gruppo nel complemento di traslazione. Se

I'S I 2 'S è nel comp_l emen to lineare allora· possiamo fare= q e

un'analisi • sezione II VI. Se è nelcome ln e non

complemento lineare il problema diventa più complicato di quando

è lineare.

La domanda sulla ttnearttà

Se ~ è un piano di traslazione d1 ordine 2
q con nucleo

K :: GF(q) con un gruppo ~ di ordine 2q nel complemento di

traslazione. deve essere contenuto nel complemento lineare?

Purtroppo no-se ,si pensa al piano di Desargues di ordine

sul campo GF(q) (il nucleo è 2
GF(q ».

Allora. probàbilmente non c'è ragione di pensare che la

domanda sulla l.inearltà' per gruppi abeliani abbia una risposta

affermativa. Ma. possiamo provare:

L!!.!) Teorema (Jha. Johnson [37]).

Sta un piano di trastazione di ordine 2
q

2r
- p • p un

primo. con nucleo K - GF(q). Supponiamo che amme t ta un

gruppo abeliano

trastazione.

di ordine
2

q net complemento di

( l ) Allora. è nel complemento lineare.
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(2) Se q è pari. allora T è un plano su un semi corpo o

un piano di Betten.

(3) Se q è dispari. a.l Iora è un piano su un

semtcorpo o un plano ·'destrable.'·

!limQS t.raz t one.

{lI. 2) Lemma.

(1) c'è un'elaztone T· in '8.

[11 ) Possta.ao scegliere le coordinate. ln modo tale che

T - [~ n·
( 1 11 ) Gli eteRenti di '8 possono essere rappresentati

nella for.a:

(x.y)

dove x.y sono 2-vettort. A.B Ilatri.ct 2 per 2 su K.

a € Aut(K).

Dimostrazione.
2

1'8 nGL(4.q)1 ) -9-= [r]p
dove [r] _ pt

P
Sf

tr = p •• , (p .• ) _ l.

Se E ~ ~ è Il sottogruppo delle elazioni di allora.

lEI, rrr'
p

Ora 51 usano argomenti simili aquelli della sezione II.

(11. 3) Lemma.

Se '8 n GL(4.q) ~ E. allora lEI s q.
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Dimostrazione. Se ~ n GL(i.q) ~ E, esiste un elemento h € ~.

1 a
O 1

h _
O O
O O

B

per a # o. Dunque scegliamo gli elementi
1 a
O 1

: ] i n 'f n CL ( 4 . q) della forma

1 a
O 1

o

B

per
1 a
O 1

a € K.

Sia g € E. Allora, possiamo prendere

I

o

Allora.
-I -I

ghg h

I

o

a(C I -C 4 )+a
2

c 3 ]

-ac
3

I
- [~ ~]. Quindi. _ O

cosicché a 3 = O e a(c l -c4 ) = O cosicché cI = c 4 .

Allora. E ç I [~ m~u) ]

I € K èu e m una

O I

funzione di K.

LI 1 . 41 Lemma.

tP ·5-t
- P o l.' ordtne 2

q è 4 o 16.

t t
t

Qlmostrazione. Sia allora [r] pp ·5r = p ·5 - P e q - •
P

t ·s-t 2,
pp .rq- facile vedere che # 4 16.c ) se q o
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!l1.5) Lemma.

Se ~ n GL(4.q) # E allora ~ C GL(4.q).

Dimostrazione. Da (11.3). (11.4) . .rq < lEI < q e

E
l [~ m~u)]

u E ! C K dove I! I IE I . Sia g E ~- -

O l

(x.y)
g a a [ A B ]. gf = f gdella forma • (x .y) O per

A u u

[~ m~u) ] [
a

(m(:~)a]Al
u

A [~ m(~)].f cosicché- -u
O

O l

Sia A_

( l )

(2)

[al a 2 ] cosicchéa 3 a 4

a a
u al + (m(u» a 3 - alu,

au a 3 - a
3

u.

Se # O alIora
a

tutti gli E !a 3 u a 3 - a 3 u per u e

I! I "'i. Allora. l . Se =, O di a
> a - a 3 nuovo u al - atu.

Per (10.1). é transitivo su ll~-(~) cosicché A e

non-singolare. allora al # O se a 3 = O e a = 1 .
•

Questo argomento è vero per tutti gli elementi di <iJ

cosicché ~ C GL(4.q).

'(11.6) Lemma.

Se ~ n GL(4.q) = E. supponiamo che ~ ~ GL(4.q).

(l) Atlora ~ n GL(4.q) = {[b i] C E À e è addi-

t i un ~ è nOn-SingOLare},
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(2) Sta ~ (C I C €}, dl (l». Ai lora I~ n (gruppo

scalare dt GL(2,q»1 5 {q.

Dlmostrazlpne.

(l) Sl veda sezlone II.

(2) Se I~ n (Z(GL{2.q» I > {q

allora per g € .. 51 deve avere

CnA = AC per tuttl 1 C € },. Ila. (},) - ~ cosicché DOA = AD

per tutti i D € ~. Allora. cl SODO >{q elellenti [~ ~]
dove [~O O ]A = A[~ ~] Ila questo t.pltca che 0=1 perché

aO

A 6 non-singolare.

ili.7) Lllmma.

~ conttene una colleztone dlelementl dl ordtne ~ q2/[r l p
che a.gtsce seatregolaraente su un spazio ue:t tortate V di

dtaenstone due.

-x ~ O 11lplica C = C .

-implica x = O e xC = xCAllora xC = x

~ unaC € },pery = xCe

11'.

~ l;; GL(2.q)

per C.C € },.

co.panen te d t

.( 11. 8J Lelllla.

Se q ~ 4 e ~/~ n Z

che 6 lsomorfo a PSL{2.pk)

(Z = Z{GL{2.q» ha un sottogruppo

dt tndtce 14 allora SL(2.q) C ~.
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QimQstraztone (una traccia). Si usa che la lunghezza
di

dell'orbita qualunque vettore v ~ O sotto !l è maggiore o

2
uguale a

~ - l.

SL(2,q) !l (x,y) o o [A :],Ora. se ç; e g • .(x'Y)O•

n GL(4,q) {[~ ~] I c ( ~} !l (~) abbiamo [~ dr'Ii = e - l A

= [~ ~], In modo simile a sopra e con possiamo

omostrare che 8 1d = &4d. il che implica al = 8 4 , 8 3 = O e

al ~ O. Allora, d = da per tutti i d € K cosicché o = l.

Allora, abbiamo

(11.9) Lem.~, Se !l/!l n z ha un sottogruppo

allora 'Ii ç; GL(4,q), Quindi. !l/!l n z:

(l) é un sottogruppo di un gruppo H dove

dove d. (2,q-I). o

(2) ~ d H d IHI12- t
-
d

--
1
1\,~ un sottogruppo t un gruppo ave ~

(3) è un sot togruppo con indice: 1 o 2 che è lso.orfo 0.1

Per finire la dimostrazione 51 può studiare ciascuna delle

situazioni (I), (2), (3). SI può usare l'argomento della

lunghezza delle orbite di !l in ogni caso. Si veda [37] per i

par t 1co lar t .


